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Vorwort. 


Bereits während meiner Studienzeit an der Universität Dublin 
übten Chasles’ kinematische und Poinsot’s dynamische Schriften 
eine mächtige Anziehung auf mich aus. Durch diesen Einfluss 
wurde meinen mathematischen Studien die Richtung vorgezeichnet, 
in der weiterarbeitend ich nach langen Jahren zu der „Theory of 
Screws“ gelangte. 

Unter diesem Titel habe ich 1876 ein Buch veröffentlicht, 
welches meine sämmtlichen früheren Untersuchungen über den 
Gegenstand zusammenfasste, und welches mir die erwünschte Ge- 
legenheit lieferte, die Arbeiten Plücker’s und anderer Mathema- 
tiker zu discutiren, welche in irgend welcher Beziehung zu meiner 
Theorie stehen. 

Seit 1876 hat mir nun mein Amt als Royal Astronomer of 
Ireland nur wenig Musse zu rein mathematischen Untersuchungen 
gelassen. Ich habe indessen noch hin und wieder in einzelnen Ab- 
handlungen meine Arbeiten zur Weiterbildung und Ergänzung der 
Theorie veröffentlicht. Ich hebe unter diesen Abhandlungen hervor 
diejenige über die Mechanik eines Körpersystems vom allgemein- 
sten Typus *), und die über Mechanik im nicht-Euklidischen Raume, 
welch letzteren Untersuchungen ich neuerdings in der „Theory of 
the Content“ eine concisere Fassung zu geben versucht habe **), 


*) Kap. XXIII und XXIV vorliegenden Werks. 
**) Kap. XXV und XXVI dieses Buchs. G. 
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durch die mir einige — schon von Herrn F. Klein bemerkten — 
Missstände bei der Begründung der nicht-Euklidischen Geometrie 
beseitigt zu sein scheinen. 

Mit aufrichtigster Genugthuung erfüllt es mich, dass eine zu- 
sammenhängende Darstellung meiner Methoden und Arbeiten zuerst 
gerade in der Sprache erscheint, von der wir gewohnt sind, dass 
sie uns immer nur das Beste der Wissenschaft vermittelt. Und 
ich freue mich in Herrn Harry Gravelius, Mitglied der Astrono- 
mischen Gesellschaft, einen so berufenen und gelehrten Interpreten 
gefunden zu haben, dem ich bei dieser Gelegenheit auch öffentlich 
meine vollkommene Anerkennung ausspreche für seine steten und 
eifrigen Bemühungen um das Zustandekommen vorliegenden Werkes 
sowohl, wie um die Ausbildung der Theorie überhaupt. 

Nicht verfehlen will ich noch hier meinen Dank niederzulegen 
für die freundliche Aufnahme und Anerkennung, welche meine 
Arbeiten bereits früher bei deutschen Mathematikern — von denen 
ich besonders die Herren W. Fiedler, F. Klein und W. Schell 
nennen darf — gefunden haben. 


Observatory Dublin, 1889 September. 


Robert S. Ball, 


Royal Astronomer of Ireland. 
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Vorwort des Herausgebers. 


Das vorliegende Werk stellt sich die Aufgabe, zusammen- 
hängend und als Lehrbuch die in zahlreichen Arbeiten von Sir 
Robert Ball geschaffene Theorie der Mechanik starrer Systeme 
darzustellen. Es umfasst somit dem Inhalte nach sämmtliche Ab- 
handlungen des Herrn Ball. 

Meine Thätigkeit bei Abfassung dieses Werkes war naturgemäss 
eine sehr bescheidene gegenüber einer so grossartigen Schöpfung 
wie es die Theory of Screws ist. Die Hinzufügung von Untersuchun- 
gen, die Sir Ball in seinen Schriften nicht berührt, ist dadurch 
nothwendig geworden, dass wir eben dem Werke den Character 
eines Lehrbuchs geben wollten, das sich auch für Studirende auf 
Universitäten und technischen Hochschulen eignet. 

Ich fühle mich um so nachdrücklicher verpflichtet zur Hervor- 
hebung meines äusserst bescheidenen Wirkens an diesem Buche, 
als Sir Ball mich einer so gütigen Anerkennung gewürdigt, hat. 

Nur mit Bedauern — um das Buch nicht allzu stark werden 
zu lassen — habe ich mich entschlossen, die Untersuchungen der 
beiden Schlusskapitel mit der Theorie des Vectors abzubrechen. 

Ich glaube in der That, dass die Art und Weise, wie Sir Ball 
jetzt die nicht-Euklidische Geometrie behandelt, eine zukunftsvolle 
ist, und vereine mich mit ihm in dem Wunsche, diesen Weg auch 
von anderen Mathematikern beschritten zu sehen. 
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VI Vorwort des Herausgebers. 


Ein weites und viel versprechendes Gebiet ist der Forschung 
auch durch die Untersuchungen des Abschnitts über Graphische 
Methoden eröffnet. — 

Das Werk erscheint ein Jahr später als von mir beabsichtigt 
war, da ich wiederholt durch Krankheit gezwungen war, den Druck 
auf längere Zeit zu unterbrechen. Aus demselben Grunde musste 
ich auch bei den ersten Bogen die Correctur anderen Händen über- 
tragen, wodurch sich einige Irrigkeiten in den Text eingeschlichen 
haben, die sich im Manuscript nicht finden, und die ich nach 
der Angabe am Schluss des Buches zu verbessern bitte. 

Die dem Buche beigegebene stereoskopische Photographie des 
Cylindroids verdanke ich der Güte des Herrn Arthur Rambaut 
von der Sternwarte zu Dunsink. Die Photographie ist durch Herrn 
Rambaut aufgenommen nach einem von Sir Robert Ball an- 
gegebenen und von Sir Howard Grubb angefertigten Modell. 

Das Titelbild ist der „Theory of Screws“ von 1876 entnommen. 

Dem Herrn Verleger sage ich für seine ausserordentlich weit- 
gehende Liberalität, mit der er jeden meiner Wünsche betrefls des 
Buches erfüllte, und für die vorzügliche Ausstattung des Werkes 
meinen verbindlichsten Dank. 

Berlin 1889, September. 


Gravelius. 
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Theoretische Mechanik, 


Kapitel I. 


Von den Postulaten und von der Methode der Mechanik. 


$1. 

Die Mechanik ist die Wissenschaft der Erscheinungen in der 
Natur, insoweit man bei deren Studium nur reine Bewegungen in 
Betracht zieht. 

Sie bedarf zu ihrem Aufbau gewisser fundamentaler Voraus- 
setzungen, ganz ebenso wie die Geometrie; und zwar liegen ihr 
zunächst die sämmtlichen für die Geometrie erforderlichen Voraus- 
setzungen ebenfalls zum Grunde, während noch weitere hinzutreten. 
Ich sehe davon ab, hier über die Fundamentalhypothesen der Geo- 
metrie ausführlich zu sprechen, da sich im Schlusskapitel dieses 
Buches geeignetere Gelegenheit hierzu bieten wird. 

Für die Mechanik bedarf man der Voraussetzungen von Raum, 
Zeit und Materie. 

In dem rein geometrischen Raume, d. i. in dem unbegrenzten, 
unendlichen leeren Raume kann von einer Bewegung nicht die 
Rede sein. Denn in diesem Raume ist eine Ortsbestimmung nicht 
möglich: er ist ortslos. 

Der Raum der Mechanik ist daher nothwendig als erfüllt zu 
denken, d. h. mit anderen Worten: der Raum der Mechanik ist 
der Raum der concreten Welt. 

Ball, Mechanik. ; 1 
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Alles dasjenige, was den Raum erfüllt und durch die Sinne 
wahrgenommen wird, bezeichnet man mit dem Gesammtnamen der 
Materie. Ein begrenzter Theil der Materie heisst Körper. 

Mit den Bewegungen dieser Körper oder ihrer Theile hat sich 
nun die Mechanik zu befassen. Und zwar werden wir unter der 
Bewegung eines solchen Theiles der Materie die Aenderung seiner 
Lage verstehen in Bezug auf einen oder mehrere andere, ausser 
ihm liegende Körper, oder auch in Bezug auf gewisse ihm ange- 
hörende geometrische Elemente, von deren eigener Bewegung man 
in beiden Fällen während des Ganges der Untersuchung absieht. 

Die allgemeine Untersuchungsmethode, welche die Mechanik 
auf das Studium dieser Bewegungen anwendet, ist dieselbe wie die 
der Geometrie. 

Die Eigenschaften der geometrischen Gebilde werden erkannt 
durch Beziehung auf und Vergleichung mit gewissen fundamentalen 
Gebilden. Diese fundamentalen Gebilde treten als Postulate auf, 
über die beim Aufbau der Wissenschaft zunächst keine Discussion 
stattfindet und stattfinden soll. 

Die Untersuchung über ihre Postulate führt die Geometrie 
nicht selbst. Die Beurtheilung der Berechtigung dieser Postulate 
ist aus Beobachtungen zu entnehmen, während die allgemeine Dis- 
cussion derselben in das Gebiet der Erkenntnistheorie gehört. 

Es ist ebenso in der Mechanik. 

Beschränken wir die Betrachtung der Bewegung eines Körpers 
auf den einfachsten Fall, wo die Dimensionen des Körpers sämmt- 
lich als kleine Grössen 1. Ordnung genommen werden können, 
der Körper also ein materieller Punkt ist, so verstehen wir unter 
Bewegung dieses Punktes nur die Veränderungen seiner Lagen auf 
ausser ihm liegende Theile der Materie. 

Ein Urtheil über diese Bewegung kann nun nur gebildet wer- 
den durch Vergleichung dieser mit einer anderen, fundamentalen, 
als bekannt angenommenen, Bewegung, deren eigene Natur selbst- 
verständlich aber völlig beliebig bleibt. 

Ist nun eine Bewegung so beschaffen, dass gleichen Weg- 
incrementen der Fundamentalbewegung gleiche Wegineremente der 
in Rede stehenden Bewegung entsprechen, so heisst die letztere 
eine gleichförmige Bewegung. 
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Es. ist hiernach wol zu beachten, dass die Gleichförmigkeit 
einer Bewegung nur in Bezug auf eine andere Bewegung erklärt 
ist; und dass von einer an sich gleichförmigen Bewegung im Rah- 
men exacter' Wissenschaft durchaus keine Rede sein kann. Denn 
hier kann mit einem solchen Ausdruck kein Sinn verbunden 
werden. 

Die zum Studium irgend einer Bewegung nothwendige Bezugs- 
oder Fundamentalbewegung ist in der Natur gegeben in der Axen- 
drehung der Erde. 

Ueber den eigenen Charakter dieser Bewegung kann nur die 
Beobachtung Aufschluss geben. Mit Hülfe indirecter Vergleichs- 
methoden ergiebt sich aus den Beobachtungen, dass die Rotation 
der Erde selber in erster Approximation mit grosser Näherung als 
gleichförmig angenommen werden darf. 

Insofern nun diese gleichförmige Bewegung zum Maasse anderer 
Bewegung dient, heisst sie Zeit. 

Jede weitere Definition dieses Begriffes muss bei ihrer Grund- 
legung den Boden des Thatsächlichen verlassen und ist daher in 
der Physik unbedingt abzulehnen. 

Was nun die specielle Festsetzung eines practisch anwend- 
baren Maasses für die Zeit anbetrifft, so scheint es auf den ersten 
Blick das richtigste zu sein, hierfür die volle einmalige Rotation 
in Bezug auf einen für uns festen Punkt (z. B. einen sogenannten 
Fixstern) des Himmels anzunehmen. Diese Zeit, die als Sternzeit 
zu bezeichnen ist, eignet sich indess aus gleich darzulegenden Grün- 
den nicht für eine allgemeine Anwendung. Ihr Gebrauch ist ein 
Internum der astronomischen Praxis. 

Geeigneter zur Festsetzung eines Zeitmaasses ist die Sonne. 
Es ist O” wahre Sonnenzeit an einem Orte, wenn der Mittelpunkt 
der Sonne im Meridian gesehen wird. Der jedesmalige Winkel- 
abstand dieses Punktes vom Meridian, der Stundenwinkel der 
Sonne, ist dann das natürliche Maass der Zeit. 

Indessen ist auch dieses Zeitmaass unbequem, und daher un- 
annehmbar, für jeden nicht wissenschaftlichen Gebrauch. Denn es 
ist dieses Maass seiner Natur nach kein stets gleichmässiges, da die 
Bewegung der Sonne (d. h. die Abspiegelung der Bewegung der 
Erde um die Sonne) wegen der elliptischen Form der Bahn und 

I" 
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der sehr beträchtlichen Neigung der Ekliptik gegen den Aequator 
keine gleichmässige ist. 

Um ein gleichmässiges Zeitmaass in bequemer Weise zu er- 
halten, fingirt man eine sich in der Ebene des Aequators bewegende 
Sonne, der man dieselbe mittlere Bewegung zuschreibt, wie sie die 
wahre Sonne besitzt. Die Rectascension dieser fingirten Sonne ist 
somit stets gleich der mittleren Länge der wahren Sonne; wodurch 
nun in der That in dem Stundenwinkel der fingirten „mittleren 
Sonne“ ein gleichförmiges Zeitmaass erlangt ist. Dieses Zeitmaas 
wird mittlere Zeit genannt. Sie wird astronomisch vom Augen- 
blicke der oberen Culmination der mittleren Sonne, dem mittleren 
Mittag, ab gerechnet und von O" bis 24" gezählt; woraus man er- 
sieht, dass das astronomische Datum eines Tages nur für den 
Nachmittag mit dem Datum des coineidirenden bürgerlichen Tages 
übereinstimmt. 

2. B; Juli 31, 16° astronom. Zeit 
— August 1, 4" Vormittags bürgerl. Zeit. 

Der Unterschied zwischen mittlerer und wahrer Sonnenzeit 
heisst Zeitgleichung, sodass die Zeitgleichung der Betrag ist, 
der zur mittleren Zeit addirt werden muss, um die wahre Zeit zu 
erhalten. 

In diesem Sinne wird die Zeitgleichung im Berliner Astrono- 
mischen Jahrbuch für jeden mittleren Mittag gegeben. 

Die oben erwähnten Inconvenienzen, welche sich einer allge- 
meinen Anwendung der Sternzeit entgegenstellen, entstehen aus 
der Bahnbewegung der Sonne (oder Erde). Das tropische Jahr, 
d. h. die Zeit, in welcher die Sonne einen vollen Umlauf in Bezug 
auf den Frühlingspunkt zurücklegt, beträgt 3651,2422, also die 
mittlere tägliche tropische Bewegung der Sonne 

0 . 
= aa = 0°59'8",33 in Bogen, d.h. in Zeit 3” 56°, 555. 
Nun heisst die einmalige Rotation in Bezug auf den Frühlings- 
punkt F ein Sterntag. 

Zur Zeit des Frühlingsäquinoetiums sind die mittlere Sonne 
und der Punkt F gleichzeitig im Meridian. Bis zur folgenden -. 
Culmination dieses Punktes hat sich die Erde um den Bogen u in 
ihrer Bahn weiter bewegt; die mittlere Sonne culminirt daher 
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3™ 56°,56 später als F. Allgemein, bei Fig. 1. 

der nt®™ folgenden Culmination des Früh- F 
lingspunktes kommt die Sonne erst nach 
Durchmessung des Bogens n.u in den 
Meridian, d. h. es ist O!+n.(3" 56s, 56) 
Sternzeit im Momente des mittleren 
Mittags. Es würden somit diesem für 
das bürgerliche Leben wichtigen, fest zu 
erhaltenden Zeitpunkte im Laufe des tro- 
pischen Jahres alle möglichen Werthe 
der Sternzeit von O® bis 24" zukom- 
men, welcher Umstand sich natürlich 
der allgemeinen Anwendung der Stern- 
zeit entgegenstellt. 

Uebrigens sei noch bemerkt, dass 
die Sternzeit auch kein völlig gleich- 
förmiges Zeitmaass sein würde, da die 
Aequinoctialpunkte kleinen eigenen Bewegungen unterworfen sind. 
Hierüber sind indess die Lehrbücher der Astronomie nachzusehen. 

Die Sternzeit im mittleren Mittag wird in den astronomischen 
Jahrbüchern für jeden Tag gegeben. Mit der Kenntniss derselben 
kann jede Zeitangabe in Sternzeit in eine solche in mittlerer Zeit 
verwandelt werden, wenn man noch bedenkt, dass, nach obigem, 
in einem tropischen Jahre genau ein Sterntag mehr enthalten ist, 
als sich mittlere Tage darin finden. 

Wenn in diesem Buche von Zeit und Zeitmaass die Rede ist, 
so ist immer die mittlere Zeit darunter zu verstehen. 


§ 2. 

Nachdem der Begriff festgestellt worden ist, den wir mit dem 
Worte Zeit verbinden wollen, kann die obige Definition der gleich- 
förmigen Bewegung nunmehr so ausgedrückt werden: 

Fine Bewegung, bei der in gleichen Zeiträumen gleiche Wege 
durchlaufen werden, heisst gleichförmig. 

Aus dieser Definition ergiebt sich, dass eine geradlinige 
gleichförmige Bewegung vollständig bestimmt ist, wenn ihre 
Richtung und der Zeitpunkt, in dem man ihre Beobachtung be- 
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ginnt, angegeben werden, und wenn der in der Zeiteinheit durch- 
laufene Weg bekannt ist. 

Dieser letztgenannte Weg, der uns über die specielle Be- 
schaffenheit der vorliegenden gleichförmigen Bewegung Aufschluss 
giebt, heisst die Geschwindigkeit der geradlinigen gleich- 
förmigen Bewegung. Bei der Bestimmung der Geschwindig- 
keiten terrestrischer Erscheinungen werden im Allgemeinen die 
Secunde als Zeiteinheit und das Meter als Längeneinheit zum 
Grunde gelegt. 

Aus ihrer Bedeutung folgt, dass die Geschwindigkeit der gerad- 
linigen gleichförmigen Bewegung durch eine Strecke nach Grösse 
und Richtung dargestellt werden kann, während sich in analyti- 
scher Beziehung für diese Geschwindigkeit der Ausdruck 

s ds 
Aar Rr i const. 
ergiebt; wo v, s und ? zusammengehörige Werthe von Geschwin- 
digkeit, Weg und Zeit bedeuten, und wo die Zeit vom Beginne 
der Bewegung aus gezählt ist. 

Die gleichförmige geradlinige Bewegung ist zwar die einfachste 
denkbare Bewegung; allein man wird selten genug bei der Be- 
trachtung der Erscheinungen in der Natur auf diese Bewegung ge- 
führt. Die Bewegungen in der Natur sind im allgemeinen weit 
complicirtere. 

Alle diese Bewegungen fassen wir zunächst unter der negativen 
Bezeichnung „ungleichförmige Bewegungen“ zusammen. 

Bei ihnen ist also der in der Zeiteinheit zurückgelegte Weg 
nicht constant. Die nähere Erkenntniss einer ungleichförmigen Be- 
wegung wird durch ein Princip ermöglicht, zu dem Galilei bei 
der experimentellen Untersuchung der Fallbewegung auf der schiefen 
Ebene gelangt ist. Es ist dies das sogenannte Princip der Träg- 
heit, welches wir hier in folgender Form aussprechen wollen: 

„Wenn bei einer ungleichförmigen Bewegung die bewegungs- 
bestimmenden Ursachen plötzlich verschwinden, so geht die Bewe- 
gung über in eine gleichförmige geradlinige Bewegung, deren Rich- 
tung übereinstimmt mit der momentanen Richtung der ursprüng- 
lichen Bewegung zu der betreffenden Zeit.“ 

Die Richtung einer Bewegung in einem bestimmten Punkte 


www.rein.org.pl 


Kap. I. Von den Postulaten und von der Methode der Mechanik. 7 


der Bahn ist aber die Richtung der Tangente, die in dem Punkte 
an die Bahncurve gezogen werden kann. Die Tangente hat im 
Berührungspunkte ein Element ds mit der Curve gemein. Dieser 
Umstand ermöglicht es, die Geschwindigkeit der geradlinigen gleich- 
förmigen Bewegung anzugeben, in welche die ursprüngliche Bewe- 
gung nach dem Principe der Trägheit übergeht. 

Denn da bei der geradlinigen gleichförmigen Bewegung die 
Geschwindigkeit, d. i. der Quotient der zusammengehörigen Werthe 
von s und £ für jeden beliebigen Theil der Bahn denselben Werth 
hat, so können wir sie offenbar hier auch in dem Element ds be- 
stimmen, woraus sich ergiebt 
l ds 
= 7 
Diese Grösse ist also der ursprünglichen Bewegung und derjenigen 
gleichförmigen geradlinigen Bewegung, in die jene übergeht, in 
dem Elemente ds gemeinschaftlich; und sie stellt die Geschwindig- 
keit der gleichförmigen geradlinigen Bewegung dar. In übertra- 
gener Bedeutung bezeichnet man diese Grösse daher auch mit dem 
Namen der Geschwindigkeit der ungleichförmigen Bewegung in dem 
zum Elemente ds gehörigen Punkte der Bahn des Bewegten. 

Die Grösse v= Ea ist also bei der ungleichförmigen Bewe- 
gung eine Variable. Die Aenderung, welche sie von einem Zeit- 
momente ¢ bis zum benachbarten t-+dt erleidet, beträgt 


® 


, 7 dv 2 . 
Die Grösse Der bezeichnet man als die Beschleunigung 1. Ordnung 
r - 


der ungleichförmigen Bewegung. Diese Beschleunigung g® kann 
nach obigem auch so ausgedrückt werden 


AAT ositiv 
Ist g® für die ganze Erstreckung der Bahn constant Pe „8 
negatıv 
beschleunigt 
verzögert 
nen Falle, wo 4) veränderlich ist, ist das Maass der Veränderung 


heisst die Bewegung gleichförmig . In dem allgemei- 
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dieser Grösse wieder 
i dg™® 
u a 
Der Differentialquotient 
ONS 
dt dt’? 
heisst dann die Beschleunigung 2. Ordnung der betrachteten Be- 
wegung. Man kann im allgemeinen Falle in dieser Weise fort- 
fahren und die Beschleunigung irgend einer Ordnung u durch die 
Relation 


erhalten. 

Mit der Betrachtung der Beschleunigungen höherer Ordnung 
hat man erst in neuerer Zeit begonnen. Der Anstoss dazu wurde 
von Jacobi in der fünften These seiner Inaugural-Dissertation ge- 
geben. Besondere Verdienste um die Ausbildung der Theorie der 
Beschleunigungen höherer Ordnung haben sich Somoff und Resal 
erworben. Auch muss der Aufsatz von Möbius „Ueber die pho- 
ronomische Deutung des Taylor’schen Theorems“ erwähnt werden. 

Was eine geometrische Darstellung der Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen angeht, so folgt zunächst aus der Art und Weise, 
wie wir zum Begriff der Geschwindigkeit auch bei einer ungleich- 
förmigen Bewegung gelangt sind, dass auch hier das geometrische 
Bild der Geschwindigkeit die gerade Strecke ist. 

Damit erhellt aber zugleich, dass auch die Beschleunigungen 
aller Ordnungen durch gerade Strecken dargestellt werden, wobei 
immer festzuhalten, dass eine Strecke eine mit Anfangspunkt, 
Länge und Richtung versehene gerade Linie ist. 


§ 3. 

In dem Wortlaut des Trägheitsgesetzes kommt der Ausdruck 
„bewegungsbestimmende Umstände“ vor. 

Die Einführung dieses Ausdruckes oder der gleichbedeutenden 
der „Ursache einer Bewegung“ entspricht dem allgemeinen Causa- 
litätsbedürfniss des Menschen, das uns überall zu den Fragen „wo- 
her“ und „warum“ treibt. 

Dieser Trieb fordert denn auch für jeden Vorgang in der Na- 
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tur, für jede Bewegung eine Ursache. Allein es muss eingestanden 
werden, dass eine endgültige Befriedigung dieses Verlangens, die 
in der Erkenntniss des Wesens der Ursache irgend einer 
Bewegung zu bestehen hätte, nicht gegeben werden kann. 

Wir nennen die Ursache einer Bewegung eine Kraft, allein 
was eine Kraft nun wirklich, an sich, ist das lehrt keine Mechanik 
und wird auch nie eine zu lehren vermögen. Denn die Frage 
nach dem Wesen der Kräfte ist eine durchaus transcendente, 
ganz ebenso wie die nach dem Wesen der Materie. 

Wenn somit Kraft auch nur ein Ausdruck ist, so ist dessen 
Anwendung in der Mechanik dennoch nicht abzuweisen, da hier- 
mit die verbale Formulirung der Sätze der Mechanik eine für uns 
aus dem oben angegebenen Grunde natürlicher erscheinende Dar- 
stellung erhält; während andrerseits aus der Anwendung des Wortes 
„Kraft“ auch keine Unklarheit entstehen wird, wenn man bedenkt 
dass die Sätze der Mechanik jà über die Kräfte selbst gar nichts 
aussagen, sondern nur von ihren der Beobachtung zugänglichen 
Wirkungen reden. 

Wir werden daher im folgenden ganz unbedenklich in der- 
selben Weise von Kräften reden, wie der Leser dies aus den elemen- 
taren Lehrbüchern der Mechanik gewohnt ist. 

Die Ursache einer Beschleunigung 1. O. ist gemeint, wenn im 
folgenden von einer Kraft schlechthin die Rede ist. In besonderen 
Fällen wird sie auch als Kraft 1. O. bezeichnet werden. Analog 
heisst die Ursache einer Beschleunigung 2. O. eine Kraft 2. O. und 
allgemein die Ursache einer Beschleunigung «t° Ordnung eine 
Kraft ut Ordnung. 

Diese Kräfte denken wir uns in der Richtung der erzeugten 
Beschleunigungen stetig von Punkt zu Punkt der Bahn des be- 
wegten Punktes wirkend. 

Anders verhält es sich mit der Ursache die wir für die Ge- 
schwindigkeit annehmen. Diese nennen wir Momentan- oder Im- 
pulsiv-Kraft, denn wir denken uns die Geschwindigkeit hervor- 
gerufen durch eine Kraft die momentan, oder genauer gesprochen, 
nur während eines unendlich kleinen Zeittheilchens wirkt. Es ist 
dies keine willkürliche Annahme, sondern sie ist bedingt durch 
unsere Kenntniss von dem Princip der Trägheit. 
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Auch von dem Maasse einer Kraft können wir reden, indem 
wir die Annahme der zwischen einer Kraft und ihrer Wirkung 
bestehenden direkten Proportionalität adoptiren. Eine Kraft K ist 
daher zunächst direkt proportional der durch sie hervorgerufenen 
Beschleunigung 9; es ist aber auch klar, dass die Kraft noch direkt 
proportional ist der in Bewegung gesetzten Masse m. Darnach 
kann man setzen 


K= 4.m.9, 
wo 4 ein Proportionalitätsfaktor ist. Setzen wir 
=], 


so wählen wir als Einheit der Kraft diejenige Kraft, welche der 
Masse 1 die Beschleunigung 1 ertheilt. Was unter der Einheit 
der Beschleunigung zu verstehen sei ergiebt sich aus $ 2. 

Es handelt sich also noch um die Wahl der Masseneinheit. 
Als Masseneinheit für terrestrische Verhältnisse wollen wir nun die 
Masse eines Cubikdecimeters Wasser bei 4° C. annehmen. 

Das so gewählte Maasssystem für die Kräfte heisst das ab- 
solute. (Gauss.) 

Man hat öfters als Krafteinheit das Kilogramm gewählt; allein . 
dies ist nicht ganz vorsichtig, da das Gewicht eines Körpers, ab- 
gesehen von physikalischen Bedingungen, auch eine Funktion des 
Ortes des Körpers auf der Erdoberfläche ist, sodass die Kraftein- 
heit variabel wird. Die Masse eines Körpers ist aber unabhängig 
vom Orte, sodass das oben angenommene Maasssysteme den Vor- 
zug verdienen dürfte. Bezeichnen also v, œ, 99...g) die Ge- 
schwindigkeit, Beschleunigung 1, 2, ... zw“ Ordnung der Masse 
m; und M, K, K®, ... K(“) die zugehörige Momentankraft, Kraft 
1. 0., 2.0., . . -u Ordnung, so ist M = mv, K = my, KO =m g, 
atr E liA 

Aus dieser Darstellung der Kräfte ergibt sich, dass das geo- 
metrische Bild der Kraft irgend einer Ordnung, ganz ebenso wie 
das der Beschleunigung einer Strecke ist, wenn wir dabei die Mo- 
mentankräfte als Kräfte O'° Ordnung mitzählen. 

Da die Strecke bestimmt ist durch Anfangspunkt, Richtung 
und Länge, so erkennen wir, dass die Kraft bestimmt ist, wenn 
ihr Angriffspunkt, ihre Richtung und ihre Grösse oder Intensität 
gegeben sind. 
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§ 4. | 

In dem vorigen Paragraphen habe ich absichtlich länger ver- 
weilt bei der Darstellung der Grundbegriffe der Mechanik als der 
einer Naturwissenschaft. War dies wünschenswerth in Hinsicht 
auf den nächstliegenden Zweck dieses Buches, so erschien es mir 
nothwendig darum, weil die Mechanik heute weit über die Grenzen 
der Astronomie und Physik hinaus die feste Grundlage für die ge- 
sammte Naturwissenschaft überhaupt geworden ist: ein Entwick- 
prozess der eben erst in seinem aufsteigenden Knoten angelangt 
scheint und von dem viel zu erwarten steht zum Vortheile unserer 
Einsicht in die Natur, sowohl im Makrokosmos Welt wie im 
Mikrokosmos des organischen Seins. 

In diesem Paragraphen, welcher von der Zusammensetzung 
der Bewegungen und der Kräfte handelt werde ich mich auf eine 
äusserst knappe, fast nur skizzirende Darstellung beschränken 
können. ‚Denn abgesehen davon, dass eine ausführliche Dar- 
stellung den Rahmen einer Einleitung wesentlich überschreiten 
würde, kann doch auch betrefis dieser Lehren auf Poinsot’s 
klassische Leçons de Statique und auf das grossartige Werk des 
Herrn Schell verwiesen werden, zwei Werke, deren Studium von 
jedem der Mechanik treibt, unbedingt zu fordern ist. 

Von vorne herein ist klar, dass die Gesetze der Zusammen- 
setzung von Geschwindigkeiten und Beschleunigungen identisch sein 
werden, mit denen der Zusammensetzung von Kräften. 

Denn aus obigem geht hervor, dass die Figur, welche von den 
auf einen Punkt wirkenden Kräften aller Ordnungen gebildet wird 
ähnlich und ähnlich liegend ist zu der, welche von den Geschwin- 
digkeiten und Beschleunigungen gebildet wird. Das Aehnlichkeits- 
verhältniss ist durch die Zahl m gegeben, welche die Masse des 
Punktes ausdrückt. 

Die gleiche Bemerkung gilt offenbar auch für ein System un- 
veränderlicher mit einander verbundener Punkte, oder für ein 
starres System. i 

Von diesem starren System wird in den folgenden Kapiteln 
allein gehandelt werden. 

Denken wir uns das ganze System von Masse erfüllt, so 
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repräsentirt es den starren Körper der Physik. Da es nun aler 
in der Natur keinen absolut starren Körper gibt, so erhellt, dass 
wir bei der Beschreibung der Bewegung eines Naturkörpers nach 
den Gesetzen der starren Bewegung nur eine erste Approximation 
der wirklichen Bewegung erhalten, die im allgemeinen durch nach- 
trägliche Berücksichtigung der Abweichungen des gegebenen Kir- 
pers von dem idealen starren System verbessert werden muss. 

Eine der wichtigsten Bemerkungen über das starre System ist 
die, dass der Angriffspunkt einer auf dasselbe wirkenden Kreft, 
wegen der starren unveränderlichen Verbindung der Systemtheilchen 
beliebig in der Richtung der Kraft verschoben werden kann, olne 
dass dadurch die Wirkung der Kraft verändert wird. 

Die Frage nach der Zusammensetzung von Kräften oder Be- 
wegungen ist gelöst, wenn wir im Stande sind, zwei an einem 
Punkt angreifende Kräfte, oder zwei demselben ertheilte Geschwin- 
digkeiten oder Beschleunigungen zusammenzusetzen. 

Des Vortheils der unmittelbaren Anschauungsmöglichkeit halber 
führen wir die Betrachtung für zwei Geschwindigkeiten aus. Nach 
dem früher gesagten gelten die zu erlangenden Resultate auch für 
Kräfte und Beschleunigungen. 

Es ist zunächst klar, dass wenn wir einem Punkte gleichzeitig 
zwei in derselben geraden Linie liegende Geschwindigkeiten a und 
b ertheilen, er sich in dieser Geraden mit der Geschwindigkeit 
(a+b) bewegen wird, wo (a+b) die algebraische Summe der ge- 
gebenen Geschwindigkeit bedeutet. Hatten diese gleiche Richtung, 
so bewegt sich der Punkt auch in dieser Richtung; im andern 
Falle geht die Bewegung nach der Richtung der grösseren Ge- 
schwindigkeit vor sich. Die Geschwindigkeit (a+-b) heisst die re- 
sultirende Geschwindigkeit aus den beiden Componenten a, b. 

Wir machen nun noch die Annahme, dass die Geschwindig- 
keit a+b, welche aus den Geschwindigkeiten a und b bei gleicher 
Richtung derselben resultirt die grösste Geschwindigkeit ist, welche 
überhaupt aus a und 5 resultiren kann; und dass bei entgegen- 
gesetzter Richtung von a und b die Geschwindigkeit «—b die 
kleinste Geschwindigkeit, die aus den Componenten überhaupt 
resultiren kann. 

Dies vorausgesetzt mögen dem Punkte M gleichzeitig die Ge- 
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schwindigkeiten a, b ertheilt wer- ` Fig. 2. 
den, deren Richtungslinien den Win- i 
kel w bilden. Die, die Resultante b 


darstellende Strecke, die jedenfalls 
in der Ebene (a, b) liegt, projici- 
ren wir auf die Richtungslinie von M a 
a und nennen die Projection R’. 
R' ist jedenfalls eine Funktion von a, b, w. Dieser unbekannten 
Funktion geben wir die Form 
R' = F(a, b, w) = g (a, b, w) +Y (a, b, w), 
und suchen und W so zu bestimmen, dass sie den Bedingungen 
genügen: 
g(a, 0) = a, y(b, 0) = b, 
plai =a, y(b, m) = — b, 
yla,—n)=a, Yb, — m) = —Jb. 
Erinnern wir uns nun der vorhingemachten Annahme, so 
können wir den Funktionen und % die Form geben 
gla, b, w) = a(1— 2), 
W(a, b, w) = bcosw(1— u), 


wo 
x sım 28 
gla, b)sintw 
Br 1+!'h,(a, b)sinw ’ et, 
po 5 b in 2k as 
N m,(a, b)sin w TAN 


1+!'n.(a, b)sin* w ’ 
und wo die g, A, m, n Funktionen von a, b bezeichnen, die für 
endliche Werthe von a, b nicht unendlich werden sollen. Ausser- 
dem wird durch den Accent an dem Summenzeichen angezeigt, 
dass der Index und Exponent & den Werth Null nicht annehmen soll. 

Weitere Ergebnisse liefert die Analysis bei der nahezu vor- 
aussetzungslosen Stellung der Frage nach der Resultante zweier 
Geschwindigkeiten nicht. 

Die Erfahrung aber lehrt, dass die einfachsten in obiger all- 
gemeiner Form enthaltenen Funktionen Y, % das Problem lösen, 
so dass 

R' = a+beosw 
d.h. R' ist die Projection der geometrischen Summe von a und 
b auf die Richtungslinie von «æ, mit andern Worten: 
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Die Resultante aus irgend zwei einem Punkte ertheilten G- 
schwindigkeiten a, b ist gleich der geometrischen Summe von a und b. 

Hieraus kann nun in leicht ersichtlicher Weise, durch successire 
geometrische Summation je zweier Strecken die Resultante beliebig 
vieler einem Punkte ertheilter Bewegungen oder an demselben an- 
greifender Kräfte ermittelt werden. 

Ebenso erkennt man, wie eine Bewegung oder Kraft eindeutig 
nach drei Richtungen im Raum zerlegt werden kann. 

Wenden wir uns nun zu der eigentlichen Aufgabe dieses 
Paragraphen, der Zusammensetzung der Bewegungen und Kräfte 
in einem starren System. 

Bei dem einfachen materiellen Punkte bestand die Bewegung 
lediglich in der Ortsveränderung in Bezug auf äussere Objekte. 
Diese Bewegung, die Translation, finden wir auch beim starren 
System wieder. Aber es treten hier auch noch Richtungsverände- 
rungen der Systemtheile in Bezug auf feste oder eigenbewegte 
geometrische Elemente des Systems auf. Diese Richtungsänderungen 
können wegen des starren Zusammenhangs der Systemtheile nur 
aus Rotationen um feste oder eigenbewegte Axen bestehen. Man 
sieht, wie verwickelt der Bewegungszustand eines starren Systems 
wegen der letzteren Möglichkeit werden kann. 

Wir wollen mit der Betrachtung der Rotation beginnen; die 
Betrachtung der Translation ist hierin sofort eingeschlossen, da wir 
jede Translation als eine Rotation um eine unendlich weit entfernte 
Axe ansehen können. Es wird sich auch bald zeigen, dass gerade 
hierdurch die Darstellung des allgemeinen Bewegungszustandes eines 
starren Systems bedeutend erleichtert wird. 

Dabei beschränken wir uns auf den Fall, in dem die Rotations- 
winkel oder Amplituden kleine Grössen 1. Ordnung sind. 

Um die geometrische und verbale Darstellung zu erleichtern, 
wollen wir unter dem Ausdruck ein Punkt P erleidet eine Rota- 
tion um eine Axe AB mehrere Begriffe zusammenfassen, indem 
wir durch die Aufeinanderfolge der Endpunkte AB der Strecke AB 
nicht nur wie immer die positive Richtung dieser Axe bezeichnen, 
sondern durch diese Reihenfolge auch noch auf den Sinn der Ro- 
tation hinweisen. Diesen Sinn bestimmen wir in folgender Weise.. 
Man denke sich auf AB als Axe eine gewöhnliche Schraube mit: 
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ihrem Kopfe in A aufliegend und Fig. 3. 
mit dieser den Punkt P ver- 
bunden. 

Unter der Rotation AB ist 
dann diejenige Rotation verstan- 
den, bei der ein Vorwärtsgehen 
der Schraube stattfindet. Endlich 
ist in dem Ausdruck „Rotation 
AB“ noch der Hinweis auf die 
Amplitude enthalten, indem die 
Strecke AB gleich dem Arcus der 
Amplitude gemacht wird. Ist p 
der Abstand des Punktes P von 
der Rotationsaxe, so wird in dem 
Falle der Figur die Rotation AB 
den Punkt P um die kleine Strecke p. AB längs der Normalen auf 
der Ebene ABP unter letztere hinabdrücken. Diese Strecke ist also 
proportional dem Inhalt des Dreiecks ABP. Es ist leicht einzu- 
sehen, dass Rotationen um eine Axe sich algebraisch addiren. Der 
Bewegungszustand eines Systems wird nicht geändert, durch Hin- 
zufügung zweier gleicher entgegengesetzter Rotationen um eine Axe. 

Betrachten wir nun den Fall, dass dem starren System zu dem 
der Punkt P gehört, zwei Rotationen AB, AC, um sich schnei- 
dende Axen ertheilt werden. 

Der Effekt der Rotation AB ist schon erwähnt. Die Rotation 
AC wird ihrerseits den Punkt P um eine Strecke längs der Nor- 
malen über die Ebene heraufheben, die proportional ist dem In- 
halt des Dreiecks ACP. Der Gesammteflekt wird also in einer 
Steigung oder Senkung des Punktes P bestehen, deren Betrag pro- 
portional ist 


ABP— ACP. 


Nach einem bekannten elementar-geometrischen Satze ist diese 
Differenz aber gleich dem Dreieck 

ADP, 
wenn mit AD die von A ausgehende Diagonale des aus AB, AC 
gebildeten Parallelogramms bezeichnet wird. Dies Dreieck ADP 
ist aber der durch eine Rotation AD hervorgerufenen Verrückung 
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des Punktes P, normal zur Ebene ADP, proportional. Daraus 
schliessen wir: 

„Erleidet ein starres System zwei Rotationen um sich schnei- 
dende Axen, so können diese in ihrer Wirkung ersetzt werden 
durch eine einzige, die nach Axenlage, Sinn und Grösse gleich ist 
der geometrischen Summe der beiden, die gegebene Rotation dar- 
stellenden Strecken.“ 

Nimmt man mit Möbius auf den Sinn“) der von dem Punkte P 
mit den Strecken AB, AC, AD gebildeten Dreiecke gehörig Rück- 
sicht, so kann man dem angezogenen elementaren Satze die bessere 
Form geben 

ADP = ABP+ACP. 
Unter Beachtung dieser Gleichung erkennt man, dass der eben be- 
wiesene Satz über die Zusammensetzung von Rotationen für jede 
Lage des Punktes, relativ zu der gegebenen Axe gültig ist. 
Ertheilt man dem System zwei 
Rotationen AB, A'B' um paral- 
B lele Axen, so ist die dadurch er- 
/ langte zur Ebene ABP perpendi- 
kuläre Verrückung eines beliebigen 
Systempunktes P wieder gleich der 
Summe 


Fig. 4. 


B! 
ABP+A'B'P'. 

Theilt man daher die Strecke A'A 

AB 
Ap 
B den Theilpunkt A'' eine Parallele 
zu den gegebenen Axen und macht 
A" B" = AB+A'B' (algebraisch), 

Ri so ist 
”„ 

A A'B"P= ABP+A'B'P, d.h. 
A „Werden einem starren System 
gleichzeitig zwei Rotationen um parallele Axen ertheilt, so setzen 
sich diese zusammen zu einer einzigen Rotation, deren Grösse die 


im Verhältniss zieht durch 


*) Die Summe zweier gleichen und ähnlichen Dreiecke ist Null, wenn ihre 
Perimeter in entgegengesetzten Sinnen durchlaufen werden. 
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algebraische Summe der gegebenen ist, während die Abstände der 
Axe der resultirenden Rotation von den gegebenen Axen umgekehrt 
proportional sind den Grössen der um diese erfolgenden Rotationen.“ 

Dieser Satz hätte übrigens auch aus dem vorigen abgeleitet 
werden können. 

Betrachten wir nun den besonderen Fall, dass einem starren 
System zwei gleiche und entgegengesetzte Rotationen um parallele 
Axen ertheilt werden. 

Ein beliebiger Punkt P des 
Systems in der Ebene der Axen 
habe von AB den Abstand m, P 
von A'B' den Abstand n, und 
der Abstand beider Axen sei d. 

AB drückt den Punkt P um A-— 

die Strecke AB.m längs der 

Normalen unter die Ebene hinab, ‘P 
während A'B’ den Punkt P um BEL nn 

die Strecke A'B'.n emporhebt. 
Der gemeinsame Effect beider 
Rotationen besteht also in einem 
zur Ebene der Axen perpendi- 
kularen Herabsinken des Punktes um den Betrag 


AB.(m—n) = AB.d. 


Zu demselben Resultat gelangt man für jede beliebige Lage 
des Punktes P in der genannten Ebene, sodass also durch die vor- 
liegende Rotationsverbindung diese ganze Ebene, mithin das ganze 
System normal zu dieser Ebene eine Parallelverschiebung erleidet. 

Die Verbindung zweier entgegengesetzt gleicher Rotationen von 
parallelen Axen heisst ein Rotationspaar, der perpendikulare Ab- 
stand ihrer Axen der Arm des Paares und das Produkt 


> AB.d 


das Moment des Paares. Das obige Resultat lässt sich daher so 
darstellen: 

„Ein Rotatiönspaar ist äquivalent einer Translation, deren 
Grösse gleich dem Momente des Paares ist, und deren Richtung 


senkrecht auf der Ebene der Axen steht. Der Sinn dieser Trans- 
2 


Fig. 5. 


E 


Ball, Mechanik. 


www.rcin.org.pl 


2 


18 Theoretische Mechanik. 


lation ist durch die oben getroffene Uebereinkunft über den Sinn 
einer Rotation ebenfalls stets bestimmt.“ 

Aus dieser Bedeutung des Rotationspaares schliesst man ohne 
Schwierigkeit die folgenden Sätze: 

„Ein Rotationspaar kann in seiner Ebene beliebig verschoben 
gedacht werden. Ueberhaupt sind Rotationspaare von gleichem 
Sinne und gleichen Momente äquivalent, gleichviel ob sie in der- 
selben oder in parallelen Ebenen liegen.“ 

Dabei ist unter der Ebene eines Rotationspaares selbstverständ- 
lich die Ebene der Axen des Paares verstanden. 

Endlich ist klar, dass Rotationspaare in verschiedenen Ebenen 
nach denselben Regeln zusammengesetzt werden, wie Kräfte, die 
in einem Punkt wirken. Auch lässt sich leicht erkennen, dass 
wenn einem um eine Axe rotirenden starren System eine Trans- 
lation senkrecht zur Rotationsaxe mitgetheilt wird, dies keine an- 
dere Wirkung zur Folge hat, als eine Parallelverschiebung der Ro- 
tationsaxe. Denn man substituire für die gegebene Translation 
das äquivalente Rotationspaar, so hat man die Resultante einer 
Rotation und eines Rotationspaares zu suchen, deren Axen in einer 
Ebene liegen. 

Das Paar lässt sich nach 
obigem immer in eine solche 
Lage zur Einzelrotation brin- 
gen, wie sie in der Figur ge- 
wählt wurde. 

Das Paar bestehe aus den 


Rotationen 
AB= Art AB = — r; 
N die Einzelrotation sei AU = 


Zunächst kann man nach obi- 


gem AB und AC zusammensetzen zu der Rotation r—+R (geome- 
trische Summe) um die Axe AD. Durch abermalige Anwendung 


des hierin angewandten Satzes wird man nun die beiden Rota- 
tionen r+R um AD und —r um A'B' zusammensetzen. Die 
Resultante ist also 

r+R—r, 
also parallel und gleich der Strecke AC. q. e. d. 
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Die bisherigen Ergebnisse sind hinreichend zur Darstellung des 
allgemeinsten Bewegungszustandes eines starren Systems. 

Betrachten wir ein solches System dem beliebig viele, beliebig 
gerichtete Translationen und beliebig viele Rotationen um beliebig 
liegende Axen ertheilt sind. 

Wir können sofort wieder Alles auf Rotationen zurückführen, 
wenn für jede Translation das äquivalente Rotationspaar einge- 
führt wird. 

Alle diese Rotationspaare lassen sich zusammensetzen in ein 
einziges Paar, dessen Ebene und Moment eindeutig bestimmt sind. 
Dann ziehen wir durch einen beliebigen Punkt O des Systems 
Strahlen, welche den Axen der gegebenen Einzelrotationen resp. 
parallel sind und ertheilen dem System um jeden dieser Strahlen 
sowohl eine Rotation, welche gleich ist, der um die gegebene 
parallele Axe stattfindenden, als auch die entgegengesetzt gleiche 
Rotation. 

Der Bewegungszustand des Systems ist dadurch nicht geändert 
worden. Aber jede gegebene Rotation r ist ersetzt worden durch 
eine ihr gleiche um eine parallele Axe und durch ein Paar (r, —r). 
Alle diese neuen Paare setzen sich wieder unter sich und mit den 
schon erhaltenen Paaren zu einem einzigen vollkommen und ein- 
deutig bestimmten Paare zusammen, während die Einzelrotationen 
um die in dem Punkte O sich schneidenden Axen sich zusammen- 
setzen in eine einzige Rotation, die nach Grösse, Sinn und Axen- 
richtung gegeben ist durch die geometrische Summe der die Einzel- 
rotationen repräsentirenden Strecken. 

Die allgemeinste Elementarverschiebung eines starren Systems 
wird also repräsentirt durch eine Einzelrotation in Verbindung mit 
einem Rotationspaar. 

Dieses Rotationspaar kann aber wieder zerlegt werden in zwei 
andere, derart, dass die Axen des einen in einer, übrigens beliebig 
wählbaren, Ebene mit der Axe der Einzelrotation liegen, während 
die Axen des anderen senkrecht auf dieser Ebene stehen. Das 
erste Paar bewirkt nur eine parallele Verschiebung der Axe der 
Einzelrotation, wie oben gezeigt: das zweite ist äquivalent einer 
Translation von bekannter Grösse längs der Axe dieser Einzel- 
rotation. 

DE 


~i 
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Die allgemeinste Verschiebung eines starren Systems kann da- 
her dargestellt werden durch eine Rotation in Verbindung mit 
einer Translation parallel der Axe der Rotation. Dies ist aber 
analog der Bewegung einer Schraube in Bezug auf ihre Axe. Daher: 

Die allgemeinste Elementarverschiebung eines starren Systems 
ist eine helicoidale Bewegung. (Satz von Chasles.) 

Man sieht übrigens noch leicht ein, dass auch zwei congruente 
starre Systeme von endlichem Lagenunterschied im allgemeinen 
durch eine Rotation in Verbindung mit einer Translation zur Deckung 
gebracht werden können. Auch diese Bewegung kann auf die ca- 
nonische Form gebracht werden. (Schell, Mechanik Bd. I, pag. 157.) 

Es ist wichtig, dass man nachweisen kann, dass diese einfache 
canonische Darstellung der allgemeinsten unendlich kleinen Bewe- 
gung eines starren Systems eine eindeutige ist, d. h. dass sie unab- 
hängig von der Wahl des beliebigen Punktes O stets auf dieselbe 
Einzelrotation und dasselbe Paar führen wird. 

Nehmen wir an, die dem starren System ursprünglich ertheilten 
Tranlationen (Rotationspaare) und Rotationen lieferten bei ihrer 
Zusammensetzung, wenn der Punkt O zu Grunde gelegt wird, die 
eben erhaltene Einzelrotation R und das Paar @; dagegen bei 
Zugrundelegung des Punktes O' die Einzelrotation R’ und das 
Paar- G". 

Zunächst ist klar, dass R nach Grösse und Richtung von der 
Wahl des Punktes O immer unabhängig ist. Denn R’ ist die 
geometrische Summe der die gegebenen Einzelrotationen repräsen- 
tirenden Strecken und somit unabhängig von dem Anfangspunkt 
der Zusammensetzung. R und R' sind daher geometrisch gleich 
und liegen auf parallelen Strahlen. 

Kehren wir nun den Sinn von R' und @' um, so muss die 
Verbindung der durch R, @ dargestellten Bewegung mit der durch 
—R', —@' dargestellten das System in die Anfangslage zurück- 
führen. @ und @’ als Paare in parallelen Ebenen vereinigen sich 
zu. einem Paare, das wir durch @— G bezeichnen können, wenn 
G und @' gleichzeitig die Momente der resp. Paare bedeuten sollen. 

Ausserdem haben wir in einer zur Ebene von (@—@') senk- 
rechten Ebene das Paar (R,—R). Das aus diesen beiden Paaren 
resultirende Paar muss nothwendig verschwinden, da andererseits 
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eine Bewegung des Systems übrig bliebe. Dieses resultirende Paar 
kann aber, da die Componenten in verschiedenen Ebenen liegen, 
nur verschwinden, wenn eben diese Componenten jede für sich 
verschwinden, d. h. es muss sein 

= 
und die Axen von R und AR’ müssen zusammenfallen. q. e. d. 

Es sei noch kurz erwähnt, dass jede Elementarverrückung 
eines starren Systems auch durch zwei Rotationen hervorgebracht 
werden kann, deren Axen nicht in einer Ebene liegen. 

Der Leser wird leicht finden, dass in der That eine Rotation 
in Verbindung mit einem in einer die Rotationsaxe schneidenden 
Ebene liegenden Rotationspaare äquivalent ist zwei Rotationen um 
gekreuzte Axen, wodurch dann sofort obige Behauptung erwiesen 
ist. An eine eingehende Discussion gerade dieses letzten Satzes 
lassen sich interessante und wichtige geometrische Theorien knüpfen. 

Allein wir würden dadurch den Rahmen dieses Buches zu sehr 
überschreiten und ich muss mich daher begnügen, den Leser auf 
den grundlegenden Aufsatz von Moebius „Ueber eine besondere 
Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren im Raume“ Gesammelte 
Werke Band I pag. 491, mit besonderem Nachdruck zu verweisen. 

Wir wenden uns zu der Theorie der Zusammensetzung von 
Kräften, die an einem starren System angreifen. 

Zunächst sei ausdrücklich wiederholt, was schon oben erwähnt 
ist, dass nämlich der Angrifispunkt einer, an einem starren System 
angreifenden Kraft beliebig in der Richtungslinie der Kraft ver- 
schoben werden darf. Diese aus dem Begriff des starren Systems 
sich ergebende Bemerkung involvirt die andre, dass zwei in der- 
selben Geraden wirkende Kräfte von gleicher Intensität aber ent- 
gegengesetzter Richtung zusammen äquivalent Null sind. Ein 
Kraftsystem wird also nicht geändert, wenn zwei solche Kräfte 
ihm hinzugefügt werden. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, in dem zwei in einer 
Ebene liegende übrigens beliebig gerichtete Kräfte an einem starren 
System angreifen. 

Die Angrifispunkte beider Kräfte können in den Schnittpunkt 
O der Richtungslinien der Kräfte verlegt werden. Im Punkte O 
bildet man dann die Resultante von k, und k,, d.i. die geome- 
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Fig. 7. trische Summe 
Q OR =k Fk, = k. 
AA Den Angriffspunkt dieser Resul- 
X P \ tante kann man dann wieder ver- 
\ legen in den Schnittpunkt der 


Richtung OR mit der Verbindungs- 
linie der Angriffspunkte der gege- 
benen Kräfte. 

Richtung, Grösse und Angriffs- 
punkt der Resultante zweier an 
den Endpunkten einer Strecke 
angreifender Kräfte sind demnach 
vollständig bestimmt. Bezeichnen 
wir noch durch œ den Winkel 
(k, k), durch 3 den Winkel (k, %,), durch p das Loth CM und 
durch g das Loth CN, so ist 


sing k, sing p 


ee 
woraus 

eh =g.k, 
Das Produkt der Intensität einer Kraft in dem senkrechten Ab- 
stand der Richtung der Kraft von einem Punkte heisst das Moment 
der Kraft in Bezug auf diesen Punkt. 

Die letzte Gleichung, welche die Gleichheit der Momente der 
Kräfte $, k, in Bezug auf den Angriffspunkt ihrer Resultante aus- 
drückt, ist das sogenannte Hebelgesetz. 

Man leitet aus dem eben erhaltenen Resultat leicht dasjenige 
für den Fall ab, dass die Richtungen von 4, und 4, parallel sind. 
Die geometrische Summe %,+%, geht dann über in die algebraische 
Summe %k,—+-4,, wodurch die Grösse der Resultanten gegeben ist; 
die Richtung derselben ist parallel der Richtung der Componenten, 
und der Angriffispunkt der Resultanten bestimmt sich durch eine 
leichte Construction wieder mittelst der Gleichung 


p-k, EI qik") 


*) Die Strecke AB theilt die Ebene, in der die Kraftrichtungen liegen, 
in zwei Felder. Liegen die Kraftrichtungen in einem und demselben Felde, 
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Es ist wichtig zu bemerken, dass die Lage des Punktes C auf der 
Strecke AB unabhängig ist von dem Winkel, den die Richtung 
der Kräfte mit der Strecke AB macht. 

Sind die beiden parallelen Kräfte gleich und gleich gerichtet 
(geometrisch gleich), so geht die Resultante durch den Mittelpunkt 
der Strecke AB und ist also gleich 24, wenn jede der gegebenen 
Kräfte gleich k war. Waren aber die Kräfte entgegengesetzt gleich, 
so rückt der Angriffispunkt ihrer Resultante in den unendlich 
fernen Punkt der Geraden AB (nämlich in den zum Mittelpunkt 
von AB harmonisch conjugirten Punktes) und die Intensität der 
Resultanten verschwindet. 

Eine solebe Kraftverbindung, die Kräftepaar heisst, ist also 
keiner endlichen Einzelkraft äquivalent. Sie ist aber auch keines- 
wegs etwa der Null äquivalent, da zwei gleiche entgegengesetzte 
Kräfte nur dann äquivalent sind, wenn sie in einer Geraden wirken. 

Es ergiebt sich somit die Nothwendigkeit, das Kräftepaar als 
ein besonderes neues Element in die Theorie der Kräfte einzuführen. 
Dies ist zuerst von Poinsot geschehen (1804) und die eminente 
Fruchtbarkeit dieser Einführung hat sich in den verschiedenen Schrif- 
ten Poinsot’s, vornehmlich in der „Theorie nouvelle de la rotation 
des corps“, gezeigt; ganz besonders aber tritt der Werth derselben 
in Poinsot’s „Theorie de la precession des équinoxes“ hervor, die 
unter die schönsten Arbeiten dieses grossen Geometers zu rechnen ist. 

Für die Kräftepaare gelten dieselben Sätze, wie für die oben 
behandelten Rotationspaare. Allein dies muss besonders bewiesen 
werden, da die Gültigkeit dieser Sätze hier nicht so geradezu auf 
der Hand liegt, wie es bei den Rotationspaaren der Fall war. Die 
das Paar bildenden Kräfte heissen die Seitenkräfte desselben; der 
senkrechte Abstand der Richtungslinien der Kräfte der Arm des 
Paares und das Produkt aus diesem Arm in den Absolutwerth der 
Seitenkräfte das Moment des Paares. Die Seitenkräfte eines Paares 
bezeichnen wir stets mit 4, den Arm desselben mit p, welche 
Grössen, wenn mehrere Paare betrachtet, zur Unterscheidung mit 


so liegt der Punkt C zwischen den Punkten A und B, im andern Falle liegt 
C ausserhalb der Strecke AB auf der dieselbe tragenden Geraden. Be- 
zeichnen wir diesen letzten Punkt mit C’, sind ABCC' vier harmonische 
Punkte.’ 
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Fig. 8. Indiees versehen werden. Die 
/ Richtungslinien der Seitenkräfte 
schneiden aus der Ebene einen 
, Streifen aus, dessen Grenzlinien 
/ / sie sind. Da jede der Seiten- 
I i kräfte sich selbst äquivalent 
k SG / bleibt, wenn sie in ihrer Rich- 
> tung verschoben wird, so ist 
ohne weiteres einzusehen, dass 
/ / ein jedes Paar auf seinem 
J Streifen beliebig verschoben 
werden darf und dabei doch 
ti stets sich selbst äquivalent 
E Ep bleibt. Es ist noch nothwen- 
dig den Sinn eines Kräfte- 

paares zu bestimmen. 
Man denke sich die Verbin- 
dungslinie der Angriffspunkte 
der Seitenkräfte als Abscissenaxe; gelangt man dann vom Angriffs- 
punkt der positiven Seitenkraft zu demjenigen der negativen Seiten- 
kraft, indem man in der Richtung der positiven Abscissen vorwärts- 
schreitet, so wollen wir den Sinn des Paares positiv nennen; im 

entgegengesetzten Falle negativ. 

Da man nun jedes Paar auf seinem Streifen so verschieben 
kann, dass die Verbindungslinien der Angriffspunkte seiner Seiten- 
kräfte einer gegebenen Richtung parallel wird, so wird man in 


jedem Falle leicht beurtheilen können, ob zwei in derselben oder 
. 3 


in parallelen Ebenen liegende Paare gleichen Sinn haben oder nicht, 

Wir wenden uns nun zu einer kurzen Darstellung der Sätze 
über die Aequivalenz der Paare, wobei wir von dem Grundsatz 
Gebrauch machen, dass zwei Paare P und P’ einander äquivalent 
sein werden, wenn das Paar P in Verbindung mit dem Paar —/’' 
äquivalent Null ist. Dabei ist unter dem Paar —P’ ein Paar 
verstanden, welches mit dem Paar P' auf demselben Streifen liegt, 
also gleichen Arm und gleich grosse Seitenkräfte hat, aber ent- 
gegengesetzten Sinnes ist, wo sofort offenbar ist, dass P' und — 7’ 
zusammen äquivalent Null sind. 
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Wir betrachten zunächst zwei Fig. 
Paare von gleichem Sinne, glei- M 
chen Seitenkräften und gleichen er ; 
parallel liegenden Armen in der- A 
selben oder in parallelen Ebenen. 

Und zwar mögen der Einfach- 

| 


heit wegen die Paare auf ihren m 
Streifen so verschoben werden, | 
dass die Angriffspunkte der Sei- | 
tenkräfte in die Endpunkte der BER 
Arme fallen. Sodann kehre man | 
den Sinn des Paares (k', —k') | 
um, so wird das Paar (b'n", a'm" | 
in Verbindung mit dem Paare n 
(a'm', b'n') oder (k', —k') äqui- N 
valent Null sein. Man ziehe nun 
die Geraden ab' und ba', die einander in ihrem Schnittpunkt © 
halbiren. Bildet man dann die Resultante der geometrisch gleichen 
Kräfte am, b'n'' und die Resultante der geometrischen gleichen 
Kräfte bn und a'm"; so liegen diese Resultanten OM, ON auf der 
durch den Punkt O gezogenen Parallelen zu den Richtungslinien 
der Seitenkräfte der gegebenen Paare und es ist 

ON+ OM = 0, 
d. h. das Paar (am, bn) in Verbindung mit dem Paare (b'n", a'm") 
ist äquivalent Null. Mit Benutzung des angegebenen Grundsatzes 
folgt somit: 

„Zwei Paare von gleichem Sinne, gleichen Seitenkräften und 
gleichen parallelen Armen in derselben oder in parallelen Ebenen 
sind einander äquivalent.“ 

Ein jedes Paar kann daher in seiner Ebene beliebigen Parallel- 
verschiebungen unterworfen und auch parallel zu sich selber in 
eine parallele Ebene verlegt werden, ohne dass seine Bedeutung sich 
ändert. 

Nehmen wir nun zwei Paare an, die ebenfalls gleichen Sinn, 
gleiche Seitenkräfte und gleiche Arme haben, deren Arme aber 
nicht parallel liegen. Die Streifen dieses Paares werden sich in 
einem Rhombus durchschneiden. Man kehre wieder den Sinn des 
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Fig. 10. einen Paares um, und ver- 
lege die Angriffispunkte der 
| / Seitenkräfte des ersten un- 


geänderten Paares und des 
umgekehrten zweiten Paares 
in die Endpunkte einer der 
Diagonalen des Rhombus. 
Bildet man dann an jedem 
dieser. beiden Punkte die Re- 
sultante der dort wirkenden 
Kräfte, so liegen beide Re- 
sultanten auf der die Diago- 
nale tragenden Geraden und 
ihre Intenstiäten sind ent- 
gegengesetzt gleich, d. h. sie 
sind zusammen äquivalent 
Null. 

Man schliesst analog wie 
oben hieraus den Satz: 

„Zwei in einer Ebene be- 
liebig zu einander liegende 
Paare, von gleichem Sinne, 
gleicher Grösse der Seitenkräfte und gleichen Armen sind ein- 
ander äquivalent; welcher Satz unter Berücksichtigung des vorigen 
auch gilt für zwei solcher Paare, die in parallelen Ebenen liegen.“ 

Betrachten wir endlich zwei in derselben oder parallelen Ebenen 
liegende Paare von gleichem Sinne und gleichen Momenten. Für 
diese Paare haben wir also die Bedingung 


eh, 


Die Paare werden im allgemeinen nicht so liegen, dass ihre Arme 
parallel sind, können aber auf Grund obiger Sätze in eine solche 
Lage gebracht werden. 

Nehmen wir an dies sei geschehen, kehren dann den Sinn des 
einen Paares, etwa von (4', —k') um, und ziehen die Geraden «ab' 
und ba', so werden diese sich auch in dem Falle, dass die Paare 
in parallelen Ebenen liegen in einem Punkte © schneiden, da 
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nämlich bei dieser Lage der Paare Fig. 11. 
(a, b, a', b) immer vier Punkte 
einer Ebene sind. Für diesen 
Punkt O gelten die Gleichungen 
RR Ob' p' 
ae Be aE 


während 


der Punkt O ist also der Angriffs- 
punkt der Resultanten der beiden 
gleich gerichteten Parallelkräfte n 
bn, a'm” sowohl als auch der An- 
griffspunkte der Resultanten der beiden gleich gerichteten Parallel- 
kräfte am, b'n'. Diese beiden Resultanten liegen auf der durch 
Null gezogenen Parallelen zu der Richtung der Kräfte. Sie haben 
gleiche Intensität und sind entgegengesetzt gerichtet; sind also zu- 
sammen äquivalent. Daraus ist zu schliessen, dass wir alle bis- 
herigen Ergebnisse zusammenfassen können in dem Satze: 

„Zwei Paare in derselben oder in parallelen Ebenen, die 
gleichen Sinn und gleiches Moment besitzen, sind einander äqui- 


valent.“ 

Dies ist der wichtigste Satz aus der Theorie der Kräftepaare. 
Auf ihn stützt sich die Lehre von der Zusammensetzung von be- 
liebig zu einander liegenden Paaren. Liegen zunächst in einer 
Ebene eine Reihe von Paaren vor, von denen n Paare positiven 
und m Paare negativen Sinn haben, so transformire man jedes 
dieser Paare in ein solches, dessen Arm gleich der Längeneinheit 
ist. Die Länge der Seitenkraft stellt dann zugleich die Grösse des 
Momentes dar. Nun schiebe man alle Paare auf einen Streifen 
(von der Breite 1) zusammen. Die n Paare positiven Sinnes setzen 
sich dann zusammen zu einem einzigen Paare (vom Arme 1), dessen 
Seitenkräfte gleich der Summe der Seitenkräfte jener n Paare ist; 
oder wie wir hier auch sagen können, dessen Moment N gleich der 
Summe der Momente jener ist. Der Sinn dieses Paares ist eben- 
falls positiv. Analog setzen sich die m Paare negativen Sinnes 
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zusammen zu einem Paar von negativem Sinn, dessen Moment M 
gleich der Summe der Momente jener m Paare ist. Die beiden so 
erhaltenen Paare haben also beide den Arm 1, und ihre Seiten- 
kräfte sind resp. N und M. Sie setzen sich zu einem Paar von 
demselben Arm und der Seitenläinge N— M zusammen. Der Sinn 
dieses resultirenden Paares ist positiv oder negativ, je nachdem 
(N—M)>0 ist. Daraus folgt zunächst, dass wir das Moment 
eines Paares von negativem Sinn als eine negative Grösse betrachten 
können und hiermit weiter: 

„Eine Reihe von beliebig in einer Ebene liegenden Paare setzt 
sich zusammen in ein einziges Paar, dessen Moment gleich der 
algebraischen Summe der Momente aller gegebenen Paare ist und 
dessen Sinn mit dem Vorzeichen dieser Summe übereinstimmt.“ 

Der Satz gilt nach früheren auch für Paare in parallelen 
Ebenen. 

Betrachten wir nun zwei Paare, die in zwei nicht parallelen 
Ebenen liegen. Wir transformiren wieder jedes Paar in ein solches 
mit dem Arme 1 und verschieben die transformirten Paare in ihren 
resp. Ebenen so, dass die Arme in der Schnittlinie beider Ebenen 
zur Deckung kommen. 

Die in dem Endpunkte A des 
Armes wirkenden Kräfte k und 4’ setzen 
sich zu einer einzigen Æ zusammen, 
und die in dem anderen Endpunkt B 
wirkenden Kräfte —k und —4' haben 
zu Resultanten eine Kraft —XÄ, die 
der vorigen entgegengesetzt gleich ist 
und mit ihr in einer Ebene liegt, 
nämlich in der durch die Kante AB 
gehenden Diagonalebene des aus den 
Kanten 4, X und AB gebildeten Pa- 
rallelepipedes. 

K und — K bilden also ein Paar 
am Arme AB in der genannten Ebene. 
Daher: 

„Zwei Paare in nicht parallelen Ebenen setzen sich zusammen 
zu einem Paare, dessen Ebene zur Schnittlinie derer der gegebenen 


Fig. 12. 
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Paare parallel und dessen Moment gleich der geometrischen Summe 
der Momente der gegebenen Paare ist.“ 

Diese Zusammensetzung ist also ganz analog derjenigen zweier 
in einem Punkte wirkender Kräfte. Und es ist leicht zu sehen, 
dass überhaupt Paare sich zusammensetzen wie Kräfte die an einem 
Punkt wirken; denn man wird diese Zusammensetzung immer 
durch successive Zusammensetzung zweier Paare bewirken können. 
Insbesondere wird man sich davon überzeugen, dass die Reihen- 
folge, in der man die Paare zusammensetzt ohne Einfluss auf das 
Resultat der Zusammensetzung ist. Indessen ist dieser Nachweis 
einfach genug zu führen, um dem Leser überlassen bleiben zu 
können. Bemerkt sei nöch, dass die Zusammensetzung der Paare 
auch aufgefasst werden kann als geometrische Addition von Flächen- 
theilen, bei der bekanntlich die Reihenfolge der Summanden willkür- 
lich ist. Man sehe hierüber in erster Linie Grassmann’s lineale 
Ausdehnungslehre von 1862 Art. 234 nach, sowie auch die im 
Literaturnachweis angegebenen Schriften von Moebius und 
Chelini. 

Man erleichtert sich die Anschauung betr. die Zusammen- 
setzung der Paare sehr durch die Einführung des „Axenmoments 
eines Kräftepaares“. Errichtet man auf der Ebene eines Paares 
ein Loth (Axe) und trägt von dem Fusspunkt dieses Lothes aus 
eine Strecke auf derselben ab, die gleich dem Momente des Paares 
ist, so heisst diese Strecke das Axenmoment des Paares. Dieses 
Axenmoment wird auf dem nördlichen Theil der Axe gezählt, wenn 
das Paar positiven Sinn hat, auf der südlichen, wenn das Paar 
negativen Sinn hat. 

Das Axenmoment kann beliebigen Parallelverschiebungen im 
Raum unterworfen werden. 

Die allgemeine Zusammensetzung der Paare wird geleistet 
durch die geometrische Addition der Axenmomente: die geome- 
trische Summe einer Reihe von Axenmomenten ist das Axen- 
moment eines Paares, welches in einer zu ihr perpendikularen 
Ebene liegt. i 

Durch die Einführung des Axenmomentes ist eine völlige 
Analogie in der Vorstellung vom Kräftepaar mit der vom Rotations- 
paar hergestellt worden, und die obigen Sätze haben die formale 
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Uebereinstimmung der Lehren von dem Kräftepaar mit denjenigen 
von dem Rotationspaar ergeben. 

Der Grund hiervon ist leicht einzusehen. Das geometrische 
Bild der Rotation sowohl, wie das der Kraft war uns durch die 
Strecke gegeben. Und sowohl die die Rotation darstellende Strecke, 
wie die die Kraft darstellende Strecke durften ohne Bedeutungs- 
(Wirkungs-)Aenderung in ihrer Richtung beliebig verschoben werden. 

Diese mit einer besonderen nicht-geometrischen Bedeutung 
versehenen Strecken erfüllen also in beiden Fällen die allgemeine 
geometrische Grundvoraussetzung, dass eine Strecke ohne Bedeu- 
tungsänderung in jener Weise verschoben werden darf. Hiermit 
ist aber die Berechtigung und die Nothwendigkeit gegeben, nicht 
nur die Einzelkraft und die Einzelrotation wie eine Einzelstrecke, 
sondern auch das Kraftsystem und das Rotationssystem wie ein 
Streckensystem anzusehen und zu behandeln. 

Es handelt sich somit bei der Theorie des Kräftesystems und 
der des Rotationssystems um zwei nur verbal verschiedene Aus- 
legungen desselben Grundgebilde.. Wir werden darauf zurückzu- 
kommen haben. 

Indem auf Grund des obigen der Beweis dem Leser überlassen 
bleibt, stellen wir noch den Satz auf: 

„Wenn auf ein starres System beliebig viele, beliebig gerich- 
tete Kräfte wirken (also ein Kräftesystem), so lassen sich diese 
stets zusammensetzen zu einer Einzelkraft und einem Paare.“ 

Dieses Paar kann zerlegt werden in zwei andere, deren ersteres 
in einer Ebene liegt, die senkrecht auf der Richtung der Einzel- 
kraft steht, während das zweite in eine Ebene mit der Einzelkraft 
fällt. Durch letzteres wird aber nichts weiter bewirkt, als dass der 
Angriffspunkt der Einzelkraft, ohne dass diese ihre Grösse oder 
Richtung ändere, verschoben wird. 

Das Kräftesystem ist daher zurückgeführt auf eine Einzelkraft 
und ein Paar, dessen Ebene senkrecht steht auf der Richtung der 
Einzelkraft. 

Man beweist leicht, wie in dem analogen Fall bei dem Rota- 
tionssysteme, dass diese Reduktion eines Kräftesystems auf die ca- 
nonische Form eindeutig ist. 

Die Gerade, welche bei der canonischen Form Träger der die 
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Resultante darstellenden Strecke ist. heisst nach Poinsot „Central- 
axe des Kräftesystems“. 

Es ist in Hinsicht auf das folgende Kapitel wünschenswerth, 
diese Reduktion analytisch darstellen zu können. Wir wollen uns 
zu diesem Zwecke der sehr eleganten und einfachen Methode be- 
dienen, welche Herr Schell in seiner „Theorie der Bewegung und 
der Kräfte“ (Band I pag. 53) angegeben hat. 

Es soll also zunächst die Reduktion eines Kräftesystems für 
einen beliebigen Punkt © analytisch dargestellt werden. 

Wir nehmen zu diesem Zwecke den Punkt O zum Anfangs- 
punkt rechtwinkliger Raumcoordinaten und verlegen die gegebenen 
Kräfte P parallel zu sich nach diesem Punkte, indem wir daselbst 
zu jeder Kraft ihre entgegengesetzt gleiche anbringen. Das gege- 
bene Kräftesystem ist dann, wie oben, ersetzt durch die im Punkte O 
angreifenden Kräfte P und die Paare, die aus den ursprünglich 
gegebenen Kräften und‘ den im Punkte O angebrachten ihnen resp. 
entgegengesetzt gleichen gebildet werden. 

Betrachten wir die erstere Gruppe und zerlegen jede einzelne 
im Punkte O angebrachte Kraft P nach den drei Coordinatenaxen, 
nennen X, Y, Z die resp. Componenten, so ist die Resultante Æ 
dieser Kräfte ihrer Grösse nach bestimmt durch 

R = 4’+B’+0?, 
wenn 
dar Pen Ce 
und die Richtung von R ist gegeben durch die Cosinus 
co8(R, 2) = 2 ME E E 2 cos(R, 2) = En 

Um nun auch das resultirende Paar der Reduktion zu finden, 
betrachten wir eines der componirenden Paare. Dieses möge ge- 
bildet werden aus der im Punkte (wyz) angreifenden Kraft +P 
und der im Punkte O angebrachten Kraft — P. Das Loth vom 
Punkte O aus auf die Richtung von + P heisse p, sodass also Pp 
das Axenmoment des Paares (P,—P) ist. Dieses Axenmoment 
tragen wir senkrecht zur Ebene seines Paares, dessen Sinn ent- 
sprechend, im Punkte O auf und nennen «, f, y seine Richtungs- 
cosinus. : 
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us 
b9 


Dasselbe steht also auf der Richtung von P und auf der Ge- 
raden » vom Punkte O nach dem Angriffspunkte von P senkrecht. 


AAEN A ES i 
Die Richtungscosinus von P sind $ y 5 Br die von r sind 
Z, E, = » Somit bestehen die Gleichungen 
za+ yp + 2y = 0, 
Xa+Yß+ Zy = 0, 
woraus 
A ELA ARE AE. 
| y2 | zæ ET 9’ 
YZ [XY] 
x 2 
la A +24 


= (£y +2 (X+ Y’ -+Z — (eX ty Y+ 

E A a O DD = r’ E N A) 
Es ist aber 

rsin(r, P)=p 
und somit 
g= Ep, 

daraus ergiebt sich, dass das Paar (P, —P) zerlegt wird in drei 
andre, deren Axenmomente den Coordinatenaxen parallel sind und 
die Werthe haben 


z 2 | æy | 
P Ir Y | > = zu | P z | 3 
pa YZ|’ Pp = IZX| , í; ıxY| 
Das resultirende Axenmoment @ ist die geometrische Summe der 
Axenmomente der Paare des Systems; seine Componenten L, M, N 
längs der Coordinatenaxen sind daher die algebraischen Summen 
SPpa, ZPpß, 3Ppy oder 
y 


p Na} 


Lh=2 


2% | 
El 3 xl 
Bezeichnen wir noch mit w den Winkel (R, @), so ist die Re- 


duktion eines Kräftesystems analytisch dargestellt durch die Glei- 
chungen 
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R = A+B, @ = HMHN’, 


des 12302-.49 a = Be Aa s 
B=SYy, M=3@X-z2) cRy) = = cos(@, y) = a 
~ C K N 
O S . N= AG Y mA) coalh,2)= R’ Cos CaN © 


R@Geosw = AL+BM+CN. 


Will man die Reduktion des Systems für einen anderen Punkt 
O'(a',y',2') finden, so erhält man diese aus den obigen Formeln 
durch eine einfache Coordinatentransformation, indem an Stelle von 
xyz die Grössen @«—#', y—y', 2—z' treten. 

Auf die Bildung von R übt diese Transformation keinen Ein- 
fluss aus, nur die Componenten des resultirenden Axenmoments 
ändern sich. An die Stelle von Z tritt 


REN AR. u le stag N) E 
Z Ai IXY Z| 

en et | 

=L— po. 


und analog erhält man die neuen Componenten M', N. 
Dabei ergiebt sich unter Rücksicht auf einen elementaren De- 
terminantensatz 
AL'+BM'+CN' = AL+BM+ CN; 
d.h. R@'cosw' = RG cos y. 
Sei nun O'(«',y',2') ein Punkt der Centralaxe; @' das zugehörige 
Axenmoment und 4’, w', v' dessen Richtungscosinus, so ist also 
t | 
CA 
Ge MI—N”, 
4 u' y' 1 ; 


EWO N O und A = g; w =f, ei 


RK RL A RA 7 A MOR pey 
D = L pa M' = M: Ay N AB 


wenn «, 8, y die Richtungscosinus von R sind. 


Se 


Ball, Mechanik, 
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Aus den beiden letzten Gleichungsreihen folgt 
L E M' 3 N' 
APA e 9 Pi 
welche Doppelproportion ersetzt werden kann durch je zwei der 
Gleichungen 
Kae 1, 2 N'L' L'M' 
PERED: AA AB 
Die erste dieser Gleichungen geht nun mit Rücksicht auf die oben 
angegebenen Ausdrücke der in ihr enthaltenen Grössen über in 


= 0, O, 


z'a) 


CA| pa 


AR 
20 C 


oder 


(B’+C*)a'— A(By' + C2') = 


Wird hier die Grösse A?=' addirt und subtrahirt, und führt man 
dieselben Rechnungen bei den andern beiden Gleichungen durch, 
so erhält man 


R’: RR a 
(a) R’y'— B(Aa’+ By’ +02) = ps ne, 
AB! 
LN EN A ' r wf RN 
R’ — CA +By+C)=|7y 


Je zwei dieser Gleichungen stellen für «', y', 2’ als laufende Coor- 


dinaten die Gleichungen der Centralaxe dar. Legen wir nun durch 
den Anfangspunkt der Coordinate O eine Ebene senkrecht zur Cen- 
tralaxe, so ist deren Gleichung 

(b) Ax+By+(z = 0. 
Sind &, 4, die Coordinaten der Schnittpunkte dieser Ebene mit 


der Centralaxe, so erhält man aus (a) und (b) 


a Gaa Pe: 
Œ B =| uN)’ ATAL EIEN 


und die Verbindung von (a) und (c) giebt die Gleichung der Cen- 
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tralaxe in der üblichen Form 


a BR a E s 


A ore. 
wo die Accente an den laufenden Coordinaten weggelassen sind 
und wo 
Ax+ By+ Cz 
R 

die Strecke der Centralaxe vom Punkte (£, y, ¢) bis zum Punkte 
(x, y,2) bedeutet. 

Die Elemente der canonischen Form eines Kräftesystems sind 
somit auch analytisch dargestellt. Noch ist zu bemerken, dass hier 
der Winkel 


v—(R@)=0, 
R@' = AL'+BM'+CN' = AL+BM-+CN. 
Da nun sowohl 
R@G cos = const., 


also auch R für alle Reduktionen denselben Werth behält, so sieht 
man, dass das Axenmoment der canonischen Form das kleinste ist 
für alle mögliche Reduktionen des Kräftesystems. 

Die Bedingungen für die Aequivalenz des Kräftesystems mit 
Null drücken sich, da R’ und G°? Quadratsummen sind, durch die 
folgenden Gleichungen analytisch aus: 

41=6; L=0, 

Bza N M= 0, 

C N==0, 
Man sieht dann, dass „Gleichgewicht der Kräfte“ herrscht, und 
hat früher diesen speciellen Fall gesondert behandelt und als 
Statik bezeichnet, der man die Theorie aller derjenigen Fälle, 
in denen alle oder wenigstens eine der obigen 6 Grössen von Null 
verschieden ist, als Dynamik gegenüberstellte; die gleichzeitig im 
uneigentlichen Sinne zu der Bedeutung Bewegungslehre gelangt ist. 

Diese Gegenüberstellung hat man jetzt mit Recht aufgegeben, 
da sie durchaus unlogisch gewesen ist. Dagegen hat sich seit 


Ampere und namentlich unter dem Einfluss der Arbeit von 
BE 
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Poinsot und Chasles eine andere Eintheilung der Mechanik her- 
ausgebildet. 

Man beginnt jetzt in den grossen systematischen Lehrbüchern 
(Schell, Somoff u. A.) mit der rein geometrischen Betrachtung 
der Bewegungsvorgänge. Dabei wird denn auch das Bewegte nur 
geometrisch aufgefasst. 

Die bezüglichen Theorien werden unter dem Namen Kine- 
matik zusammengefasst, der ausdrückt, dass hier die Bewegung 
nur als Zustand betrachtet wird. 

Man kann die Kinematik als eine, durch Einführung der Zeit 
veranlasste Erweiterung der Geometrie bezeichnen. Sie hängt auch 
aufs innigste mit der Theorie der geometrischen Verwandtschaften 
zusammen, derart, dass ein Fortschritt auf dem einen Gebiet auch 
immer dem andern zu gute kommt. Man vergleiche hiezu insbe- 
sondere die im Literaturnachweis angeführten Arbeiten des Herrn 
Mannheim sowie dessen Geometrie descriptive, Paris 1880. 

Geht man nun in der theoretischen Mechanik einen Schritt 
weiter in der Annäherung an die Wirklichkeit, indem man den 
Begriff der Masse einführt, so entsteht damit auch die Frage nach 
den Ursachen der Bewegung, wir kommen also zu der Betrachtung 
der Kräfte. Es schliesst sich somit naturgemäss an die Kinematik 
an die Theorie der Kräfte und ihrer Aequivalenz oder die Dyna- 
mik im eigentlichen Sinne des Wortes. In dieser ist als specieller 
Fall die Statik enthalten. 

Endlich folgt dann die Betrachtung der Bewegung mit Rück- 
sicht auf die wirkenden Kräfte oder die Kinetik. 

Das vorliegende Buch wird indessen von dieser systematischen 
Gliederung keinen Gebrauch machen, da in den vorgetragenen 
Theorien kinematische und dynamische Sätze aufs engste mit ein- 


ander verbunden sind. 


$ 5: 

In diesem Paragraphen möge kurz an den wichtigen Begriff 
der Arbeit einer Kraft erinnert werden. Unter „Arbeit einer Kraft 
in Bezug auf eine Elementarverschiebung ihres Angriffspunktes“ ver- 
steht man das Produkt aus der Grösse der Verschiebung in die 
Projektion der Kraftintensität auf die Richtung dieser Verschiebung. 
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Macht also die Kraft X den Winkel 9 mit der Richtung des 
von ihrem Angriffispunkte beschriebenen Elementarweges, so ist die 
bezügliche Elementararbeit der Kraft 


dA = K.cosgy.ds. 


Diese Arbeit ist positiv oder negativ je nach dem Zeichen vor 
eosg, und sie wird Null, wenn die Richtung der Kraft senkrecht 
steht auf ds. 

Aus der Theorie der Zusammensetzung der an einem Punkt 
angreifenden Kräfte zieht man leicht den Satz: 

„Die Arbeit der Resultante der an einem Punkt angreifenden 
Kräfte ist gleich der Summe der Arbeiten der Componenten.“ 

Sind also X, Y, Z die Componenten einer Kraft R nach drei 
rechtwinkligen Axen im Raum, so ist die Arbeit der Kraft in Be- 
zug auf die Verschiebung ds des Angriffispunktes 

dAr = Ädscos(z, ds)+ Ydscos(y, ds)+ Zdscos(2, ds), 
aber 

dscos(z, ds) = dz, dscos(y, ds) = dy, dscos(z, ds) = dz, 


daher 
dARr = Xda+ Ydy + Zdz 


der aus der analytischen Mechanik bekannte Ausdruck. 

Ganz analog haben wir den Satz: 

„Ist die Verschiebung ds des Angrifispunktes einer Kraft die 
Resultante einer Reihe von Verschiebungen, so ist die Arbeit der 
Kraft in Bezug auf ds gleich der Summe der Arbeiten dieser Kraft 
in Bezug auf die compinirenden Bewegungen.“ 

Betrachten wir noch den besonderen Fall, dass die Verschie- 
bung des Angriflspunktes einer Kraft X in einer Rotation um eine 
feste Axe besteht. Der Winkel, den die Kraftrichtung mit dieser 
Axe macht, sei w. Wir zerlegen K in zwei Kräfte, deren eine der 
Rotationsaxe parallel ist, während die andere in einer durch den 
Angriffspunkt gehenden, zur Axe senkrechten Ebene liegt. Die 
erstgenannte Componente steht auf der Verschiebung senkrecht, 
leistet also in Bezug auf dieselbe keine Arbeit. Die zweite Com- 
ponente nennen wir P. Die Entfernung des Angriffspunktes von 
K von der Rotationsaxe möge r sein; dann ist die Verschiebung 
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dieses Punktes 
ds = rde, 
wenn dæ die elementare Rotationsamplitude bezeichnet. Dabei 


steht ds senkrecht auf r. Die Arbeit von P in Bezug auf ds ist 
nun wieder 
dA = Pecos(P, ds) ds = Pcosy.rda. 
Aber 
(P, ds)+(ds, r)+(r, P) = 180°, (ds, r) = 90°, 
folglich 
recos = p; 
wenn p den senkrechten Abstand der Rotationsaxe von P bedeutet, 
oder also die kürzeste Distanz zwischen X und der Rotationsaxe. 

Die Arbeit von K in Bezug auf die vorliegende Rotation ist 

also 
dA = Ksin w.p.de. 
Die Grösse Ksiny.p wird als das Moment der Kraft K in Bezug 
auf die Rotationsaxe bezeichnet. 

Betrachten wir nun ein starres System, so ist sofort klar, dass 
in Bezug auf Translation ein an dem System wirkendes Kräftepaar 
keine Arbeit leistet, indem die Arbeiten der Seitenkräfte einander 
entgegengesetzt gleich sind. 

Untersuchen wir, ob und welche Arbeit ein Paar (K, —K) 
leistet in Bezug auf eine einem starren System ertheilte Rotation 
da um eine feste Axe. Dabei kann nach § 4 die Lage des Paares 
immer so angenommen werden, dass sein Arm senkrecht auf der 
Rotationsaxe steht. Wir zerlegen das gegebene Paar in zwei an- 
dere, deren eines in einer zur Rotationsaxe parallelen Ebene wirkt, 
das also keine Arbeit leistet in Bezug auf da; während das zweite ` 
componirende Paar in einer zur genannten Axe senkrechten Ebene 
liegt. Dieses Paar besteht also aus den Seitenkräften 


P = Ksiny, —P = —Ksin y, 


wenn wir uns in den Bezeichnungen an das obige anschliessen. 
Nun möge P um die Strecke æ, und — P um die Strecke (æ — k) 
von der Rotationsaxe abstehen, wo & den Arm des gegebenen 
Paares bedeutet. Dann ist nach obigem die Arbeit des Paares ge- 
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geben durch 
dA = Ksin w.eda— Ksinv.(«—k)de, 
dA = Kksin Yde. 
Ist das Axenmoment des Paares parallel der Rotationsaxe, so ist 
v— W”, also 
dA = Kk.de. 
Das wesentliche Maass der Arbeit eines Kräftepaares ist sein 
Moment. 

Da sowohl Kräftepaare, als auch Rotationen hinsichtlich ihrer 
Zusammensetzung denselben Gesetzen folgen, wie Einzelkräfte, so 
schliessen wir die den oben gegebenen analogen Sätze: 

„Ist ein Kräftepaar aus mehreren anderen zusammengesetzt, 
so ist seine Arbeit in Bezug auf eine Rotation gleich der Summe 
der Arbeiten der Componenten in Bezug auf diese Rotation.“ 

„Ist eine Rotation die Resultante mehrerer anderer Rotationen 
um sich schneidende Axen, so ist die Arbeit eines Kräftepaares in 
Bezug auf die resultirende Rotation gleich der Summe der Arbeiten 
des Paares in Bezug auf die componirenden Rotationen.“ 


$ 6. 

Mit der Kenntniss des Begriffs der Arbeit lässt sich auch ein 
allgemeines Princip der Mechanik, auf welches Lagrange seine 
Mecanique analytique aufgebaut hat, leicht formuliren. 

Wenn nämlich die an einem starren Punktsysteme angreifen- 
den Kräfte für keine der für ihre Angriffspunkte möglichen Ver- 
schiebungen Arbeit leisten, so bleibt offenbar das System in Ruhe, 
oder die Kräfte stehen im Gleichgewicht. 

Dies ist das Princip der virtuellen Verschiebungen oder 
virtuellen Geschwindigkeiten. Seinen analytischen Ausdruck 
findet man nach obigem leicht: 

S(Xödc-+ Yöy+ Zi) = 0, 
wo durch das Variationszeichen d virtuelle Verschiebungen be- 
zeichnet sind; also solche, die überhaupt mit den geometrischen 
Bedingungen des Punktsystems vereinbar sind. Für eine wirklich 
eintretende, actuelle, Verschiebung bleibt das Zeichen d vorbe- 
halten. 
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Das Princip der virtuellen Verschiebungen ist durch d’Alem- 
bert auch zur Grundlage der Kinetik gemacht worden durch die 
Betrachtung der sogenannten „verloren gegangenen“ Kräfte. Den- 
ken wir uns ein starres System bestehend aus den Punkten 
m, m', m" etc., wo die m auch gleichzeitig die Massen der betr. 
Punkte bedeuten sollen. An diesen Punkten mögen nun resp. die 
Kräfte P, P', P" ete. angreifen. Es ist nun klar, dass irgend ein 
beliebiger dieser Punkte, etwa m, sich, wegen seiner starren Ver- 
bindung mit allen anderen Systempunkten, unter dem Einfluss der 
Kraft P jetzt anders bewegen wird, als wenn er frei wäre und 
diese Kraft wirkte auf ihn, Insbesondere wird seine wirkliche Be- 
schleunigung nach Richtung und Grösse verschieden sein von der, 
die er als freier Punkt unter dem Einfluss von P annehmen würde. 
Und es kommt also nur die in die Richtung der wirklichen Be- 
schleunigung fallende Componente zur Wirkung, während die an- 
dere Componente durch die Verbindungen der Systempunkte com- 
pensirt wird, also in der That für die Bewegung verloren geht. 

Denken wir uns sowohl die wirkliche Bewegung von m, als 
auch diejenige, die es unter dem Einflusse von P annähme, wenn 
es frei wäre, nach drei rechtwinkligen Axen im Raume zerlegt. 
Die Componenten von P nach diesen Axen seien resp. X, Y, Z, 
also die entsprechenden Componenten der Beschleunigung, die der 


A t 1 1 er N 
Punkt m als freier Punkt annähme — X, — Y, —Z. Die Com- 
m m’ m 


AE i dæ 
ponenten der wirklichen Beschleunigung von m sind resp. PrE 


O R 2 
"7 7 
my und P, 


Verloren geht die geometrische Differenz der Kräfte 


mp—P, 
wo die ganze wirkliche Beschleunigung von m bedeutet. Die 
Componenten dieser verloren gegangenen Kraft nach den drei Axen 
sind: 
d’ d’y Eee 


& 
Mm —X, m ee 7, m 76% 


Analog erhält man die Ausdrücke der verloren gegangenen Kräfte 
für die anderen Punkte des Systems. Die Gesammtheit aller dieser 
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Kräfte bleibt ohne Wirkung auf die Bewegung des Systems, leistet 
also in Bezug auf eine beliebige virtuelle Verschiebung des Körpers 
keine Arbeit, d. h. wir haben 


(A) S Ae —x)oe-+(m STF) y+ (ml: a2 —2)0 e} =0 


Diese specielle Anwendung des Princips der virtuellen Verschie- 
bungen heisst das d’Alembert’sche Princip. 

Die hier auftretenden Variationen die, dy, dz; da’, dy', dz' ete. 
sind nicht von einander unabhängig. Denn der Umstand, dass 
Punkte überhaupt zu einem System verbunden sind, findet seinen 
analytischen Ausdruck in dem Bestehen von Bedingungsgleichungen 
zwischen den Coordinaten dieser Punkte, die nur dann die unab- 
hängige Bestimmung einer Coordinate gestatten, wenn die Anzahl 
aller Bedingungsgleichungen übereinstimmt mit der Anzahl aller 
Coordinaten. Die Bedingungsgleichungen können im allgemeinen 
auch noch die Zeit enthalten. Wir werden diesen Fall indess nicht 
‚ explicite betrachten, da er bei dem starren Systeme nicht eintritt. 

Seien 

f AA R aaa 
die Bedingungsgleichungen eines starren Systems, so bestehen für 
die Variationen d immer die Gleichungen: 


öf əf əf ) 

b SG t pawi DN ~ — 

(B) ( P sry 99 9 ) | 
AT OPI TEKAN. Togi OR 


Die Anzahl der dx, dy, ðz ist nun 3m, wenn das System aus n 
Punkten gebildet wird. Bestehen also m Bedingungsgleichungen, 
so kann man mit deren Hülfe m Variationen aus der Gleichung (A) 
eliminiren und die übrig bleibenden 32—m sind dann von ein- 
ander unabhängig. Die linke Seite der so umgestalteten Glei- 
chung (A) kann dann nur Null werden, wenn jeder Summand 
Null wird; d. h. die Coefficienten der übrig gebliebenen Variationen 
sind jeder für sich gleich Null. Man erhält also 3n—m Gleichun- 
gen, die zur Darstellung der 3” — m unabhängigen Coordinaten hin- 
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reichend sind; d. h. die erhaltenen Gleichungen sind die Differential- 
gleichungen der Bewegung des Systems. 

Die angedeutete Elimination bewirkt man auf die Weise, dass 
man die Gleichungen (B) resp. mit Factoren 4, u, ... multiplicirt 
und von (A) substrahirt. Die so aus (A) entstandene Gleichung 
heisse (A'). Die Multiplicatoren sind nun so zu bestimmen, dass 
die Coefficienten von m der Variationen di, dy, ðz, in (A') iden- 
tisch verschwinden. Durch Nullsetzen der Coefficienten der übrig 


bleibenden 3” — m Variationen ergeben sich dann die Differential- 
gleichungen der Bewegung. Das Verfahren wird sich also so ge- 
stalten, dass man die Coefficienten sämmtlicher 3n Variationen in 
(A') gleich Null setzt, aus diesen 3% Gleichungen die m Grössen 
À, u, ... eliminirt und so die 3” —m Differentialgleichungen der 
Bewegung des Systems erhält. 

Man führt indessen diese Elimination nicht praktisch aus, 
sondern behält sich dieselbe vor und lässt die m Grössen Å, u, . 
in den Gleichungen der Bewegung stehen, sodass diese also lauten: 


d g Ehr a og 
mar = X+4 Fall Var Fr 
f d’y a Op 
(€) 36:7 Mara Y+4 are 
lz PE: >: Ip 

m- - = ZH = tu ber AR ... 
dt“ oz 02 


und analoge drei Gleichungen für jeden der übrigen (n—1) System- 
punkte. 

Dabei bedeuten 4, u, ... in allen 3”» Gleichungen dieselben 
m Grössen. 

Dies sind Lagrange’s Gleichungen der Bewegung eines durch 
beliebige Bedingungen gebundenen Systems. 

Für die thatsächliche Bestimmung der Multiplicatoren verweisen 
wir auf Herrn Kirchhoff’s Mechanik und auf Jacobi’s Vor- 
lesungen über Dynamik (herausgegeben von Lottner). 

Wir haben hier die Gleichungen (C) aus (A) hergeleitet. Man 
sieht leicht, dass auch der umgekehrte Weg hätte gegangen werden 
können, wie es auch in der That bei Herrn Kirchhoff geschieht. 

Aus (C) oder (A) erhält man (unter Voraussetzung, dass die 
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Zeit in den Bedingungsgleichungen nicht vorkommt) 


ee e )— 5 2 Kaya A 
>> (m JE da+ m T dy -+m JP dz | = I(Xda+Ydy-+ Zdz), 


woraus durch Integration zwischen den Grenzen ż, und ż folgt 


(D) Sm’ — sim: = | I(Xde+Ydy+Zd:), 
to 
wo » die Geschwindigkeit eines Systempunktes zur Zeit t, v, die- 
selbe Geschwindigkeit zur Zeit £, bedeutet, und wo also die Sum- 
mation über alle Punkte des Systems zu erstrecken ist. 

Die Grösse S4 mv” heisst die kinetische Energie des Sy- 
stems. I(Xde+ Ydy-+ Zdz) ist die Elementararbeit der wirkenden 
Kräfte in Bezug auf die elementaren Verschiebungen ihrer Angriffs- 
punkte. Wir wollen nun auch von der Arbeit einer Kraft in Be- 
zug auf eine endliche Verschiebung reden, indem wir als solche 
die Summe (das Integral) aller Elementararbeiten definiren, welche 
von der Kraft geleistet werden in Bezug auf alle die elementaren 
Verschiebungen, aus denen sich die endliche Bewegung zusammen- 
setzt. 

Gleichung (D) besagt dann, dass die Zunahme an kinetischer 
Energie, welche das System in dem Intervall —t, erfährt, gleich 
ist der von den wirkenden Kräften in diesem Intervall geleisteten 
Arbeit. 

Die rechte Seite von (D) wird integrabel, wenn sich eine 
Function U so angeben lässt, dass 


Bezeichnet man dann noch die kinetische Energie mit 7, so ist, 
wenn die Zeit in U nicht explicite vorkommt, 


TT DB, 


oder 
T = U-+econst. 


Die Function U heisst die Kräftefunction oder auch das Potential 
der an dem System angreifenden Kräfte. Ist U eine eindeutige 
Funktion, so folgt aus der letzten Gleichung, dass, wenn das System 
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in eine Position zurückkehrt, die es bereits einmal einnahm, die 
kinetische Energie auch genau den damaligen Werth wieder erhält. 

Diesen Satz nennt man den Satz von der Erhaltung der 
Energie. Und ein System, für welches dieser Satz gilt, heisst ein 
dynamisch conservatives System. In einem solchen System 
ist also die continuirliche Erzeugung von kinetischer Energie un- 
möglich. 

Im Falle eines conservativen Systems wird die Funktion 


t 
—U = — f 3(Xdz+Ydy+ Zde) 
T 
auch als potentielle Energie des Systems zur Zeit t bezeichnet. 
Nennen wir sie P, so lässt sich die Gleichung der Erhaltung der 
Energie auch so schreiben 


T+P. = const. 


T-+-P nennt man auch die totale Energie des Systems, die also 
constant bleibt. 

Für ein eingehendes Studium der Theorie der Energie verweisen 
wir auf die Natural Philosophy der Herren Thomson und Tait, 
und insbesondere auf Herrn F. Neumann’s Einleitung in die 
theoretische Physik (Kapitel IV). 


ST. 

Nachdem wir die Hülfsmittel kennen gelernt haben, mit denen 
wir operiren wollen, ist es nun auch möglich, eine Definition zu 
geben von der Aufgabe der Mechanik. 

Und zwar wollen wir die Aufgabe der Mechanik finden in 
der Beschreibung der Bewegungen nach ihrer Individua- 
lität und nach ihrem Zusammenhang untereinander. 
Diese Definition ist in suceineterer Form von Herrn Kirchhoff 
aufgestellt worden. Ich habe absichtlich eine etwas breitere Fas- 
sung gewählt, da die Kirchhoff’sche Definition leicht bei dem 
Anfänger den Irrthum erwecken kann, als ob mit einer (im allge- 
meinen Sinne) graphischen Beschreibung der Bewegungen alles ge- 
than wäre in der Mechanik. Wenn wir aber die Bewegungen zu 
beschreiben suchen, auch nach ihrem Zusammenhang unter- 
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einander, so ist auch dem Causalitätsbedürfniss innerhalb der uns 
nun einmal gezogenen Grenzen völlig genügt. 

In dieser Hinsicht dürfte auf die Entdeckungsgeschichte des 
Neptun zu verweisen sein, die neuerdings durch Herrn Tisserand 
im Annuaire du Bureau des Longitudes pour l’an 1885 eine 
schätzenswerthe Darstellung gefunden hat. 

Die Beschreibung der Bewegungen soll eine vollständige 
sein und sie soll mit den jederzeit einfachsten uns zur Verfügung 
stehenden Mitteln geschehen. 

Die erste Bedingung ist selbstverständlich., Die andere Be- 
dingung aber, die Bewegungen einfach zu beschreiben, wird trotz 
ihrer Nothwendigkeit immer nur relativ erfüllt werden können, in- 
dem sie von dem augenblicklichen Stand unserer mathematischen 
Kenntnisse in erster Linie abhängig ist. 

Die Geschichte der Astronomie und Physik liefern manche Bei- 
spiele hierfür. 


Kapitel II. 


Specielle Fundamentalbegriffe. 


Windungen und Dynamen. 


§ 1. 

Die Kinetik starrer Systeme (oder Körper) hat sich zunächst 
mit dem Probleme zu beschäftigen : 

„Ein starrer Körper steht unter der Einwirkung bestimmter 
Kräfte und ist ausserdem gewissen seine Bewegung einschränken- 
den, modificirenden Bedingungen unterworfen. Man soll die Lage 
dieses Körpers für jeden Augenblick eines bestimmten Zeitabschnittes 
angeben.“ 

Diese Aufgabe muss so gelöst werden, dass, wenn irgend eine, 
aber bestimmte, Lage des Körpers als dessen Anfangslage angesehen 
wird, es möglich ist, irgend eine einer anderen Epoche zukommende 
Lage des Körpers aus jener ersten abzuleiten. 
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Es handelt sich also zunächst darum eine Methode zu finden, 
vermöge deren sich in einfacher und vollkommener Weise eine 
Lage des Körpers auf eine andere, als Fundamentalposition ange- 
nommene beziehen lässt. 

Wenn es sich um einen einfachen Punkt handelt, so ist die 
Sache leicht genug. Denn die natürlichste Art und Weise um den 
Ort eines Punktes P in Bezug auf einen Fundamentalpunkt A zu 
beziehen ist doch immer die, dass man sich die gerade Linie ver- 
gegenwärtigt, längs welcher ein Punkt fortschreiten muss, um von 
A nach P zu gelangen. Um die Vorstellung vollkommen zu machen, 
muss dann noch die Zeit angegeben werden, innerhalb deren der 
genannte Weg durchlaufen worden ist. 

Handelt es sich dagegen um ein starr verbundenes System 
von Punkten, also um einen Körper, so muss man mit Poinsot 
zugeben, dass wir a priori durchaus keine Anschauung von dem 
Vorgang der Bewegung eines solchen Systems besitzen. Wir 
können uns unendlich viele Arten denken, auf die das System 
aus einer Lage in eine andere, auch wenn dies eine Nachbar- 
position ist, gelangen kann. Alle diese Uebergangsarten sind 
möglich. 

Wenn es sich aber darum handelt, die Bewegung eines starren 
Systems wissenschaftlich zu beschreiben, so müssen wir unter allen 
diesen möglichen Uebergängen denjenigen aussuchen, der, nach 
unserem Wissen, der einfachste ist und der gleichzeitig die Be- 
dingung erfüllt, den Vorgang vollkommen und eindeutig dar- 
zustellen. 

Den beiden letzten Forderungen kommt der im I. Kapitel ent- 
wickelte Satz von Chasles in völlig genügendem Maasse entgegen. 
Der Absicht, die Bewegung des Systems so einfach, als uns mög- 
lich, zu beschreiben, entsprechen wir durch die Festsetzung, dass 
die in irgend einem Momente des betrachteten Zeitintervalles statt- 
findende Elementartranslation zur Gesammttranslation in demselben 
Verhältniss stehen soll, wie die in dem gleichen Momente statt- 
findende Elementarrotation zu der Gesammtrotation. Es kommt 
dies also darauf hinaus, dass wir annehmen, dass während 
des vorliegenden Zeitintervalles die Translationsgeschwindigkeit 
ein constantes Verhältniss zur Rotationsgeschwindigkeit beibehalte. 
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Während also der Chasles’sche Satz die allgemeinste Bewegung 
eines starren. Systems nur generell als eine helicoidale beschreibt, ist 
nach der obigen Festsetzung die Bewegung des Systems genau die- 
selbe, als ob es fest verbunden sei mit einer längs ihrer Schraube *) 
bewegten Schraubenmutter; wobei diese Schraube völlig bestimmt 
ist hinsichtlich ihrer Lage im Raume und der Anzahl ihrer Züge 
auf die Längeneinheit. 

Um nun die so erlangte Vorstellung verwerthen und mathe- 
matisch zum Ausdruck bringen zu können, führen wir den Begriff 
des Parameters einer Schraube ein. 

Wir wollen unter dem Parameter einer Schraube diejenige 
geradlinige Strecke verstehen, um welche eine längs ihrer Schraube 
sich bewegende Schraubenmutter vorwärtsschreitet, wenn sie gleich- 
zeitig sich um einen Winkel dreht, dessen Bogen gleich der Ein- 
heit des Bogenmaasses ist. 

Der Parameter ist also eine Liniengrösse, eine Strecke. 

Der zunächst sich darbietende Vortheil dieser Festsetzung be- 
steht darin, dass man die einen beliebigen Drehungswinkel ent- 
sprechende Translationsstrecke der Schraubenmutter erhält, wenn 
man den in Bogenmaass ausgedrückten Drehungswinkel mit dem 
Parameter multiplieirt. 

Andererseits ist es uns aber nun auch möglich den Begriff 
der Schraube, mit dem wir bisher immer nur als mit einem ge- 
wissermaassen physischen Hilfsmittel für die Anschauung operirten, 
in abstracter für die spätere theoretische Anwendung verwendbaren 
Weise zu definiren. 

Und zwar können wir eine Schraube definiren, als ‘eine 
gerade Linie im Raume, der eine bestimmte lineare 
Grösse, der Parameter, associirt ist. 

Wir werden die Schrauben stets durch kleine griechische 
Buchstaben bezeichnen. Dabei muss aber beachtet werden, dass 
es sich hier wirklich nur um eine Bezeichnung, um ein Symbol 
handelt. Denn eine Schraube ist keine arithmetische Grösse. Wenn 
daher von einer Schraube œ die Rede ist, so kann dies œ nie in 
eine der analytischen Relationen, welche wir finden werden, ein- 


*) Dies Wort im alltäglichen Sinne genommen. 
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treten. Dieses œ ist ein Zeichen, unter welchem alles zusammen- 
gefasst ist, was in dem Begriff der Schraube enthalten. Es sind 
aber fünf Grössen nöthig, um eine Schraube (geometrisch oder ana- 
lytisch) genau zu bestimmen: vier Grössen erfordert die Bestimmung 
einer Raumgeraden, und um eine Gerade im Raume als Schraube 
ansehen zu können, müssen wir noch eine fünfte Grösse, den Para- 
meter, hinzunehmen. 

Den Parameter werden wir stets durch ein kleines lateinisches 
p bezeichnen und einen Index zum Hinweise auf die Schraube hin- 
zufügen, der der Parameter angehört. Es wird also p, der Para- 
meter der Schraube « sein. 

Für die Anwendung ist zu bemerken, dass der Parameter die 
Maasszahl einer Strecke ist. 


82. 

Von fundamentalerer Wichtigkeit noch, als die Annahme des 
oben gegebenen Begriffs der Schraube, ist die Einführung zweier 
Begriffe, deren einer der Kinematik des starren Systems angehört, 
während der andere in der Dynamik seinen Platz findet. 

Man hat vor dem Erscheinen der grossartigen Forschungen 
Herrn R. Ball’s stets daran festgehalten, die allgemeine Bewegung 
eines starren Systems zu zerlegen in eine Translation und eine 
Rotation. Man hat diese beiden, wie ich sagen will, kinematischen 
Elemente, die im allgemeinen nicht in einander übergeführt werden 
können, in den mechanischen Untersuchungen auch stets in ihrer 
Heterogeneität nebeneinander bestehen lassen. 

Es war dies eine Betrachtungsweise, welche ich der alten Be- 
handlung der realen und imaginären Zahlen gewissermaassen als 
Analogon zur Seite stellen möchte. Wie nun auf diesem Gebiete 
der Arithmetik die moderne Mathematik die bedeutsamsten Fort- 
schritte gemacht hat durch die Verbindung beider Zahlenarten zu 
einer einzigen Zahlenart, derjenigen der complexen Zahlen, so ist 
auch für die Mechanik das gleiche zu hoffen durch consequentes 
Befolgen des Gedankens des Herrn Ball, die beiden bei der Be- 
wegung eines starren ‚Körpers auftretenden heterogenen kinemati- 
schen Elemente zu einem einzigen zu verbinden, welches sich 
zugleich streng anlehnt an den oben gegebenen Begriff der Schraube. 
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Das neue kinematische Element wollen wir als Windung be- 
zeichnen. Um den Contact mit der älteren Vorstellung strenge 
herzustellen, definiren wir: 

Ein Körper erfährt eine Windung um eine Schraube, wenn er 
um dieselbe gedreht wird, während er gleichzeitig parallel zu der- 
selben verschoben wird um eine Strecke, welche gleich ist dem 
Producte aus dem Parameter der Schraube und dem Bogenmaass 
des Drehungswinkels. 

Wir können somit dem kinematischen Fundamentalsatze des 
I. Kapitels die folgende Form geben: 

„Die canonische Form, auf welche die Bewegung 
eines starren Systems stets gebracht werden kann, ist 
eine Windung um eine Schraube.“ 

Mit diesem Begriff der Windung werden wir also hinfort ope- 
riren als mit einem homogenen, einzigen Begriff. 

Es wird sich weiter unten zeigen, dass, wenn ein Körper 
mehrere Windungen nach einander ausführt, seine endgültige Lage 
stets auch durch eine einzige Windung hätte erreicht werden kön- 
nen. Diese letztere Windung werden wir als die resultirende 
Windung bezeichnen. 

Wie wir im I. Kapitel gesehen haben, gilt der Chasles’sche 
Satz über die Bewegung eines starren Systems auch in jedem Mo- 
mente der Zeit, während welcher die Bewegung stattfindet. In 
jelem Zeitelemente erfährt also der Körper eine Windung um 
eine bestimmte, für dieses Element vorhandene, Schraube. Wir 
wollen eine solche Schraube, um die der Körper in einem be- 
stimmten Augenblicke eine Windung (Elementarwindung) aus- 
führt, eine instantane Schraube nennen. 

Für die Dynamik haben wir einen Satz von Poinsot, welcher 
den Chasles’schen kinematischen Satz analog ist, bereits im 
I. Kapitel entwickelt. Betreffs des Inhaltes dieses Poinsot’schen 
Satzes gilt ganz dasselbe, was wir oben über den Chasles’schen 
Satz gesagt haben. 

Kräftepaare und Einzelkräfte sind nicht auf einander reducir- 
bar; es sind wiederum heterogene Elemente. 

Wir werden demnach auch in der Dynamik an Stelle dieser 
beilen heterogenen Elemente ein -einziges aus ihrer Verbindung 

Ball, Mechanik. 4 
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entstandenes einführen. Der Poinsot sche Satz führt die Reduction 
eines an’ einem starren Körper wirkenden Kräftesystems dahin aus, 
dass dasselbe auf eine vollständig bestimmte Einzelkraft und ein 
vollständig bestimmtes in einer zu der Einzelkraft senkrechten Ebene 
wirkendes Paar zurückgeführt wird. 

Diese Zerlegung des Gesammtresultats der Reduction eines 
Kräftesystems wollen wir nicht adoptiren, sondern die Verbindung 
von Kraft und Paar als dynamisches Element einführen und als 
Dyname bezeichnen. 

Wie man aus Kapitel I leicht entnimmt, ist der Quotient, welchen 
man bei der Reduction eines Kräftesystems erhält, indem man das 
Moment des Kräftepaares durch die Einzelkraft dividirt, eine Li- 
niengrösse. ‘Wenn daher die Grösse der Einzelkraft gegeben ist, 
so erübrigt zur vollständigen Definition einer Dyname nur noch 
die Angabe der Lage einer Geraden, nämlich der Richtungs- 
linie der Einzelkraft, und einer gewissen Liniengrösse als des 
oben erwähnten Quotienten. 

Hieraus ersieht man, dass auch der Begriff der Dyname sich 
an jenen der Schraube anlehnen lässt. Wir werden somit den 
Ausdruck „Dyname an einer Schraube“ anwenden und dar- 
unter verstehen: eine längs der Schraube wirkende Kraft und ein 
in einer zur Schraube senkrechten Ebene wirkendes Paar, dessen 
Moment gleich ist dem Producte aus der Kraft in dem Parameter 
der Schraube. 

Dann lässt sich der Poinsot’sche Satz kurz so ausdrücken: 

„Die canonische Form, auf welche ein an einem 
starren Körper wirkendes Kräftesystem stets redueirt 
werden kann, ist eine Dyname an einer Schraube.“ 

Wirken an einem starren Systeme mehrere Dynamen, so kann 
man stets diese durch eine einzige Dyname ersetzen, welche wir 
die resultirende Dyname nennen. 


pa 

N Ə. 
In diesem Paragraphen wollen wir ein für allemal die Be- 
zeichnungen festsetzen, deren wir uns im Folgenden zu bedienen 


gedenken. 
Eine Windung um eine Schraube œ bedarf zu ihrer vollstän- 


www.rcin.org.pl 


Kap. II. Specielle Fundamentalbegriffe. 51 


digen Definition sechs Grössen. Fünf dieser Grössen sind nöthig, 
um die Schraube œ zu bestimmen. Die sechste ist metrischer 
Natur und drückt denjenigen Drehungswinkel aus, der mit einer 
bestimmten Translation verbunden, die Windung bildet. Diesen 
Winkel nennen wir die Amplitude der Windung und bezeich- 
nen ihm mit «'. 

Dann haben wir sofort die Grösse der Translationsstrecke; da 
diese das Product aus Windungsamplitude und Schraubenparameter 
ist: also «'p,. 
positiv 
negativ 
translatorischen Theils der Windung zu der Richtung des rotatori- 


Wenn der Parameter ist, so steht die Richtung des 


schen Theils in derselben Beziehung, wie die Translationsrichtung 
rechtsgewundenen 


einer auf einer gewöhnlichen |. 
linksgewundenen 


Schraube gleiten- 


den Schraubenmutter zu deren Rotationsrichtung. 

Ist der Parameter Null, so redueirt sich die Windung auf 
eine reine Rotation. Ist der Parameter aber unendlich gross, dann 
existirt entweder überhaupt keine endliche Bewegung; oder die 
Windung redueirt sich, wenn gleichzeitig die Amplitude verschwin- 
det, auf eine einfache Translation parallel «. j 

Die Aenderung der Windungsamplitude für die Zeiteinheit 
heisse Windungsgeschwindigkeit und werde mit &' bezeichnet. 

Die Richtungsverhältnisse bei einer Windung kann man sich 
noch durch folgende Vorstellung erleichtern: Man denke sich die 
Schraube in der Axe liegend, um welche die Zeiger einer Uhr sich 
drehen. Wenn nun die Windung in der Richtung der Bewegung 
der Zeiger stattfindet, so ist für positiven Parameter der translato- 
riche Theil der Windung von der Vorderseite nach der Rückseite 
gerichtet; dagegen findet die Translation von der Rückseite nach 
der Vorderseite statt, wenn der Parameter negativ ist. Diese Ver- 
hältnisse kehren sich um, wenn die Windung der Bewegung der 
Zeiger entgegengesetzt ist. — 

Eine Dyname an einer Schraube œ erfordert zu ihrer Bestim- 
mung ebenfalls 6 Grössen, von denen wieder fünf auf die Bestim- 
mung von « entfallen. Die sechste, rein metrische Grösse drückt 
die Grösse jener Kraft aus, die mit einem bestimmten Paar ver- 
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bunden, die Dyname bildet. Wir nennen diese Grösse die „Inten- 
sität der Dyname“ und bezeichnen sie mit «". 

Dann haben wir sofort wieder das Moment des Kräftepaares, 
nämlich, da dies gleich dem Product aus Intensität der Dyname 
und Parameter ist, œ" Pa. 

Ueber die Richtungsverhältnisse bei einer Dyname wird sich 
der Leser leicht selbst Aufschluss geben bei aufmerksamer Ueber- 
tragung des für die Windungen gesagten. 


$ 4. 

Die Kräfte, welche wir im Folgenden betrachten wollen, 
sollen nicht ganz beliebige sein; sondern wir wollen zwei einschrän- 
kende Bedingungen annehmen. Zunächst verlangen wir, dass auf 
dem starren Körper, dessen Bewegung wir untersuchen, stets die- 
selben Kräfte wirken, wenn er dieselbe Lage einnimmt. 

Aus dieser Bedingung folgt zunächst, dass alle die durch An- 
ziehung nach beweglichen Centren entstehenden Bewegungen nicht 
în den Kreis unserer Betrachtungen fallen werden. Und dasselbe 
gilt von allen den Fällen, wo man den Widerstand eines Mediums 
oder die Reibung zu berücksichtigen hat. Denn im ersten Falle 
sind die Kräfte nicht nur Functionen des Ortes sondern auch der 
Geschwindigkeit des bewegten Körpers. Im zweiten Falle sind sie 
auch noch abhängig von der Richtung der Bewegung. 

Obgleich nun auf diese Weise die Grenzen für die Zulässigkeit 
der unserer Untersuchung zu unterwerfenden Kräfte schon eng ge- 
zogen sind, wäre es doch noch möglich, dass wir innerhalb dieser 
Grenzen auf Kräfte und Bewegungen träfen, denen keine reale Er- 
scheinung entspräche. 

Wir fügen daher noch die Bedingung hinzu, dass in jedem 
von uns zu betrachtenden Systeme die fortwährende (uncompensirte) 
Erzeugung von Energie unmöglich sein soll, d. h. wir behandeln 
nur dynamisch conservative Systeme. 


SD. 
Für solche Systeme gilt nun der wichtige Satz: 
„Der Aufwand an Energie, welcher erforderlich ist zur Ueber- 
führung des Systems S aus einer Lage A in die Lage B ist 'un- 
abhängig von dem Wege, auf dem diese Ueberführung erfolgt.“ 
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Seien L und M zwei solche Wege, und nehmen wir an, dass 
weniger Energie erfordert werde, um die Lagenänderung des 
Systems vermöge des Weges Z hervorzubringen, als auf dem 
Wege M. 

Lassen wir nun das System sich von A über L nach B be- 
wegen und führen wir es von B nach A zurück auf dem Wege M. 
Nach den im vorigen $ gemachten Festsetzungen über die Kräfte 
folgt nun, dass bei der Bewegung des Systems von B nach A über 
M genau ebensoviel Energie in A erlangt wird, als zur Ueberfüh- 
rung des Systems von dieser Lage nach der Lage B auf dem 
Wege M erforderlich gewesen wäre. Nach Voraussetzung ist dieser 
Betrag aber grösser als der für den Weg Æ nothwendige. Es ist 
also offenbar ein Gewinn an Energie entstanden, während das 
System in die Anfangslage, unter dieselbe Einwirkung derselben 
Kräfte, zurückgekehrt ist. Das beschriebene Verfahren könnte be- 
liebig oft wiederholt werden und somit aus Nichts eine beliebig 
grosse Energiemenge erzeugt werden. Da dies aber absurd ist, so 
ist der obige Satz bewiesen *). 


$ 6. 

Aus diesem Satz folgen nun sofort einige für die ganze Dyna- 
mik wichtige Bemerkungen. 

Da nämlich nach § 5 die bei einer Lagenänderung des Systems 
geleistete Arbeit unabhängig ist von dem Wege der Ueberführung, 
so ist auch ohne Weiteres der Satz bewiesen: 

„Die Summe der in einer Reihe von Windungen unter dem 
Einfluss einer Dyname geleisteten Arbeiten ist gleich der in der 
resultirenden Windung geleisteten Arbeit.“ 

Zur Erkenntniss dieses Satzes war eine exacte Definition des 
Begriffes „der unter dem Einfluss einer Dyname in einer Windung 
geleisteten Arbeit“ zwar nicht unbedingt erforderlich. Für das 
Folgende ist es indessen nothwendig, eine solche Bestimmung zu 
besitzen. Wir definiren daher: 

„Die in einer Windung unter dem Einfluss einer Dyname 
(oder wie wir auch sagen werden, die von einer Dyname in Bezug 


*) Dieser Satz ergiebt sich auch sofort aus der Gleichung T = U + const. 
in Kapitel I, $ 6. 
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auf eine Windung“*) geleistete Arbeit ist die Summe der Arbeiten, 
welche von den drei die Dyname constituirenden Kräften bei den 
durch die Windung verursachten Bewegungen ihrer Angriffispunkte 
geleistet werden.“ 

Auf Grund dieser Definition ist es nun möglich den folgenden 
Satz aufzustellen und zu beweisen: 

„Die Summe der von einer Reihe von Dynamen in Bezug auf 
eine Windung geleisteten Arbeiten ist gleich der Arbeit, welche in 
derselben Windung unter dem Einfluss der resultirenden Dyname 
geleistet wird.“ 

Zum Beweise dieses Satzes wollen wir uns zweier elemen- 
taren Theoreme erinnern. Nämlich I®.: Die Arbeit einer Kraft 
bei der Verschiebung eines starren Systems bleibt ungeändert, in 
welchem Punkte ihrer Richtungslinie wir auch immer die Kraft 
angreifen lassen. 

II°. Wirken auf einen Punkt eine Reihe von Kräften, so ist 
die von diesem bei einer Verschiebung des Punktes geleistete Ar- 
beit gleich der von ihren Resultanten in derselben Verschiebung 
geleisteten Arbeit. 

Lassen wir nun auf ein gegebenes starres System n Dynamen 
wirken. Die constituirenden 37 Kräfte derselben mögen in den 
Punkten A,, ..., Azn angreifen. Wir denken uns noch die n ge- 
gebenen Dynamen ersetzt durch die resultirende Dyname, deren 
Constituirende in den Punkten P, Q, R angreifen mögen. Nun 
zerlegen wir die am Punkte A; (k = 1, ..., 3n) angreifende Kraft 
in drei Kräfte nach den Richtungen PA,, QA,, RA, Dann ist 
nach dem zweiten Hilfssatze die Arbeit W der 3n gegebenen Kräfte 
gleich der Arbeit der eben erhaltenen 9n Componenten. Nach I° 
können aber von diesen 9n Componenten 3n als in P, 3n in Q 
und 3» als in R angreifend angesehen werden, ohne dass die ge- 
leistete Arbeit sich ändere. 

Diese Arbeit bleibt aber nach I° auch dieselbe, wenn für 
jede der drei in P, Q, R wirkenden Gruppen ihre resp. Resultante 
eingeführt wird. Da nun die drei so erhaltenen Resultanten die 
Constituirenden der resultirenden Dyname sind, so ist der oben 
ausgesprochene Satz bewiesen. 
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ST. 

Die beiden im vorigen Paragraphen hewiesenen Sätze stehen 
zewissermaassen dualistisch nebeneinander. Dieser Dualismus, der 
zwischen Windungen und Dynamen stattfindet, ist von grosser 
Wichtigkeit für die Entwicklung der theoretischen Dynamik und 
wird uns im Folgenden vielfach beschäftigen. 

Wendet man beide Sätze des $ 6 gleichzeitig auf die Bewegung 
eines starren Systems an, so gelangt man ohne Mühe zu dem fol- 
genden wichtigen Theoreme: 

„An einem starren Systeme möge eine Reihe von Dynamen, 
Bi, ..., Ba wirken, «deren Resultante 3 heisse; und das System 
möge eine Reihe von Windungen A, ..., Am ausführen, deren 
Resultirende A sei. Dann ist die Energie, welche verbraucht oder 
gewonnen wird, wenn das System die Windung A unter dem Ein- 
fluss der Dyname B ausführt, gleich der algebraischen Summe der 
mn Energiemengen, welche verbraucht oder gewonnen werden, 
wenn das System der Reihe nach jede Windung A, unter den Ein- . 
fluss jeder Dyname B, (k=1,2,...,m; h=1,2,...,n) aus- 
führt.“ 


§ 8. 

Mit diesem Satze schliessen wir zunächst die Reihe der Fun- 
damentalbegriffe und Hilfsmittel ab, deren wir uns bedienen wollen 
bei der Lösung der in der Kinetik starrer Systeme auftretenden 
Probleme. 

Eine vollständige Lösung wird nach § 1 uns für jeden Zeit- 
punkt des Intervalles, in dem wir die Bewegung untersuchen, eine 
Schraube liefern müssen, derart dass das System durch eine Win- 
dung um diese aus einer bestimmten Fundamentalposition in die 
gegebene Lage übergeführt werden könne, wobei sich selbstver- 
ständlich die Amplitude dieser Windung auch als eine völlig be- 
stimmte Grösse ergeben muss. Desgleichen muss man für jeden 
Zeitpunkt die instantane Schraube und deren Windungsgeschwin- 
digkeit angeben können. | 

Endlich muss die Resultirende der am System wirkenden Dy- 
namen sowohl in Rücksicht auf ihre Schraube wie auf ihre Inten- 
sität sich völlig bestimmt finden lassen. 
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Wir haben nun noch den Grad von Allgemeinheit festzusetzen, 
in dem wir die Kinetik starrer Systeme hier behandeln wollen. 
In dieser Hinsicht sieht man leicht ein, dass nun eine sehr geringe 
Ausbeute an wichtigen und werthvollen anwendbaren Resultaten 
zu erreichen ist, wenn das Problem in seiner grössten Allgemein- 
heit gestellt wird. Denn alle diejenigen Fragen, deren Lösung in 
Bezug auf die Erkenntniss der Natur von Wichtigkeit ist, sind nun 
ganz specielle Fälle in der Theorie starrer Systeme, wie z. B. 
das berühmte Problem der Rotation eines starren Körpers um einen 
festen Punkt. 

Wir werden daher zunächst ganz absehen davon, die Bewe- 
gung eines starren Systems während eines endlichen Zeitraumes zu 
verfolgen; und also annehmen, dass das System während der Unter- 
suchung entweder in oder doch unendlich nahe seiner Anfangslage 
bleibe *). 

Bei näherem Zusehen findet man, dass diese Einschränkung 
nicht so gross ist, wie es auf den ersten Blick erscheinen möchte. 
Denn zunächst sind innerhalb der gesteckten Grenzen die wichtigen 
Theorien des Gleichgewichts, der Impulsivkräfte und der kleinen 
Schwankungen völlig allgemein und einschränkungslos enthalten. 

Andererseits wird man aber von den aufzustellenden Elemen- 
targesetzen aus in jedem speciellen Falle mit Hilfe besonderer 
Methoden auch zur Erkenntniss der kinematischen und dynami- 
schen Verhältnisse des Körpers für endliche Zeiten gelangen können. 

Weitere Einschränkungen werden wir der Untersuchung nicht 
auferlegen. Also werden keinerlei specielle Voraussetzungen ge- 
macht über die Gestalt des starren Körpers oder über die geome- 
trische Bedingungen, durch die die Bewegungen desselben modifieirt 
werden. 

Auch betrefls der wirkenden Kräfte behalten wir volle Allge- 
meinheit bei, denn wenn wir nach $ 4 nur solche Kräfte in Be- 
tracht ziehen wollen, die in der Natur vorkommen, so kann das 
bei einer Naturwissenschaft, wie es die Mechanik doch ist, nicht 
als Beschränkung der Allgemeinheit gelten. 


*) Demgemäss sind die Windungsamplituden fortan als kleine Grössen 
I. Ordnung anzusehen. 
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In dieser, mit obiger Modification, völligen Allgemeinheit un- 
serer Untersuchungen liegt der Grund dafür, dass man im Folgenden 
eine ganze Reihe völlig neuer Ergebnisse vorfinden wird. 


Kapitel IH. 
Das Cylindroid. 


$1. 

Nachdem im vorigen Kapitel bereits mehrfach die Begriffe der 
resultirenden Windung und resultirenden Dyname aufgetreten sind, 
enden wir uns nun dazu, die Existenz der Resultirenden einer 
Reihe von Windungen oder Dynamen nachzuweisen, sowie die Re- 
geln für die Herleitung einer solchen Resultirenden aus den com- 
ponirenden Windungen oder Dynamen herzuleiten. Wir werden 
dabei finden, dass die Gesetze für die Composition von Windungen 

und Dynamen identisch sind. 


Ur 
1 


Dass es für eine Reihe an einem starren System angreifender 
Dynamen in der That stets eine eindeutig bestimmte Resultirende 
geben muss, kann man auf folgende Weise leicht einsehen. 

Es mögen an einem Körper n Dynamen wirken. Jede der- 
selben ist, wie wir wissen, äquivalent einem Kräftesystem. Die 
Gesammtheit der n Dynamen kann daher zurückzerlegt werden in 
n an dem Körper angreifende Kräftesysteme. Diese n Einzelsysteme 
vereinigen sich dann zu einem Gesammtsysteme A; von welchem 


wir aus Kapitel I wissen, dass es nur in einer einzigen Weise auf 


die canonische Form redueirbar. Andererseits folgt aus den im 
$ 6 Kapitel II wiederholten, Hilfssätzen, dass die Wirkung des Ge- 
sammtsystems auf den Körper gleich ist der aus den Einzelsystemen 
hervorgehenden Gesammtwirkung. Die Reduction auf die canonische 
Form des Systems A ist also in der That in jeder Beziehung die 
Resultante aus den » Einzelsystemen, d. h. also auch aus den » ur- 
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sprünglich gegebenen Dynamen. Diese Resultante ist aber selbst 
eine Dyname, die sowohl hinsichtlich ihrer Schraube wie ihrer 
Intensität eindeutig bestimmt ist. 

Handelt es sich um die entsprechende Frage bei Windungen, 
so führt folgende Betrachtung zum Ziel. Man substituire in jeder 
dem System ertheilten Windung für die translatorische Consti- 
tuirende das dieser äquivalente Rotationspaar. Dann wird der Be- 
wegungszustand des Systems gegeben durch das so entstehende 
ganz allgemeine (weil auch Paare enthaltende) System von Rota- 
tionen. Man fasse nun zunächst die Einzelrotationen ins Auge 
und führe die Reduction dieses Theils des Systems für einen be- 
liebigen Punkt O aus; was bekanntlich nach denselben Gesetzen 
geschieht, nach denen die Reduction eines Kräftesystemes gebildet 
wird. Man erhält also in O eine Einzelrotation und ein Paar. 
Die in dem gegebenen System enthaltenen Rotationspaare ver- 
schiebe man nun auch noch, jedes parallel mit sich, nach O, so 
erhält man ein Aggregat von Paaren, dessen Resultirendes man 
nach Kapitel I eindeutig zu construiren weiss. Das mit der ge- 
gebenen Reihe von Windungen äquivalente System von Rotationen 
ist daher in bekannter- Weise auf eine Einzelrotation und ein 
Rotationspaar, d. i. auf eine Rotation und eine Translation zurück- 
geführt. Das Resultat kann dann noch, und zwar eindeutig, so 
transformirt werden, dass die Translationsrichtung parallel zur Ro- 
tationsaxe wird. Woraus man ersieht, dass es in der That für 
jedes Windungssystem eine, nach Schraube und Amplitude ein- 
deutig bestimmte, resultirende Windung giebt. 

Andererseits bemerkt man aber auch jetzt schon, dass die Ge- 
setze für die Bildung der resultirenden Dyname und der resultiren- 
den Windung in der That identisch sind. Es würde dies noch 
prägnanter hervorgetreten sein, wenn in der Betrachtung über die 
Windungen für jede Windung das ihr äquivalente System von 
Einzelrotationen eingeführt worden wäre. 

Der Grund dieser Erscheinung liegt darin, dass das geome- 
trische Bild sowohl des Dynamensystemes (in dessen Zurückführung 
auf das System von Einzelkräften), wie auch das des Windungs- 
systemes (in seiner Zurückführung auf das System von Einzelrota- 
tionen) gegeben ist durch das allgemeine Streckensystem. 
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Die Theorie dieser Streckensysteme, von der auch der wesent- 
liche Inhalt des Princips der virtuellen Verschiebungen abhängt, ist 
hauptsächlich von A. F. Moebius und Herrn Schell ausgebildet 
worden, und dem letzteren verdankt man eine streng systematische 
Darstellung derselben, aus der erst ihre ausserordentliche Wichtig- 
keit so recht hervortritt. Auch eines Aufsatzes von Rodrigues ist 
hier zu gedenken, in der als die Quelle der Analogie zwischen 
der Composition von Rotation und der von Kräften eben das Prin- 
cip der virtuellen Verrückungen genannt wird. (Lionville’s Jour- 


nal t. 5, 1840, pag. 436.) 


SB. 

Wir wenden uns nun zur Einführung einer Grösse, mit deren 
Hülfe Herr R. Ball zunächst die Ergebnisse des vorigen Paragraphen 
in einfacher und eleganter Weise abgeleitet hat, die aber auch 
fernerhin uns eines der werthvollsten Instrumente sein wird für 
die Untersuchung dynamischer Fragen. 

Wir nehmen an, dass auf ein starres System eine Dyname an 
einer Schraube 3 wirke. Ihre Intensität sei also 8’. Nun er- 
theilen wir dem Körper eine (virtuelle) Windung um eine Schraube «. 
Die, nach Kapitel II $ 8, kleine Windungsamplitude ist «'. Wir 
suchen einen Ausdruck für die Arbeit der Dyname in Bezug auf 
die Windung. 

Man nehme «@ zur æ-Axe eines Systems orthogonaler Parallel- 
coordinaten, die Linie des kürzesten Abstandes zwischen œ und 3 
zur y-Axe; und eine Senkrechte zu æ und y sei die z-Axe. Den 
kürzesten Abstand selber von æ und 3 nennen wir d, und der Winkel 
zwischen œ und ĝ heisse O*). 

Wenn wir nun die gegebenen Dynamen zerlegen in drei Ein- 
zelkräfte X, Y, Z parallel zu den Axen und drei Paare, von den 


*) Herr R. Ball giebt folgende Vorschrift zur einfachen Unterscheidung 
zwischen O und 2 — O. 

Man denke sich um d als Axe eine gewöhnliche rechtsgewundene Schraube 
und auf dieser eine Schraubenmutter, mit der « fest verbunden. Wenn dann 
die Schraubenmutter so gedreht wird, dass « und £ sich einander nähern, 
d.h. also dass d kleiner wird, dann ist der Winkel O der kleiner als 
ausfallende Winkel, um den « sich drehen muss bis es mit £ parallel wird. 
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resp. Momenten 4, M, N, in Ebenen senkrecht zu den Axen, so 
erhalten wir: 
X = 6" cos O0; .Y = b"'sin 0; Z = O, 

L = p" pacos O0—p"dsinO; M = p" pasin O+ p" deos O; N = 0. 

Wir haben also die gegebene Dyname auf vier Dynamen, von 
specieller Art, zurückgeführt; nämlich auf zwei Kräfte und zwei 
Paare; und wir führen die gegebene Windung auf zwei Windungen 
specieller Art, nämlich auf eine Rotation und eine Translation zu- 
rück. Nunmehr wenden wir auf diesen Fall den Satz des § 7 an, 
wonach die von der gegebenen Dyname in Bezug auf die gegebene 
Windung geleistete Arbeit gleich ist der algebraischen Summe der 
8 Arbeitsmengen, welche durch die Arbeiten in Bezug auf jede 
der vier componirenden Windungen entstehen. Sechs dieser Bei- 
träge zu der Gesammtarbeit sind aber, wie man gleich sieht, Null. 
In der That kann bei einer Rotation um die «-Axe nur das Paar L 
Arbeit verrichten. 

Da die Rotationsamplitude «' ist, so ist der Betrag der von L 
geleisteten Arbeit 

a«' 8" (pacos O—dsin 0). 
Andererseits kann in Bezug auf die translatorische Constituirende 
der gegebenen Windung nur X Arbeit verrichten. Die Grösse der- 
selben ist, da paa’ die Translationsstrecke ist, 
a 8" pacos Ô. 
Daraus ergiebt sich für die von der gegebenen Dyname in Bezug 
auf die dem System ertheilte Windung geleistete Gesammtarbeit 
der Ausdruck 
W = ga'p" (papa) cos O—dsin O}. 
Der wesentliche Theil dieses Ausdruckes ist die Grösse 
(pa + pa)cos O—dsin O. 

Diese Grösse, welche wir stets mit 


20, 5 


bezeichnen werden, hat von Herrn R. Ball den Namen „des virtuellen 
Coefficienten der beiden Schrauben œ und 8“ erhalten: was für 
uns auch maassgebend sein wird. In einzelnen Fällen werden wir 
allerdings auch von „dem virtuellen Coefficienten der Dyname 8 
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in Bezug auf die Windung «“ reden. Im allgemeinen aber ist der 
Ball’sche Ausdruck unbedingt der bessere und richtigere, denn 
der virtuelle Coefficient hängt nur von Grössen ab, die sich auf 
Schrauben allein beziehen, und hat auch, ohne Rücksicht auf 
Dynamen und Windungen, eine ganz bestimmte geometrische 
Bedeutung. 

Der virtuelle Coefficient ist einer der Hauptfactoren in der 
schönen Theorie der Dynamik starrer Systeme, welche wir Herrn 
Ball verdanken. 

An dieser Stelle sei zunächst darauf verwiesen, dass 2043 
symmetrisch ist in Beziehung auf p, und pz, sodass es also un- 
verändert bleibt, wenn die Dynamenschraube mit der Windungs- 
schraube vertauscht wird. Aus dieser Symmetrie lässt sich wie- 
derum die Identität der Gesetze für die Composition von Dynamen 
und Windungen ableiten. Insbesondere aber führt die Discussion 
des Falles, dass 

9,3 = 0 
zu ganz ausserordentlich bedeutenden Ergebnissen für unsere 
Theorie *). 
$ 4. 


In diesem Paragraphen wollen wir den ganz allgemeinen Ge- 
dankengang wiedergeben, den Herr Ball zur Auffindung der Ge- 
setze der Componirung von Windungen und Dynamen skizzirt ist. 

Nehmen wir an, drei Windungen um drei Schrauben œ, ĝ, y 
besässen die Eigenschaft, dass der Körper nach der letzten Win- 
dung (um y) wieder in dieselbe Lage zurückgeführt sei, die er vor 
der ersten Windung (um «) eingenommen hatte. 

Dann muss die Summe der Arbeiten, welche eine beliebige 
Dyname auf irgend einer Schraube y in Bezug auf die gegebenen 


*) Der Leser möge, mit Hülfe des virtuellen Coeffieienten, den Beweis 
führen, dass zwei Dynamen auf verschiedenen Schrauben und von endlichen 
Intensitäten nicht im Gleichgewicht sein können. Der analoge Satz gilt auch 
für Windungen. Die Beweise sind übrigens schon in dem in Kap. I über die 
eanonischen Reduktionen der Kraft- und der Rotationssysteme gesagten ent- 
halten. Aus dem dortigen ersieht ınan auch, wann zwei Dynamen oder zwei 
Windungen bei zusammenfallender Schraube einander aufheben (Gleichheit der 
Parameter, Summe der Intensitäten oder Windungen gleich Null). 
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drei Windungen leistet, nach früherem Null sein. Dies ergiebt die 
Gleichung 
' ' A 
[4 Daj +p Day HY Dy =Q, 


Solcher Gleichungen bestehen aber unendlich viele (von denen sechs 
unabhängig sind), die wir sämmtlich erhalten, wenn wir alle mög- 
lichen Schrauben an die Stelle von 4y treten lassen. 

Aus jeder Gruppe von dreien dieser Gleichungen lassen sich 
die Amplituden «', 8’, y' eliminiren; und vier der auf diese Weise 
hergeleiteten Gleichungen liefern alle rein geometrische Bedingungen, 
also bezüglich der Lage, Richtung und des Parameters, welche von 
den drei Schrauben «, ß, y erfüllt sein müssen, wenn die gegebenen 
drei Windungen zusammen äquivalent Null sein sollen. 

Diejenige Windung um y, welche für sich allein mit der ge- 
gebenen Windung um y äquivalent Null ist, also die der gegebenen 
Windung entgegengesetzt gleiche Windung um y, heisst dann die 
aus den Windungen um « und f zusammengesetzte Windung oder 
die aus jenen resultirende Windung. 

Betrachten wir nun drei Dynamen auf den drei Schrauben 
«, B, y. Diese Dynamen sollen im Gleichgewicht sein. 

Dann ist die Summe der von ihnen in Bezug auf eine belie- 
bige virtuelle Windung um irgend eine Schraube 7 geleisteten Ar- 
beiten gleich Null, d. h. wir haben: 


1I r " 
æ Oa tp Day HY a, = 0; 


welche Gleichung wieder nur ein Individuum ist aus der beliebig 
grossen Menge von Gleichungen, welche wir erhalten, wenn für 7 
alle möglichen Schrauben angenommen werden. Vergleicht man 
dieses System von Gleichungen mit dem für die Windungen vor- 
hin erhaltenen, so sieht man sofort, dass die rein geometrischen 
Bedingungen, welchen die drei Schrauben für die Aequivalenz der 
Dynamen genügen müssen, vollkommen identisch sind mit denen, 
welche für die Aequivalenz der Windungen zu erfüllen waren; und 
ferner, dass für die Intensitäten der Dynamen Werthe folgen, 
welche beziehlich proportional sind den Amplituden der Win- 
dungen. 

Da nun diejenige Dyname auf y, welche für sich äquivalent 
Null ist mit der gegebenen Dyname auf y, also die der letzteren 
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entgegengesetzt gleiche, die Resultirende der beiden Dyname auf 
æ und ĝ ist, so hat sich in ganz unmittelbarer Weise die Iden- 
tität, welche zwischen der Zusammensetzung von Dynamen und 
der von Windungen besteht, von neuem herausgestellt. 

In diesem Ergebniss besteht auch der wesentliche Werth der 
3all’schen Ueberlegung; und aus diesem Grunde ist sie hier re- 
produeirt worden. 

Wir wenden uns nun zu der factischen Darstellung, der Ge- 
setze dieser Zusammensetzung und werden mit Herrn Ball die 
Betrachtung an Windungen durchführen. 


SD. 

Wir stellen das Problem noch einmal in den beiden Fassungen 
auf, die man ihm geben kann: 

„Einem starren System werden Windungen um drei Schrauben 
ertheilt. Unter welchen Bedingungen wird das System nach der 
letzten Windung dieselbe Lage einnehmen, die es vor der ersten 
besass?“ j 

Oder: 

„Es soll eine einzige Schraube so bestimmt werden, dass das 
System durch eine Windung um diese Schraube die nämliche Lagen- 
änderung erfährt, als ob es zwei gegebene Windungen um zwei ge- 
gebene Schrauben ausgeführt hätte.“ 

Wir betrachten zunächst einen speciellen Fall, aus dem sich 
dann die allgemeine Lösung leicht ergeben wird. 

Die Schrauben («, 8) der gegebenen beiden Windungen mögen 
einander unter rechten Winkeln schneiden. Ihre Parameter seien 
Pas Ppa- Wir wollen also «die Schraube 9 der resultirenden Win- 
dung bestimmen. Zu dem Zwecke führen wir ein räumliches Co- 
ordinatensystem ein, als dessen »-Axe und y-Axe wir resp. die 
Schrauben æ und 3 wählen. Die z2-Axe steht senkrecht auf der 
Ebene (æ, 8) im Schnittpunkte von œ und $£. 

Die Rotationen, die in den Windungen um « und ĝ enthalten 
sind, setzen sich zusammen zu einer einzigen Rotation, deren Axe 
durch den Schnittpunkt von « und 3 geht, und deren Amplitude 
gleich @'+ß', der geometrischen Summe der Amplituden der ge- 
gebenen Windungen, ist. Die Translationen parallel « und £ sind 
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Pa.@ und p5.8'. Ihre Resultante zerlegen wir wieder so, dass die 
eine Componente parallel wird zu der oben erhaltenen Axe der 
resultirenden Rotation, während die andere senkrecht auf dieser 
Axe steht. Durch diese letztere Componente wird nun, wie wir 
wissen, nichts weiter bewirkt als eine Verschiebung jener Rotations- 
axe parallel zu sich selber in einer Ebene, die senkrecht steht auf 
der Ebene: («, 8). 

Das Resultat dieser kurzen Betrachtung ist also, dass wir die 
beiden gegebenen Windungen in der That zusammengesetzt haben 
in eine einzige, deren Schraube 9 durch die z-Axe geht. Die 
nähere Bestimmung dieser Schraube und der resultirenden Win- 
dung ist leicht genug ausgeführt. Denn wir haben gesehen, dass 
die Amplitude der resultirenden Windung die geometrische Summe 
der Amplituden der gegebenen Windungen ist, sodass also 


#008 ==, 
”sini=ß', 
wenn / der Winkel ist, denn «die Spur O von 2 in der Ebene («, $) 
mit @ macht. Die gegebenen Translationen lassen sich also 
durch p,9'cos! und resp. P39'sin? ausdrücken. Ihre Resultante 
wird nach obigem zerlegt in eine Componente parallel O deren Be- 
trag also ist 
3 (p„eos’!+pzsin*l), 
und in eine Componente senkrecht zu 9. Diese Componente ist 
(Pa — pa)sinlcost. 
Aus diesen Resultaten ergiebt sich erstens, dass der Parameter der 
Schraube 9 der resultirenden Windung 


po = pacos’ l+ pasin’, 
und dass die Lage von 9 bestimmt ist durch die Gleichungen 


y= «tangl, 


z (Pa—pa)sin lcosl = (pa PIAT pasin 21. 


Diese Gleichungen zeigen, dass die Lage der Schraube $ der Re- 
sultirenden zweier Windungen nur von dem Verhältniss der Am- 
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plituden dieser Windungen abhängt, denn nach Obigem ist 
' 
tangi = È. 
Die Gleichungen lehren ferner, dass längs der z-Axe gleitet, 
während ihre Spur in der æy-Ebene diese letztere in gleichförmiger 
Kreisbewegung überstreicht; dass 9 also Erzeugungslinie einer 
conoidalen Fläche ist, und endlich, dass, wie sich aus den Maxi- 
malwerthen von Œz ergiebt, diese Fläche eingeschlossen ist, zwi- 
schen den beiden Parallelebenen z = =&3$(p.—p;z). Die Höhe 
der Fläche ist also pı— pp. Ihre Gleichung erhält man durch Eli- 
mination von 2 aus den Ausdrücken für die Coordinaten z, y, z 
wie folgt: 
ze Hy) — Pa —pa) sy = 0. 
Diese Fläche ist also von der dritten Ordnung. Sie hat von Herrn 
Cayley den Namen Cylindroid erhalten in Anlehnung an die 
von ihm gegebene Construction der Fläche*). 
Jeder Erzeugungslinie dieser Fläche kommt also in unseren 
Betrachtungen noch die besondere Bedeutung einer Schraube zu, 
d. h. wir assoeiiren ihr einen Parameter, dessen Werth durch den 


*) Das Cylindroid, welches in den verschiedensten Fragen in der Theorie 
der starren Systeme auftritt und überall von grosser Wichtigkeit ist, war 
schon kurze Zeit vor den ersten Ball’schen Untersuchungen in der Mathe- 
matik aufgetreten. Und zwar war es von Plücker in seiner „Neuen Geo- 
metrie des Raumes“ (publieirt nach Plücker’s Tode im Jahre 1868) als Axen- 
fläche einer zweigliedrigen Complexgruppe betrachtet. Das heisst sind C = 0 
und €’ =Q die Gleichungen zweier linearen Complexe, so sind, wenn A einen 
veränderlichen Coefficienten bedeutet, die Axen aller Complexe der Gruppe 
C+1C' = 0 auf einem Cylindroid enthalten. Ist k der Parameter des Com- 
plexes C = 0 und k' der Parameter des Complexes €’ = 0, so ist die Glei- 
chung der Axenfläche z(æ? + y?) —(k— k')zy = 0. Und der Parameter X” 
irgend eines Complexes, dessen Hauptaxe mit der x-Axe einen Winkel ọ 
macht, ist k” = kcos? y -+ k'sin? w. Die Vertheilung der Parameter in der 
zweigliedrigen Complexgruppe richtet sich also nach demselben Gesetze, wie 
die Vertheilung der Parameter der Schrauben eines Cylindroids. Die Ball’sche 
Theorie hat überhaupt vielfache Berührungspunkte mit der Theorie der Com- 
plexe, nicht nur der linearen, wie sich im nächsten Kapitel zeigen wird. 

Im Literaturnachweis werden noch einige hierauf bezügliche Angaben ge- 
macht werden. 


Ball, Mechanik, 5 
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Ausdruck 
pueos’!+pzsin?l 
bestimmt wird. 

Wir wollen nun zeigen, dass man immer ein Cylindroid so 
beschreiben kann, dass es durch zwei gegebene Schrauben 9 und ọ 
gehe. Dabei ist also zu beachten, dass der Ausdruck: „ein Cylin- 
droid gehe durch eine Schraube“ nicht allein besagt, dass diese 
Schraube eine Erzeugungslinie des Cylinders sein soll, sondern auch, 
dass ihr Parameter identisch ist mit dem Parameter, welcher 
der Erzeugungslinie des Cylindroids zuzuertheilen ist, mit der die 
Schraube coineidirt. 

Seien also $ und W zwei beliebig im Raume gelegene Schrau- 
ben. Ihr kürzester Abstand sei 4 und der Winkel zwischen $ und 
y sei A. 

Um das Cylindroid zu finden, welches durch $ und % geht, 
erinnern wir uns der Natur des Cylindroids als der einer conoi- 
dalen Fläche, von der also $ und w Erzeugende werden sollen. 
Wir nehmen daher die Linie des kürzesten Abstandes von $ und Wọ% 
zur z-Axe eines orthogonalen räumlichen Coordinatensystems. Um 
die Gleichung des Cylindroids aufstellen zu können, haben wir noch 
den Anfangspunkt dieses Coordinatensystems, die Richtung der 
x-Axe und die Parameter pa, und pg zu bestimmen. Wir wollen 
den Winkel zwischen der «-Axe und der Schraube 9 durch ¿ be- 
zeichnen; der Durchschnittspunkt dieser Schraube mit der z-Axe 
möge den Abstand 2, von dem zu bestimmenden Anfangspunkte 
haben. Die analogen Grössen für die Schraube y seien m 
und 2,. 

Die unbekannten Grössen hängen nun mit den gegebenen durch 
folgende Gleichungen zusammen: 

Pa = pacos’ l +-pzsin’l, 2, = 4 (pa —pe)sin 2l, 
pret Pucos’m+-p;sin’m, 2, = $ (Pa — pe) sin 2m, 
A = l—m, h=2—2,. 


m3 


Hieraus leitet man aber, unter Benutzung bekannter trigonometri- 
scher Relationen, die weiteren Gleichungen ab: 
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h=2—2, = }(p.—P;)(sin2!— sin 2m) 
= (Pa—pa)cos(l+m)sin(l— m) 
(pPa—pa)cos(l+m)sin A, 
zi +2, = $(p«—p;z)(sin2!+-sin2m) 
— (pa—pa)sin(l+m)cos(l— m) 
= (pa—pa)sin(l+m)cosA, 
Py — Py = (Pa—pa)Ccos’l—cos’m) 
= (pe—pa)sin(l-+m)sin(l— m) 
= (pa—pa)sin(l+m)sin A, 
Pytp, = (Patpa +}0pa—pa)(cos21+cos2m) 
= (Patpa) +(pa—pa)cos(l+m)cos(l—m) 
(Ppat+Pps)+ (Pa — Ppz)cos(l+m)cos A. 
Durch geeignete Combination dieser Resultate ergiebt sich weiter 
Py Ps = htge(l+m) = htg(21— A), Po (z. + 2,)tg4, 
Po tPy = Pat+psthootg Ad, M+(py—p,) = (Pa—pa)’sin’ A 


und daraus endlich die definitiven Bestimmungen: 


| 


Pat pe = pat Py —heotg4, 


1 pug | 
PaTPp = sind a VEHIT pP); 


= L 
l = 4 (4 + arc tg Aue) ‚= 3(Pp,—Py)eotg A+ 5 , 


m = lL— ÁA, Z = 2 — h. 


Das gesuchte Cylindroid ist hierdurch eindeutig bestimmt, denn 
man kann sich immer mit Hülfe der übrigen Relationen Auskunft 
verschaffen über das Zeichen von (pa —pp)sin A. Damit ist aber 
auch immer das Zeichen der Quadratwurzel bestimmt. 

Das so durch die Schrauben 9, y gelegte Cylindroid werden 
wir im ferneren vielfach kurz als das Cylindroid (9, W) bezeichnen. 


$ 6. 


Die grosse Wichtigkeit, welche das Cylindroid für unsere 


Theorie hat, besteht nun darin, dass der folgende Satz gilt: 
5% 
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„Wenn ein starres System Windungen erfährt um drei auf 
einem Cylindroid liegende Schrauben, und wenn die Amplitude 
jeder Windung proportional ist dem Sinus des Winkels der beiden 
nicht zugehörigen Schrauben, so wird das System nach der letzten 
Windung sich wieder genau in derselben Position befinden, die es 
vor der ersten Windung einnahm.“ 

Mit dem Beweise dieses Satzes ist dann auch der Beweis 
dieses andern Theorems gegeben: 

„Wenn an einem starren System drei Dynamen auf drei 
Schrauben eines Cylindroids wirken, so werden diese Dynamen 
dann im Gleichgewichte sein, wenn die Intensität jeder Schraube 
proportional ist dem Sinus des Winkels zwischen den beiden nicht 
zugehörigen Schrauben.“ 

Den ersten Satz beweisen wir in folgender Weise: 

Seien die drei auf dem Cylindroid liegenden Schrauben 9, p, Y; 
und seien ihre Winkel mit der «-Axe resp. l, m, n. Wir ertheilen 
dem System Windungen um diese Schrauben, deren Amplituden 
wir also durch 9, g', w' bezeichnen. Jede dieser Windungen 
kann nach obigem zerlegt werden in zwei Windungen um die auf 
den Axen æ und y aufliegenden Schrauben «@ und $ ($5). Der 
ganze Bewegungszustand des starren Systems, dem die drei Win- 
dungen ertheilt werden, lässt sich also auch darstellen durch zwei 
Rotationen resp. um die Axen æ und y und zwei Translationen, 
resp. parallel zu diesen Axen. 

Die Amplituden der beiden Rotationen sind beziehlich gleich 

9 cos!+gY' cosm—+-w' cosn 
und 
sin! +g'sinm-+ w' sinn. 
Und die correspondirenden Translationsstrecken sind resp.: 
Pa(9 cos!+g' cosm-+ y cosn) 
und 
pa(I' sin!+g' sin m+- w'sin n). 
Diese vier Grössen verschwinden, d. h. die drei gegebenen Win- 
dungen sind zusammen äquivalent Null, oder das System ist nach 
der letzten wieder in der nämlichen Lage, wie vor der ersten, wenn 


rg’: y' = sin(m— n) : sin(n—J) : sin(l— m). 
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Die obigen, die allgemeine Eigenschaft des Cylindroids darstellen- 
den Sätze sind somit bewiesen. 

Wir sehen, dass diese Fläche die Mittel an die Hand giebt, 
um zwei Windungen oder zwei Dynamen auf eine ganz ebenso 
einfache Weise zu einer einzigen Windung oder Dyname zu- 
sammenzusetzen, wie wir dies aus den Elementen bei Kräften oder 
Bewegungen mit Hülfe des Parallelogramms zu thun gewohnt sind. 

Denn man construire das Cylindroid, welches sich durch die 
Schrauben der beiden gegebenen Windungen oder Dynamen legen 
lässt. Auf der Fläche wähle man dann eine Schraube so aus, dass 
die Sinus der Winkel, welche sie mit den gegebenen Schrauben 
macht, umgekehrt proportional sind den Amplituden der gegebenen 
Windungen oder resp. den Intensitäten der gegebenen Dynamen. 

Die der so bestimmten Schraube zugehörende Windung oder 
Dyname ist dann die gesuchte Resultirende. 

Die Amplitude, resp. Intensität, dieser Resultirenden ist pro- 
portional der Diagonale eines Parallelogramms, dessen Seiten pa- 
rallel den gegebenen Schrauben sind, während ihre Länge resp. 
proportional den gegebenen Amplituden oder Intensitäten ist. 


ST. 

Wir wollen einige specielle Fälle kurz betrachten. Ist pa = p}, 
so geht das Cylindroid in eine Ebene über; und die Zusammen- 
setzung von Windungen und Dynamen ist also hier eine ganz ele- 
mentare Sache. Die Parameter aller Schrauben sind dann einander 
gleich, wie aus 


Pr = Pa cos’(E, @)+-Ppzsin’(E,@), Pa = p} 


folgt. Sind insbesondere sämmtliche Parameter gleich Null, so 
geht die im vorigen Paragraphen bewiesene Eigenschaft des Cylin- 
droids in die bekannte Construction der Resultanten von Kräften, 
deren Richtungen, oder von Rotationen, deren Axen sich schnei- 
den, über. 

Werden endlich sämmtliche Parameter unendlich gross, so geht 
der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz über wiederum in den 
von dem Parallelogramm, aber hier in dessen Anwendung auf die 
Zusammensetzung von Translationen oder von Kräftepaaren, 
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§ 8. 

Bevor wir uns in § 10 mit der Construction des Cylindroids 
beschäftigen, mögen hier einige allgemeine Bemerkungen über die 
Form des Cylindroids gemacht werden. 

Die Gleichung dieser Fläche enthält nur den einen Parameter 
À = Pa— pp, woraus sofort zu entnehmen ist, dass alle Cylindroide 
ähnliche Flächen sind, die nur in der absoluten Ausdehnung 
(Grösse), nicht in der Gestalt von einander verschieden sind. Ver- 
mehren wir Pa, pa gleichzeitig um irgend eine Grösse a, so än- 
dert sich die Gleichung der Fläche nicht, die Parameter aller 
Schrauben der Flächen wachsen aber auch um den Betrag a. 

Wie schon erwähnt, breitet sich die Fläche zwischen den bei- 
den Parallelebenen z = +4(pa— pp) aus. Das zwischen diesen 
Ebenen enthaltene Stück der z-Axe gehört der Fläche als Doppel- 
linie an. 

Der Durchschnittspunkt der 2-Axe mit einer Ebene ist ein 
Doppelpunkt oder ein isolirter (conjugirter) Punkt der Schnitteurve 
dieser Ebene mit dem Cylindroid, jenachdem er die z-Axe inner- 
halb der Strecke (pa — pp) oder ausserhalb derselben trifft. 

Die dem Buche beigegebene Tafel stellt die Abbildung eines 
nach Herrn Ball angefertigten Stabmodells des Cylindroids dar. 
Um von dem Modell zur mathematischen Fläche überzugehen, muss 
man sich den Cylinder, auf dem die Stäbe aufsitzen, unendlich 
dünn, zur Linie geworden, denken, und die Stäbe bis in’s Unend- 
liche verlängern. 


89. 

Es ist wünschenswerth, dass wir neben einer klaren Einsicht 
in die geometrische Natur des Cylindroids auch eine möglichst an- 
schauliche Vorstellung von dieser Fläche besitzen in Hinsicht auf 
die besondere mechanische Bedeutung, welche derselben im Rahmen 
unserer Theorie zukommt. Diese mechanische Bedeutung des Cy- 
lindroids findet ihren Ausdruck in dem Gesetze der Parameterver- 
theilung, wenn die Erzeugungslinien der Fläche als Schrauben be- 
trachtet werden. 

Dieses Gesetz ist dargestellt durch die Formel des § 5 


Po = Pacos’ I+-pzsin®l. 
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Man kann leicht auf Grund dieser Gleichung die Parameterverthei- 
lung auch geometrisch darstellen. Betrachten wir nämlich in der 
wy-Ebene den Kegelschnitt 
pa’ pay’ = H, 

wo H eine beliebige Constante ist. 

Ist nun r derjenige Durchmesser dieses Kegelschnitts der mit 
der -Axe den Winkel ¿ macht, so giebt die Vergleichung der bei- 
den letzten Gleichungen die Relation 


Den Kegelschnitt 

Paz’ + poy? = H 
nennt Herr Ball den Parameterkegelschnitt.. Und wir kön- 
nen das Gesetz der Parametervertheilung auch so aussprechen: 

„Der Parameter einer beliebigen Schraube auf einem Cylin- 
droid ist umgekehrt proportional dem Quadrate des der Schraube 
parallelen Halbdurchmessers des Parameterkegelschnitts. “ 

Es ist um so vortheilhafter sich dieses Ball’schen Satzes zu 
bedienen, als wir eine ganze Reihe sehr einfacher Constructionen 
des Cylindroids besitzen, die aber, mit einer Ausnahme, auf die 
Parametervertheilung keine Rücksicht nehmen, während der Para- 
meterkegelschnitt auch hierfür uns eine klare geometrische An- 
schauung giebt. 


$ 10. 


Unter den geometrischen Constructionen des Cylindroids ist in 
erster Linie diejenige des Herrn Cayley zu erwähnen, aus der, 
wie erwähnt, dieser Mathematiker eine Benennung der Fläche her- 
genommen hat. 

Die Cayley’sche Construction betrachtet die Fläche nur in 
ihrem geometrischen Charakter und lässt die mechanische Bedeu- 
tung, die in der Parametervertheilung ihren Ausdruck findet, zu- 
nächst ausser Acht. 

Es sei von einem Cylindroid, das von der Constanten 2« ab- 
hängt, die Doppellinie D nach Lage und Richtung gegeben. Auf 
D tragen wir die Strecke 2« auf und legen durch den Mittelpunkt 
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dieser Strecke eine Ebene e 
senkrecht zu D. In e ziehen 
wir einen Kreis X mit dem 
Radius «œ, der durch den 
Punkt (e, D) geht und be- 
trachten den über diesem 
Kreise stehenden Rotations- 
cylinder, sowie dessen durch 
(e, D) gehende Seitenlinie, 
also D. Dann legen wir 
durch den im Punkte (e, D) 
endigenden Durchmesser d 
des Kreises eine Ebene f, die mit e den Winkel +æ macht. Sie 
schneidet den Cylinder in einer Ellipse Æ, deren Projection auf e 
der Kreis ist. Der Abstand eines beliebigen Punktes dieser Ellipse 
von seiner Projection auf dem Kreise, ist dann gleich dem Abstande 
des letzteren Punktes von ð. 

Schneidet dann irgend eine zu e parallele Ebene e' die Ge- 
rade D in einem Punkte (e', D) und die Ellipse in zwei Punkten 
(e, E), und (e', E),, so sind die Geraden [(e', D); (e', &E)] = 4; 
[(e', D), (e', E) | = 4, Erzeugende eines Cylindroids, dessen Dop- 
pellinie D ist. 

Denn die Projection A’ von A, auf e mache mit ð den Win- 
kel /, so ist der Abstand des Durchschnittspunktes (A,, X) von ô 
gleich asin2/; dies ist aber nach obigem auch der Abstand des 
Punktes (A,, D) von e. 

Nehmen wir also ô als y-Axe, die Tangente in (e, D) an den 
Kreis K als z-Axe und D als z-Axe eines räumlichen Coordinaten- 
systems an, so ist dann die Linie A, bestimmt durch die Gleichung 


y = «tangl, 
2= A AA 


aus denen durch Elimination von / die Gleichung des Cylindroids 
in der bekannten Form folgt 


(a +y’)—2aay = 0. 


Wir haben hier ein beliebiges; von der Constanten 2@ abhängendes 
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Cylindroid construirt. In der Anwendung sind die Axen » und y 
(die Schraube «, 8 des § 5) gegeben. 

Es war bei dieser Construction die Gerade D als vollständig ge- 
geben angenommen worden. Der die Construction vermittelnde 
Cylinder wurde dann beliebig gelegt, mit der einzigen Bedingung, 
dass er durch D gehen solle. 

Wir können die Consgruction so abändern, dass wir nun den 
Cylinder als fest gegeben annehmen, und irgend eine beliebige 
seiner Erzeugenden zur Doppellinie oder Direktrix des Cylindroids 
nehmen. Wir wollen dieselbe wieder mit D bezeichnen. 

Es sei nun ein fester elliptischer Schnitt Æ dieses Cylinders 
gegeben. Wir construiren den, durch die kleine Axe von Æ gehen- 
den, zur Öylinderaxe senkrechten Kreisschnitt X (dessen Radius 
wieder « ist). Irgend eine zu Ä parallele Ebene 4’ schneidet die 
Gerade D in einem Punkte (D, k') = S, und die Ellipse Æ in 
Punkten (k', E) = Q, (k E) = Q, derart, dass der Winkel 
Q SQ, = 47 ist. Die Geraden SQ, und SQ, sind Erzeugende 
eines Cylindroids. Denn zieht man in der Ebene von K eine Pa- 
rallele durch den Punkt (D, K) zu der kleinen Axe der Ellipse Æ 
und betrachtet diese Gerade als x-Axe, eine im Punkte (D, K) zu 
ihr normale Geraden als y-Axe und D wieder als z-Axe, wäh- 
rend / der Winkel sein möge, den die Projection von SQ, auf die 
Ebene von K mit der «-Axe macht, so hat man wieder für SQ 
die Gleichung 

y = atgl, 

z = asin2!. 
Es ist also dasselbe Cylindroid, nur in einer anderen Lage wieder 
gefunden worden. 

In der soeben angestellten Betrachtung ist auch schon die 
Construction des Cylindroids enthalten, welche Clifford in seinen 
Elements of Dynamic (pag. 126 u. 127) angegeben hat. 

Es mögen wieder die beiden Schrauben œ, $ des $5 gegeben 
sein, œ auf der «-Axe, ß auf der y-Axe. Wir wollen dann hier 
auch die Bezeichnungen unserer Theorie wieder gebrauchen. Wir con- 
struiren einen Kreis, vom Durchmesser p„—pz, der durch O geht, 
und dessen Mittelpunkt auf der Halbirungslinie der Winkel æ Oy 
liegt. Es ist also OA = OB. Wir denken uns wieder den über 
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Fig. 14. dem Kreis stehenden Rota- 
tionseylinder construirt und 
schneiden ihn mit einer durch 
AB gehenden Ebene, die mit 
der Ebene. (xy) den Winkel 
+ r macht. 

Diese Ebene schneidet den 
Cinder in einer Ellipse. 
Zieht man durch die Punkte 
dieser Ellipse Strahlen, wel- 
che der Ebene (wy) parallel 
sind und die 2-Axe schnei- 
den, so sind diese Strahlen 
Erzeugende eines Cylindroids, 
dessen Doppellinie die 2-Axe ist und welches von der Constanten 
Pa— pp abhängt. 

Der Beweis kann nach den bisherigen Darlegungen leicht vom 
Leser selbst gebildet werden. 


Diese Constructio- 
Fig. 15. nen sind rein geo- 
metrische. Von Le- 
wis ist eine solche 
angegeben worden, 
die auch auf die Be- 
deutung des Cylin- 
droids für die Me- 
chanik volle Rück- 
sicht nimmt. 

Es mögen wieder- 
gegeben sein die bei- 
den Schrauben «a, ß 
mit den Parametern 
Pa, po und die Dop- 
pellinie oder Direk- 

„trix OZ. 
Lassen wir eine 


durch OZ gehende 


N 
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Ebene um diese Axe rotiren, so enthält die Ebene in jeder ihrer 
Lagen eine Erzeugende des Cylindroids. 

Betrachten wir eine solche Lage e dieser Ebene, die mit der 
x-Axe den Winkel ¿ macht. In dieser Ebene e construiren wir 
einen Kreis, mit dem Durchmesser pa— pp, dessen Mittelpunkt in 
der æy-Ebene liegt. Die Lage dieses Kreises bestimmen wir so, 
dass der Abstand seines Mittelpunktes von O gleich 4(pa + pp) ist. 
Es ist also 

OM = 9, CON E= ph. 
Nun ziehen wir in der Ebene e durch den Punkt M einen Strahl, 
der mit MN den Winkel ¿ macht und den Kreis in P trifft. 

Eine durch P zur æy-Ebene gezogene Parallele PQ, die die 
Direktrix in Q schneidet, ist dann eine Erzeugende des Cylindroids. 
Denn es ist 
OQ=FP=z= (pa pz)sin2l, 
und die Gerade MN hat die Gleichung 

y= atgl. 
Die Strecke PQ auf dieser Erzeugenden stellt aber hier auch zu- 
gleich deren Parameter dar, da 

PQ = (pat pa) + 4(Ppa—pa)cos2l 

= $ (pat pa) +4(pa—pa)(cos*l—sin*?) 
= (pat pe)(cos’ l+ sin” l)+4(pa—pa)(cos*l— sin?!) 
= pacos’ l+ pesin’ l. 

An diese Lewis’sche Construction lässt sich noch ein inter- 
essanter Satz knüpfen, der hier nur kurz skizzirt wird. Betrachten 
wir in Figur 15 die Strecken QP, QT und Q'T', so sehen wir so- 
fort, dass die beiden letzteren Schrauben gleichen Parameters auf 
dem Cylindroid vorstellen, während QP und QT die Bilder von 
zwei Schrauben sind, die sich auf der Direktrix schneiden. Der 
Winkel der Schrauben QP und Q'T' wird gegeben durch den 
Peripheriewinkel PMT' in dem Kreise MT'NP. Es ist aber 
PMT' = 4m. Daher der Satz: 

„Ist eine Schraube auf einem Cylindroid normal zu einer von 
zwei auf der Direktrix sich schneidenden Schrauben desselben Cy- 
lindroids, so hat sie gleichen Parameter mit der anderen Schraube.“ 
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$ 11. 

Wir haben im vorigen Paragraphen eine Construction des Cy- 
lindroids betrachtet, in der die von Cayley und Clifford gege- 
benen Constructionen als besondere Fälle enthalten waren. 

Betrachten wir wieder die Ebene der beiden Erzeugungslinien 
SQ, und SQ,, wo also S ein Punkt der Direktrix und Q, und Q, 
Punkte eines festen elliptischen Schnittes des dort construirten 
Cylinders sind. Dabei ist zu beachten, dass die Direktrix bei dieser 
Construction eine beliebige Erzeugungslinie des Cylinders ist, also 
auch beliebig zu der Ellipse liegt und nicht etwa durch einen der 
Axenscheitelpunkte geht. Die Ebene SQ,Q, verschieben wir nun 
parallel bis S in den Schnittpunkt der Direktrix mit der Ellipse 
gelangt. 

Dann wird die eine der Geraden SQ, SQ,, etwa SQ,, Tangente 
am Rotationseylinder, während SQ, in die Ebene der Ellypse fällt. 
Es besteht also der Satz: 

„Berührt ein Kreiscylinder die Ebene, welche die Direktrix und 
eine Erzeugungslinie des Cylindroids enthält, so schneidet er das 
Cylindroid in einer Ellipse. Diejenige Erzeugungslinie des Cylin- 
droids, welche sich mit der gegebenen auf der Direktrix schneidet 
liegt in der Ebene dieser Ellipse.“ 

Nun berührt aber jeder durch die Direktrix gehende Kreis- 
cylinder irgend eine Erzeugende des Cylindroids, daher weiter: 

„Jeder Kreiscylinder, der durch die Direktrix geht, schneidet 
das Oylindroid in einer Ellipse.“ 

In der Ebene dieser Ellipse liegt eine Erzeugende, die wieder 
SQ, heissen möge. Da nun die Ellipse selbst dem Cylindroid an- 
gehört, so bestimmen ihre Tangente in Q, und die Erzeugende SQ, 
die Tangentenebene an die Fläche im Punkte Q.. 

Die Ebene der Ellipse ist selbst die Tangentenebene im Punkte 
Q,- Umgekehrt gilt auch: 

„Jede Tangentenebene des Cylindroids schneidet dasselbe in 
einer Ellipse.“ 

Ist also in einem Punkte Q,, der Erzeugenden SQ,, die Tan- 
gentenebene an das Cylindroid zu construiren, so construire man 
einen Kreis, der durch den Punkt Q, geht und die Gerade 5Q,, 
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die sich mit SQ, auf der Direktrix schneidet, im Punkte P be- 
rührt. Der über diesem Kreis stehende gerade Cylinder schneidet 
das Cylindroid in der Ellipse, deren Ebene tangirt. Diese Ebene 
ist aber jetzt leicht zu zeichnen. 

Die Verbindungslinie 77’ der Punkte T und 7’, in welchen 
irgend zwei Erzeugende des Cylindroids, die durch denselben Punkt 
S der Direktrix gehen, die Ellipse schneiden, ist immer der klei- 
nen Axe dieser Ellipse parallel. 

Betrachten wir nun wieder diejenige Erzeugende SQ, des Cy- 
lindroids, die in die Ebene der Ellipse fällt. Durch Q, ziehen wir 
in der Ebene der Ellipse eine Parallele zu deren grosser Axe. Der 
Schnittpunkt mit der Ellipse sei P. Die durch diesen Punkt ge- 
zogene Erzeugende des Cylindroids sei & P. Die Verbindungslinie 
SP geht durch den Mittelpunkt der Ellipse und die Ebene SPS, 
ist eine Durchmesserebene des Cylinders, dessen Durchschnitt mit 
dem Cylindroid die betrachtete Ellipse ist. Die Ebene SPS, ist 
daher normal zu der Tangentenebene eines Cylinders im Punkte 8. 
Also kreuzt die Erzeugende S, P die durch S gehende zweite Er- 
zeugende SQ, rechtwinklig und hat somit gleichen Parameter 
mit ihr. 

„Die Verbindungslinie der Punkte, in denen die Ellipse in 
zwei sich auf der Direktrix schneidenden Erzeugende des Cylindroids 
getroffen wird, ist parallel der kleinen Axe der Ellipse.“ 

„Die Verbindungslinie der Punkte, in denen die Ellipse von 
zwei Erzeugenden gleichen Parameters getroffen wird, ist parallel 
der grossen Axe.“ 

Leicht überzeugt man sich noch von der Gültigkeit der folgen- 
den beiden Sätze: 

„Die kleinen Axen aller der Ellipsen, in denen das Cylindroid 
. von seinen Tangentenebenen geschnitten wird, liegen in einer 
Ebene, nämlich in der Ebene der Schrauben «œ, 3% des § 5, das 
heisst in der Ebene, welche im Mittelpunkt O der Direktrix senk- 
recht auf dieser steht.“ 

„Die Differenz der Quadrate der Axen der Ellipsen, in der 
eine Tangentenebene das Cylindroid schneidet, ist unveränderlich 
für alle Lagen der Tangentenebene.“ 

Sind wie gewöhnlich «, ò die halbe grosse und die halbe kleine 
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Axe der Ellipse, so ist nämlich 


a —b" = Hp — pp)”. 


Die Sätze dieses Paragraphen verdankt man im wesentlichsten dem 
Herrn Casey. 


§ 12. 


Alle Erzeugenden des Cylindroids sind einer Ebene parallel, 
nämlich einer auf der Direktrix senkrechten Ebene. 

Greifen wir daher drei beliebige dieser Erzeugenden heraus, 
so können diese als drei Strahlen der einen Regelschaar eines 
hyperbolischen Paraboloids betrachtet werden. Die Direktrix ge- 
hört dann der andern Regelschaar dieses hyperbolischen Para- 
boloids an. 

Aus dieser Bemerkung ergiebt sich eine einfache geometrische 
Construction eines Cylindroids aus zweien seiner Erzeugungslinien 
G, @'. Man ziehe die gemeinschaftliche Senkrechte von @ und G". 
Dies ist die Direktrix D. 

Dann betrachten wir @ und @' als Axen eines Strahlen- 
systems 1t Ordnung und 1t" Klasse und construiren die kürzesten 
Abstände aller Strahlen dieses Systems von D. Die so erhaltenen 
Strahlen sind die Erzeugenden der Fläche. Dabei ist zu beachten, 
dass jede Erzeugende @" des Cylindroids Linie kürzesten Abstandes 
für eine ganze hyperbolisch-paraboloidische Regelschaar des Strahlen- 
systems (@, @') ist, sodass also bei unserer Construction die zwei- 
fach unendliche Mannigfaltigkeit von Strahlen des Strahlensystems 
nur als einfach unendliche Mannigfaltigkeit von Regelschaaren zur 
Wirkung kommt, sodass die Construction denn auch nur eine ein- 
fach unendliche Mannigfaltigkeit von Strahlen, also in der That 
eine Regelfläche liefert. 


$ 13. 

Es ist ein wesentliches Characteristicum der Ball’schen Theorie, 
dass sie die Lösung der mechanischen Probleme mit Hülfe klarer 
geometrischer Vorstellungen und Anschauungen unternimmt. 

Fassen wir in dieser Hinsicht den Inhalt des vorliegenden Ka- 
pitels zusammen, so ergiebt sich: 
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„Dass jederzeit ein Cylindroid so bestimmt werden kann, dass 
nicht nur zwei seiner Erzeugungslinien mit zwei gegebenen Schrau- 
ben «, 8 coincidiren, sondern dass auch, wenn alle Erzeugenden 
der Fläche als Schrauben betrachtet werden, indem wir jeder von 
ihnen einen dem Parametervertheilungsgesetz entsprechenden Para- 
meter zuertheilen, diejenigen Erzeugungslinien, welche mit «, $ zu- 
sammenfallen, dann Parameter erhalten, welche den gegebenen 
Parametern von «a, 8 gleich sind.“ 


Kapitel IV. 
Reciproke Schrauben. 


Si 
Wir wenden uns nun zur Betrachtung des Falles, dass der 
virtuelle Coefficient zweier Schrauben verschwindet. Heissen diese 
Schrauben «, 8, so haben wir mit den Bezeichnungen des vorigen 
Kapitels also 


20,5 = (Pa + pp) cos O—dsin O = Q. 


Die Gleichung besagt nun, dass ein starres System, welches solchen 
Bedingungen unterworfen ist, dass es lediglich eine Windung um « 
ausführen kann, im Gleichgewicht bleibt, wenn eine Dyname auf 8 
auf es wirkt. Aber die Grösse @,z ist symmetrisch in Bezug auf 
« und $, und die Gleichung lässt sich daher auch so interpretiren, 
dass ein System, welchem lediglich eine Windung um £ gestattet 
ist, seine Lage nicht ändert unter der Wirkung einer Dyname auf «. 

Der virtuelle Coefficient hängt nur ab von den Bestimmungs- 
stücken der Schrauben g, 8, nicht aber von den Intensitäten von 
Dynamen oder Amplituden von Windungen. Die Gleichung ©, = O 
drückt daher eine rein geometrische Beziehung der beiden Schrau- 
ben q, $ aus. Diese Beziehung nennt Herr Ball die Reciprocität 
zweier Schrauben. 


www.rein.org.pl 


80 Theoretische Mechanik. 


„Zwei Schrauben «, $ heissen reciprok, wenn ihr vir- 
tueller Coefficient Null ist.“ 


82. 
Man giebt leicht einige specielle Fälle der Reciprocität von 


Schrauben an. So sind parallele oder einander schneidende Schrau- 
ben reciprok, wenn die Summe ihrer Parameter Null ist. Ferner 


sind zwei Schrauben reciprok, wenn ihr Winkel O = >- ist und 
wenn sie entweder einander treffen oder aber, wenn einer der Para- 
meter unendlich gross wird. 

Auch zwei Schrauben, deren Parameter beide unendlich gross 
sind, sind reciprok. Denn, wie wir in Kapitel I sahen, leistet ein 
Kräftepaar keine Arbeit in Bezug auf eine Translation. 

Endlich sei hier noch bemerkt, dass eine Schraube, deren 


Parameter Null oder unendlich gross ist, sich selber reciprok ist. 


8:3. 

Es sei nun gegeben eine Schraube n, die gleichzeitig reciprok 
ist zweien anderen Schrauben 9 und . Diese Schrauben 9 und 
ø bestimmen ein Cylindroid (9, 9). Und eine Dyname auf irgend 
einer Schraube w dieses Cylindroids, kann in Dynamen auf 2 und 
o zerlegt werden. Da nun 7 reciprok ist zu $ und 9, so wird 
ein Körper, der nur um 7 gewunden werden kann, seine Lage 
nicht ändern unter der Wirkung von Dynamen auf $ und g. Er 
wird aber, nach dem soeben Gesagten, seine Lage auch nicht än- 
dern unter der Wirkung einer Dyname auf irgend einer Schraube 
wy des Cylindroids (9, p). 

Wir haben also den Satz: 

„Wenn eine Schraube Ņ reciprok ist zweien andern 
Schrauben 9, p, so ist y auch reciprok jeder andern auf 
dem Cylindroid (9, p) liegenden Schraube.“ 

Wir werden diese Eigenschaft kurz so ausdrücken, dass wir 
die Schraube 7 reciprok zu dem Cylindroid (9, g) nennen. 

Dieses Cylindroid wird als Fläche dritter Ordnung von 7 in 
drei Punkten geschnitten. Durch jeden derselben geht eine Schraube 
des Cylindroids. Jede dieser drei Schrauben ist also der Schraube 7 
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reciprok. Nach $ 2 können aber zwei sich schneidende Schrauben 
nur reciprok sein, wenn sie entweder rechtwinklig sind oder wenn 
die Summe ihrer Parameter Null ist. Aus der Formel 


p = pacos’ l+ posin’? 


folgt nun, dass Schrauben gleichen Parameters immer nur paar- 
weise auf dem Cylindroid auftreten, denn es ergiebt sich derselbe 
Werth von p nur für die Werthe ¿ und #—/ des Winkels, welche 
die Schraube vom Parameter p mit der Schraube œ (x-Axe) macht. 
Dasselbe Resultat ergiebt sich übrigens auch aus der Lewis’schen 
Construction des Cylindroids. Die Schraube 7 kann also nur zwei 
Schrauben des Cylindroids treffen, die mit ihr entgegengesetzt glei- 
chen Parameter haben. Auf der dritten Schraube muss also 9 
senkrecht stehen. 

„Jede Schraube n, welche reciprok ist zu einem Cy- 
lindroid (9, p), schneidet eine der Erzeugunglinien (Schrau- 
ben) des Cylindroids unter rechtem Winkel.“ 

Und weiter sieht man, dass jede Schraube 7, welche auf einer 
der Erzeugenden eines Cylindroids senkrecht steht, die Fläche in 
zwei Punkten noch so schneidet, dass die durch diese Punkte 
gehenden Schrauben des Cylindroids gleiche Parameter haben. 


§ 4. 

Fällt man von einem Punkte P auf sämmtliche Erzeugungs- 
linien eines Cylindroids Senkrechte und charakterisirt diese Senk- 
rechten als Schrauben, indem man ihnen Parameter zuertheilt, 
gleich und entgegengesetzt den unter einander gleichen Parametern 
der beiden Schrauben, welche noch von ihnen getroffen werden, 
so bilden alle diese Senkrechten eine Kegelfläche, deren jede Er- 
zeugungslinie reciprok ist zu dem gegebenen Cylindroid. Wir kön- 
nen diesen Kegel den Reciprokalkegel des Punktes P in Be- 
zug auf das Cylindroid nennen. 

Es soll nun die Ordnung dieses Kegels untersucht werden. 

Wir ziehen durch den Punkt P eine Parallele zur Directrix. 
Diese Parallele ist senkrecht zu allen Erzeugenden des Cylindroids. 
Sie schneidet die Directrix in zwei unendlich weit entfernten 
Punkten, da die Directrix Doppellinie des Cylindroids ist. Diese 
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Punkte sind übrigens imaginär, da die Doppellinie nur eine be- 
stimmte endliche, im Endlichen gelegene Strecke mit der Fläche 
gemein hat. 

Die Parallele schneidet das Cylindroid daher noch in einem 
dritten, reellen Punkte T. Durch diesen Punkt 7 geht eine Er- 
zeugende des Cylindroids, zu der es noch eine und nur eine andere 
Erzeugende LM giebt, die mit ihr gleichen Parameter hat. 

Legen wir durch T und LM 
eine Ebene, so schneidet diese das 
Cylindroid in eine Curve 3. Ord- 
nung, die in die Gerade AM und 
einen Kegelschnitt zerfällt. Diese 
Ebene ist nur mit einer einzigen 

/ Erzeugenden des Cylindroids pa- 
rallel, nämlich mit der in ihr lie- 
genden Geraden LM. Sie schnei- 
det daher alle übrigen Erzeugungs- 
linien desCylindroids im Endlichen. 
Der Kegelschnitt ist daher eine 
Ellipse. In der Ebene dieser El- 
lipse ziehen wir eine Gerade durch 
T, die LM in einem Punkte U 
und die Ellipse in Y trifft. Diese 
Gerade TU Y schneidet also zwei 
Schrauben (Erzeugungslinien) des 
Cylindroids, welche gleichen Parameter haben. Sie muss daher 
senkrecht stehen auf der dritten von ihr getroffenen Schraube, 
welche durch den Punkt Y geht. Diese letztere Schraube ist also 
normal zu T Y und zu PT, also auch normal zu der Ebene PT'Y 
und somit endlich auch normal zu PY. Das heisst also: Y ist der 
Fusspunkt des von P auf die durch Y gehende Erzeugungslinie des 
Cylindroids gefällten Lothes. Daher weiter: 

Die Ellipse ist der Ort der Fusspunkte der von P auf die Er- 
zeugenden des Cylindroids gefällten Senkrechten. Der Reciprokal- 
kegel des Punktes P hat also eine Curve 2. Grades zur Leitlinie. 

„Der Reeiprokalkegel eines Punktes P in Bezug auf 
ein Cylindroid ist von der zweiten Ordnung.“ 


Fig. 16. 
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Die Construction dieses Kegels lässt sich durch Benutzung des 
Lewis’schen Verfahrens leicht erreichen; denn mit Hülfe desselben 
kann, nachdem, wie oben, der Punkt T bestimmt worden ist, nach-. 
dem man also die durch diesen Punkt gehende Schraube kennt, 
sofort die ihr parametergleiche Schraube LM bestimmt werden; 
wonach sich dann der Rest der Construction ohne weiteres aus dem 
obigen ergiebt. 

Es sei noch bemerkt, dass die Ebene TLM, da sie durch eine 
Erzeugende des Cylindroids geht, die Fläche im Punkte Z berühren 
muss, während LM im Punkte M von einer anderen Erzeugenden 
geschnitten wird. Es folgt also noch, dass Z der Fusspunkt der 
der von T auf LM gefällten Senkrechten ist, und dass M auf der 
Doppellinie liegt. 

Wir wollen nun den Punkt P, dessen Reciprokalkegel wir be- 
trachtet haben, eine Ebene Æ durchlaufen lassen, und für jede 
Lage von P den Reciprokalkegel eonstruiren. Die Ebene Æ schnei- 
det dann jeden dieser Kegel in zwei Strahlen und alle diese Strahlen 
umhüllen eine Curve zweiter Classe, da von jedem Punkte der 
Ebene zwei und nur zwei Tangenten an die Enveloppe gezogen 
werden können. Daher: 

„Alle zu einem Cylindroid reciproken Schrauben 
einer Ebene umhüllen einen Kegelschnitt.* 

„Die Gesammtheit aller zu einem Cylindroid reci- 
proken Schrauben im Raume bildet daher einen Linien- 
complex zweiten Grades.“ 

Dieser Satz ergiebt sich aus der Combination der beiden Re- 
sultate dieses Paragraphen. 


§ 5. 

Zur Bestimmung einer Schraube sind fünf Grössen nothwendig 
und hinreichend. Wenn daher die Frage nach dem Ort einer 
Schraube gestellt wird, die zu vier gegebenen Schrauben reciprok 
ist, so bemerken wir, dass durch die vier Reciprocitätsbedingungen 
nur vier dieser Grössen bestimmt werden, dass es also noch eine 
einfache Mannigfaltigkeit, d. h. eine Fläche, von Schrauben giebt, 
welche diesen Bedingungen genügen. Diese Fläche kann nun keine 
andere sein, als ein Cylindroid. 


6* 
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Denn es seien A, u, v drei Schrauben, deren jede zu vier ge- 
gebenen Schrauben reciprok ist. Wir nehmen an, A, u, v lägen 
nicht auf demselben Cylindroid. Dann bestimmen also 4, u ein 
Cylindroid (A, u); und jede Schraube 9 desselben ist reciprok zu 
den vier gegebenen. Ebenso bestimmen (A, v») ein Cylindroid; 
und jede Schraube w desselben ist ebenfalls reciprok zu den vier 
gegebenen. 

Aber g, Y bestimmen ihrerseits wieder ein Cylindroid, dessen 
Schrauben nach dem Obigen ebenfalls alle reciprok sind zu den vier 
gegebenen Schrauben. Sind nun (A, u), (A, v) wirklich zwei ver- 
schiedene Cylindroide, so giebt es nicht nur ein Cylindroid (y, Y), 
sondern eine Schaar solcher Flächen. Der Ort einer Schraube, die 
zu vier gegebenen Schrauben reciprok ist, würde daher keine ein- 
fache Mannigfaltigkeit von Schrauben mehr sein. Dies muss aber 
stattfinden. Dazu ist nothwendig, dass die Cylindroide (A, u) und 
(å, v) zusammenfallen in ein einziges. Dann bestimmen auch y, w 
immer nur ein einziges Cylindroid, nämlich eben dasjenige, welches 
die drei Schrauben 4, u, v als Erzeugungslinien enthält. Es kann 
also nicht drei Schrauben A, u, v geben, die zu vier gegebenen 
Schrauben reciprok sind, die nicht gleichzeitig einem und dem- 
selben Cylindroid angehörten. 

„Der Ort einer Schraube, die reciprok ist zu vier ge- 
gebenen Schrauben, ist ein Cylindroid.“ 


$ 6. 

Die Construction des Cylindroids, welches der Ort ist aller zu 
vier gegebenen Schrauben reciproken Schrauben, kann in der fol- 
genden Weise ausgeführt werden. 

Seien «, p, y, ô die vier gegebenen Schrauben, und ihre Para- 
meter p, > Pe >P, > Psy Wir construiren nun die Cylindroide 
(æ, y) und (8,6). Ist nun ø eine Strecke, deren absoluter Betrag 
zwischen p, und p, liegt, so wird es immer möglich sein, zwei 
Schrauben vom Parameter ø auf (œ, y) und ebenso zwei Schrauben 
vom Parameter ø auf der Fläche (f, ð) zu finden. Zu den so ge- 
wählten vier Schrauben giebt es im allgemeinen zwei Transver- 
salen. Jeder dieser Transversalen ertheilen wir den Parameter —o 
und nennen die so entstandenen Schrauben 9 und g. 
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Da nun einander schneidende Schrauben reciprok sind, wenn 
die Summe ihrer Parameter Null ist, so müssen 9 und  reciprok 
sein zu den beiden Cylindroiden («, y) und ($, ô). 

Und daraus folgt nun nach Obigem, dass alle Schrauben des 
Cylindroids (9, p) reciprok sind zu den gegebenen «, ß, y, ð; wo- 
durch die Aufgabe gelöst ist. 


er. 

Das Problem der Bestimmung einer Schraube, welche zu fünf 
gegebenen Schrauben reciprok ist, muss eine endliche Anzahl von 
Lösungen besitzen, da die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungs- 
gleichungen dieselbe ist, wie die Anzahl der verfügbaren Con- 
'stanten. 

Dabei ist es nun wichtig, zu bemerken, dass die Zahl der 
Lösungen nur Eins sein kann. 

Denn, wenn zwei Schrauben gefunden werden könnten, welche 
den Bedingungen genügten, so würden auch sämmtliche auf dem 
durch diese beiden bestimmten Cylindroid liegenden Schrauben 
jenen Bedingungen genügen. Wir würden also keine endliche An- 
zahl von Lösungen haben. Dass die Anzahl der Lösungen auch 
nicht grösser als Zwei sein kann, sieht man aus demselben Grunde 
sofort ein. 

Die Construction der Schraube, deren Existenz soeben nachge- 
wiesen wurde, kann mit Hülfe der im vorigen erlangten Resultate 
geleistet werden. Man construire das Cylindroid, welches alle 
Schrauben enthält, welche zu vier von den gegebenen fünf Schrau- 
ben reciprok sind und gleichzeitig das Cylindroid, welches der Ort 
aller zu einer anderen Gruppe von vier der gegebenen fünf Schrau- 
ben reciproken Schrauben ist. Diese beiden Cylindroide schneiden 
sich in einer einzigen Schraube, welche dann reciprok ist zu den 
gegebenen fünf Schrauben. 


§ 8. 

Sind eine Schraube € und ein Cylindroid C beliebig gegeben, 
so kann im Allgemeinen auf C nur eine einzige zu € reciproke 
Schraube gefunden werden. 

Denn es seien A, u, v, ọ vier zu dem Cylindroid C reciproke 
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Schrauben. Bestimmen wir nun die Schraube n nach § 7, welche 
zu &, A, u, v, ọ reciprok ist, so muss diese auf C liegen, da sie 
eben zu den vier Schrauben 2, u, v, ọ reciprok ist. Diese Schraube 
n ist die gesuchte. Sie ist im Allgemeinen auch die einzige Lö- 
sung der Aufgabe; denn gäbe es noch eine solche Schraube, n', so 
müsste € zu dem Cylindroid © reciprok sein und daher auf einer 
Erzeugenden desselben senkrecht stehen, was im Allgemeinen aber 
nicht der Fall sein wird. 


89. 

Herr Ball hat in einer Arbeit, die er noch nach dem Be- 
ginne des Drucks dieser Ausgabe mir zu übersenden die Güte hatte, 
von dem Begriff der reciproken Schrauben eine sehr interessante 
Anwendung gemacht, indem er mit Hülfe derselben in einer rein 
geometrischen Weise die Theorie der Zusammensetzung von. Win- 
dungen und Dynamen behandelt, wodurch namentlich eine klare 
Anschauung von der Bedeutung des Cylindroids vermittelt wird. 

Wir wissen, dass, wenn zwei Windungen um zwei Schrauben 
a, 8 gegeben sind, immer eine resultirende Windung gefunden 
werden kann, deren Schraube y, sowie deren Amplitude vollstän- 
dig bestimmt sind. Halten wir die Schrauben «, 8 fest, während 
die Amplituden der um sie erfolgenden Windungen sich ändern 
mögen, so wird sich sowohl die Lage der Schraube y, als auch die 
Amplitude der resultirenden Windung ändern. Aber wir erinnern 
uns aus Kapitel III, dass die Lage von y solange ungeändert bleibt, 
als das Verhältniss der Amplituden der gegebenen Windungen 
constant bleibt. Erst mit der Aenderung dieses Verhältnisses 
kommt die Lagenänderung von y zu Stande; sodass also die Lage 
von y von einer einzigen Veränderlichkeit abhängt, woraus zu. 
schliessen ist, dass y Erzeugungslinie einer gewissen Regelfläche ist, 
die auch « und $ enthält, den extremen Werthen des Amplituden- 
verhältnisses, nämlich © und ©, entsprechend. 

Die Natur dieser Regelfläche untersucht Herr Ball nun mit 
Hülfe der Theorie der reciproken Schrauben. 

Sei $ eine Schraube, welche sowohl zu œ wie zu ß reciprok 
ist. Dann muss 9 auch reciprok zu y sein. Denn man nehme 
eine Dyname auf $ an, so leistet diese keine Arbeit, wenn ein 
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starres System um « und $ gewunden wird. Nun führe man das 
System in seine Anfangslage zurück durch eine Windung um y, 
die entgegengesetzt gleich ist der aus den Windungen um « und ß 
resultirenden Windung. Bei dieser Windung um y kann von der 
Dyname auf 9 wieder keine Arbeit geleistet werden, denn sonst 
würde ohne Compensation Energie verbraucht oder gewonnen sein. 
Die Schrauben 9 und y müssen also reciprok sein. 

Der Beweis für die Reeiprocität von $ und y ist hier unter 
Beibehaltung unserer allgemeinen Annahme über die Natur der 
hier zu betrachtenden Kräfte geführt worden. Allein es ist leicht 
einzusehen, dass der Satz auch ohne diese Annahme seine Gültig- 
keit behält. Denn, wie schon mehrfach hervorgehoben wurde, ist 
die Reciprocität zweier Schrauben eine rein geometrische Eigen- 
schaft derselben, die gänzlich unabhängig ist von der Natur der 
wirkenden Kräfte. 


$ 10. 


Wir gehen nun dazu über, die Folgerungen zu ziehen, welche 
sich aus der Reciproeität von 2 mit y ergeben, wenn diese letztere 
Schraube ihre Lage, wie oben angegeben, ändert, also die Regel- 
fläche S erzeugt. 

Seien 2, 9, 9,, 2, vier Schrauben reciprok, zu irgend zwei 
Schrauben auf der Fläche S. Da eine Schraube erst durch fünf 
Bedingungen vollständig bestimmt wird, so ist wiederum klar, dass 
es eine einfache Mannigfaltigkeit von Schrauben giebt, die zu den 
vier Schrauben 9,,%,,9,, 9, reciprok sind; d. h. also eine gerad- 
linige Fläche, auf der dieselben liegen. 

Diese Fläche S’ muss die Fläche S zum mindesten als Theil 
enthalten, da alle auf ihr liegenden Schrauben reciprok sind zu 
9,9, 9, 9,. Aber S’ kann auch keine einzige Schraube ent- 
halten, die nicht auf S läge. Denn man nehme an, S’ enthielte 
eine solche Schraube e. Dann sind € und irgend eine Schraube 
y auf S reciprok zu 9, 9,, 9,, 9,. Daraus folgt, dass jede 
Schraube auf derjenigen Fläche S”, die auf die nämliche Weise 
aas € und y hergeleitet wird, wie S aus « und f erhalten wurde, 
reciprok ist zu $,, 9,, 9, 9,. Da wir nun y willkürlich wählen 
können auf S, so würde man auf diese Weise als den Ort der zu 
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I, a, 9,, 9, reciproken Schrauben nicht eine einzige Fläche, 
sondern eine Schaar von solchen erhalten, was unmöglich ist. Die 
Fläche S’ fällt also ganz mit der Fläche S zusammen und ist mit 
ihr identisch. Es ist also dasselbe, ob wir sagen, eine Schraube 
liege auf S oder sie sei reciprok zu 9, 9, I, F, 


$11. 


Die Gleichung der Reciprocität enthält nur die Summe der 
beiden reciproken Schrauben. Werden daher die Parameter der 
vier Schrauben 9, 3,, 9,, 9, um einen beliebigen Betrag m ver- 
kleinert und gleichzeitig die Parameter aller Schrauben auf S um 
dieselbe Grösse vermehrt, so wird die Reciprocität nicht geändert. 
Daraus ergiebt sich, dass auch nach der Vermehrung der Parameter 
aller Schrauben auf S um dieselbe Grösse m die Fläche doch noch 
die Eigenschaft beibehält, dass die Windungen um irgend drei ihrer 
Schrauben äquivalent Null sind, sofern nur die Amplituden in ge- 
eigneter Weise bestimmt werden. 


$ 12. 

Hiermit können wir weitergehen in der Untersuchung der 
Fläche S und zeigen, dass es auf S nicht mehr als zwei Schrau- 
ben gleichen Parameters geben kann. Denn man nehme an, dass 
auf © drei Schrauben vom Parameter m vorhanden seien. Man 
vermindere diese Parameter sämmtlich um den Betrag m, sodass 
also dann drei Schrauben vom Parameter Null auf der Fläche lie- 
gen. Daraus würde dann folgen, dass es möglich wäre, drei Einzel- 
kräfte auf S in solche Lagen zu bringen, dass sie zusammen äqui- 
valent Null werden. Dies letztere ist aber offenbar unmöglich, 
ausser in dem Falle, dass die drei Kräfte in einer Ebene wirken, 
und ihre Richtungslinien einander schneiden. In diesem Falle de- 
generirt aber die Fläche $ in eine Ebene; und sämmtliche Ver- 
hältnisse werden also ganz specielle, die uns hier nicht inter- 
essiren können. 

Drei kann also die Anzahl der Schrauben gleichen Parameters 
auf S nicht sein. Dagegen überzeugt man sich mit Hülfe des 
obigen Verfahrens, dass allerdings immer zwei solche Schrauben 
auf der Fläche vorhanden sein werden. Denn aus Kapitel I ist zu 
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entnehmen, dass eine Dyname immer zerlegt werden kann in zwei 
Kräfte, deren Richtungslinien sich kreuzen; und zwar ist die Rich- 
tungslinie einer dieser Kräfte willkürlich wählbar. 

Nehmen wir daher an, es gebe auf S nur eine Schraube A 
von gegebenem Parameter m. Reduciren wir diesen, wie oben, 
auf Null. Nun ist nach dem eben Gesagten jede Dyname auf einer 
Schraube von S zerlegbar in eine Kraft längs 4 (Dyname vom 
Parameter Null) und eine Kraft längs irgend einer anderen Ge- 
raden, die aber auch auf S liegen muss. 

Die transformirte Fläche S muss daher noch eine zweite Er- 
zeugungsschraube vom Parameter Null enthalten, und deshalb in 
ihrer ursprünglichen Form auch zwei Schrauben vom Parameter m 
enthalten haben. 


$13. 

Einander schneidende Schrauben sind reciprok, wenn sie senk- 
recht zu einander sind, oder wenn ihre Parameter entgegengesetzt 
gleich sind. Daraus folgt, dass eine zu S reciproke Schraube 9 die 
Fläche in gewissen Punkten schneiden muss, durch welche Schrau- 
ben gehen, die entweder senkrecht zu 3 sind oder entgegengesetzt 
gleiche Parameter mit $ besitzen. 

Diese Bemerkung reicht hin, um uns zu zeigen, dass die 
Fläche S von höherem als dem zweiten Grade sein muss. Denn 
man nehme an, sie sei ein Hyperboloid. Dann muss eine Trans- 
versale 3, welche zwei Schrauben gleichen Parameters m schneidet, 
wenn sie den Parameter — m erhält, reciprok sein zur ganzen 
Fläche. Wir können eine der Erzeugungslinien des Hyperboloids 
für $ nehmen. v schneidet dann die ganze andere Regelschaar 
des Hyperboloids, zu der sie nicht gehört. v ist aber auch reci- 
prok zu all diesen Strahlen. Und da es auf der Fläche nur zwei 
Schrauben von gegebenem Parameter giebt, so müsste $ jeden 
Strahl der anderen Regelschaar unter rechtem Winkel schneiden, 
Das gleiche müsste gelten für jede andere reciproke Schraube, die 
auf der Fläche selbst läge. Aber es ist klar, dass es keine zwei 
Strahlen $ und giebt, welche alle Erzeugenden einer Regelschaar 
eines Hyperboloids unter rechtem Winkel schneiden, ausgenommen 
wieder den speciellen Fall, dass die Regelschaar in ein ebenes 
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System paralleler Strahlen degenerirt. Im allgemeinen Fall wäre 
zur Herbeiführung jener Möglichkeit nothwendig, dass es zwei 
kürzeste Abstände zwischen zwei Geraden gäbe, was aber wieder 
nicht möglich ist. 

Die Fläche S kann also nicht vom zweiten Grade sein. 

Eine Schraube 2, welche zu $ reciprok ist, muss die Fläche 
also mindestens in drei Punkten treffen. Seien daher œ und 8 
zwei Schrauben gleichen Parameters m auf S; und sei 9 eine 
Schraube vom Parameter —m, welche œ und ĝ schneidet. Diese 
Schraube ist also reciprok zu œ und ĝ und somit auch reciprok zu 
jeder Schraube auf S. $ möge nun die Fläche noch in einem 
dritten Punkte schneiden, durch den die Schraube y der Fläche 
gehen möge. + und y sind reciprok. Gleichen Parameters können 
sie nicht sein, da sonst drei Schrauben von gleichem Parameter 
auf der Fläche lägen. 9 und y müssen daher rechtwinklig zu ein- 
ander sein. Auf Grund dieses Ergebnisses lässt sich nun aber 
leicht zeigen, dass die Fläche S wirklich vom dritten Grade ist. 

Denn es möge v die Fläche noch in einem vierten Punkte 
schneiden, durch den die Erzeugungsschraube ð gehen möge. Dann 
sind auch $ und ð reciproke Schrauben. Und aus denselben 
Gründen, wie für $ und y, folgt auch für $ und ð, dass sie zu 
einander senkrecht sein müssen. Nehmen wir nun die vier Ge- 
raden «, ĝ, y, ô, so giebt es zwei gemeinschaftliche Transversalen 
für sie, von denen also eine 9 ist. Die andere heisse 9. Wir 
können dann, wenn die bisherigen Ergebnisse als zutreffend ange- 
nommen werden, zeigen, dass g auch senkrecht zu y und d ist. 
Aber auf diese Weise würden wir wieder zwei gemeinschaftliche 
Senkrechten haben für die beiden Raumgeraden y und ð. Dies ist 
unmöglich, es sei denn, dass y und d in derselben Ebene liegen 
und parallel sind. In diesem Falle aber würden Windungen um 
y und ô sich lediglich zusammensetzen in Windungen, deren 
Schrauben parallel zu y und d sind und in der nämlichen Ebene 
liegen. Die ganze Fläche S würde also wieder in eine Ebene aus- 
arten. 

§ 14. 

Wir sind somit zu dem Resultate gelangt, dass S eine Fläche 

dritter Ordnung ist, und es wird nun leicht sein, in Kürze sie 
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auch ihrem ganzen Charakter nach darzustellen. Da jede Trans- 
versale 4 zu «, p und y reciprok zu S ist, wenn ihr Parameter 
entgegengesetzt gleich ist dem gemeinschaftlichen Parameter von æ 
und f, so folgt, dass jede solche Transversale senkrecht zu y sein 
muss. Hierdurch wird aber sofort die Lage von y beschränkt und 
geregelt, denn es ist klar, dass $ diese Bedingung keineswegs immer 
erfüllen wird, wenn es nicht ganz bestimmte Lagen zu œ und 8 
hat. Denken wir uns eine Ebene senkrecht zu y. Die unendlich 
ferne Gerade dieser Ebene heisse J. Die nothwendige Bedingung 
dafür, dass ein Strahl 9 die Gerade y senkrecht schneidet, ist die, 
dass $ die Gerade J treffe. Wenn nun die Gerade $ ihre Lage 
ändert, so beschreibt sie eine Fläche zweiten Grades, und da J 
eine der Erzeugenden dieser Fläche ist, so ist dieselbe ein hyper- 
bolisches’ Paraboloid. Die drei Strahlen, welche zu der anderen 
Regelschaar des Paraboloids gehören, müssen also auch einer Ebene 
parallel sein, welche bestimmt wird durch die Erzeugende J', in 
der die unendlich entfernte Ebene die Fläche schneidet. 

Sei nun PQ die gemeinschaftliche Senkrechte zu œ und y, so 
muss diese, da sie y rechtwinklig schneidet, auch J treffen. Und 
da also PQ die drei Erzeugenden «, y, J des Paraboloids schnei- 
det, so ist diese Gerade selbst eine Erzeugende des Paraboloids und 
muss daher auch $ treffen. Aber œ, 8, y sind einer Ebene pa- 
rallel. Somit muss die gemeinschaftliche Senkrechte von œ und y 
auch senkrecht zu 8 sein. Wir haben somit das wichtige Resultat, 
dass alle Schrauben (Erzeugungslinien) der Fläche S die gemein- 
schaftliche Senkrechte von æ und 3 treffen und zwar unter rechtem 
Winkel schneiden müssen. 

Die geometrische Construction der Fläche S gestaltet sich da- 
her folgendermaassen: 

Man construire die gemeinschaftliche Senkrechte 2 der beiden 
gegebenen Strahlen œ und f. Dann ziehe man irgend einen Strahl 
I, der nur der Bedingung unterworfen ist, œ und 8 zu schneiden. 
Die gemeinschaftliche Senkrechte ọ von $ und A ist dann eine Er- 
zeugende der Fläche S, und wenn 9 längs den beiden Strahlen «, 8 
hingleitet, erzeugt ọ die Fläche. 

Wir erkennen, dass die Fläche S in der That das Cylindroid 
ist. Denn zu dieser Construction waren wir bereits in Kapitel III 
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$ 12 gelangt, worauf wir also hier wegen der weiteren Ausführung 
verweisen können. 

Auch zur Gleichung des Cylindroids in der uns bekannten 
Form gelangen wir leicht. Bezeichnen wir den kürzesten Abstand 
zwischen ọ und œ mit d, und den Winkel zwischen ọ und « mit 
A, und lassen d,, A, dieselben Grössen für ọ und f bedeuten, so 
findet sich leicht 


d,:d, =tangA,:tang4,, ` 
was man umformt in 
d, +d, :d,—d, = sin(4,+4,):sin(A,— 4,), 
da bekanntlich 


sin(A,—+ 4,) 
c08A4,c084, ’ 


tg A, —tg4, Pan sin(A, —4,) 3 


-a Aa cos A, cos A 
1 2 


Bezeichnen wir nun noch mit z den Abstand von ọ von dem 
Mittelpunkt der kürzesten Distanz % zwischen œ und ßĝ; mit & den 
Winkel zwischen « und $ und mit den Winkel zwischen ọ und 
dem Halbirungsstrahl des Winkels &, so haben wir also nach dem 
Obigen 

z:h = sin2g : sin2e. 


Und die Gleichung der Fläche ergiebt sich mit Rücksicht auf 


ta IAk 
angy = J 
in der wohlbekannten Form, nämlich 
2h 
lm? SN Zus ” 
z(a’+y’) = ar wy: 


Das Gesetz der Parametervertheilung auf dem Cylindroid kann 
ebenfalls durch die Betrachtungen der letzten Paragraphen dieses 
Kapitels hergeleitet werden. Sind « und f Schrauben vom Para- 
meter Null, so hat jede sie schneidende reciproke Schraube 9 
ebenfalls den Parameter Null. Und da ọ reciprok ist zu $, so 
folgt, dass der Parameter von ọ gleich sein muss dem Product aus 
dem kürzesten Abstand zwischen ọ um V in die Tangente des 
Winkels zwischen o und 4. 
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$ 15. 

Wir haben uns absichtlich länger aufgehalten bei Herrn Ball’s 
interessanter Arbeit vom 11. Mai 1885. Denn wenn auch hin- 
sichtlich der Resultate nur Dinge wiederholt sind worden, die 
schon in den vorigen und in diesem Kapitel zur Sprache gekom- 
men waren, so haben diese rein geometrischen Betrachtungen doch 
den grössten Werth für die Vertiefung der neuen Anschauungen 
der Ball’schen Theorie. Und aus diesem Grunde ist geglaubt 
worden, dass gerade für den Lernenden die Paragraphen 9 bis 15 
dieses Kapitels von grosser Wichtigkeit seien. 


Kapitel V. 
Schraubeneoordinaten. 


$1. 

Wir sind in der elementaren Statik gewohnt, die auf ein 
starres System wirkenden Kräfte zu zerlegen in drei Einzelkräfte, 
die in gegebenen Richtungen an einem Punkte angreifen und in 
drei Kräftepaare in drei gegebenen Ebenen. In unserer Theorie 
haben wir aber eine Einzelkraft zu betrachten nur als einen spe- 
ciellen Fall einer Dyname, nämlich als eine Dyname auf einer 
Schraube, deren Parameter Null ist und ein Paar als eine Dyname 
auf einer Schraube, deren Parameter unendlich gross ist. 

Diese allbekannte Zerlegung stellt sich also vom Standpunkte 
unserer Theorie nur als specieller Fall des allgemeinen Problems 
dar, die Intensitäten von sechs Dynamen auf sechs gegebenen 
Schrauben so zu bestimmen, dass aus der Composition dieser Dy- 
namen eine Dyname von gegebener Intensität auf gegebener Schraube 
hervorgeht. 

Diese Aufgabe kann in mehr symmetrischer Form auch so ge- 
stellt werden: 
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„Man soll die Intensitäten von sieben Dynamen auf 
sieben gegebenen Schrauben so bestimmen, dass, wenn 
diese Dynamen an einem vollkommen freien Körper an- 
greifen, sie zusammen äquivalent Null sind.“ 

Dabei ist nach Früherem die Lösung dieses Problems indentisch 
mit der des anderen: 

„Die Amplituden von sieben kleinen Windungen um 
sieben gegebene Schrauben sollen so bestimmt werden, 
dass, wenn diese Windungen nach einander einem star- 
ren Systeme ertheilt werden, dasselbe nach der letzten 
Windung wieder dieselbe Stellung einnimmt, wie vor der 
ersten.“ 

Betreffs der Windungen beschränken wir uns hier wieder auf 
den Fall, dass die Amplituden kleine Grössen erster Ordnung sind; 
sodass also der Weg, den ein jedes Körpertheilchen bei einer sol- 
chen Windung beschreibt, als geradlinig kann betrachtet werden. 
Bei dieser Annahme ist es irrelevant, in welcher Ordnung wir dem 
Systeme die Windungen ertheilen, während bei unbeschränkter 
Grösse der Amplituden für jede Aenderung in der Reihenfolge der 
einzelnen Windungen auch eine besondere Lösung bestehen würde. 

Die beiden vorliegenden Probleme würden unbestimmt werden, 
wenn die Anzahl der Schrauben grösser als sieben wäre; im um- 
gekehrten Falle, wenn jene Anzahl kleiner als sieben wird, sind 
diese Probleme im Allgemeinen überhaupt unmöglich und lassen 
nur Auflösungen zu, wenn die Schrauben in besonderen Beziehungen 
zu einander stehen. 

Für sieben Schrauben aber finden wir für die Bestimmung der 
Verhältnisse der Intensitäten (oder Windungen) im Allgemeinen eine 
einzige Lösung. Wir wollen diese angeben, indem wir die Be- 
trachtung an Dynamen durchführen. 

Es seien also gegeben sieben Schrauben «, f, y, ð, 8,67. 
Und wir sollen dann auf jeder dieser Schrauben eine Dyname von 
solcher Intensität bestimmen, dass die Gesammtheit dieser Dynamen 
äquivalent Null ist. Wir bestimmen zunächst diejenige Schraube 
w, welche reciprok ist zu y, ð, &, &, n; und lassen nun die sieben 
Dynamen auf ein starres System wirken, welches solchen Bedin- 
gungen unterworfen ist, dass es nur Windungen um % ausführen 
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kann. Auf dieses System üben also die Dynamen auf y, ð, €, &, 9 
keine Wirkung aus, da der virtuelle Coefficient jeder dieser Dy- 
namen in Bezug auf eine Windung um w Null ist. Diese fünf 
Dynamen treten also aus der Betrachtung heraus und wir haben 
nur noch diejenigen auf œ und f zu betrachten. 

Construiren wir das Cylindroid («, 8) und bestimmen auf 
dieser Fläche diejenige Schraube ọ die reciprok ist zu w. Das 
starre System soll im Gleichgewicht bleiben unter der Einwirkung 
der sieben Dynamen. Die Wirkung von fünf derselben ist schon 
Null. Damit auch œ und ĝ keine Wirkung ausüben, ist es noth- 
wendig, dass sie sich in eine einzige Dyname auf der Schraube o 
zusammensetzen. Aus dieser Bedingung aber bestimmt sich (Ka- 
pitel III $ 5) das Verhältniss der Intensitäten œ” und $". Durch 
ein ähnliches geometrisches Verfahren kann dann auch das Ver- 
hältniss der Intensitäten der Dynamen auf irgend zwei anderen der 
gegebenen sieben Schrauben bestimmt werden, womit also das 
Problem gelöst ist. 


$ 2. 

Es kann also in der That eine jede Dyname zerlegt werden 
in sechs Dynamen auf sechs gegebenen Schrauben*). Der Kürze 
halber mögen diese letzteren sechs Schrauben zunächst als Coordi- 
natenschrauben bezeichnet werden, was wol nichts Fremdartiges 
hat, da sie ja in der That hier ebenso die Träger der Componenten 
sind, wie im speciellen Fall der elementaren Mechanik die Coor- 
dinatenaxen und Coordinatenebenen Träger der componirenden 
Einzelkräfte und Paare sind. 

Seien nun ©, ®,,...., @, diese Coordinatenschrauben und sei 
o eine Schraube, auf der eine Dyname von gegebener Intensität ọ"' 
wirkt. Diese Dyname zerlegen wir in sechs andere auf ®,,...,@, 
und nennen _', ..., e, die Intensitäten der Componenten. Sei 
ferner n irgend eine Schraube, um welche dem System, auf das die 


*) Das Problem ist bereits im XVIII. Bande von Crelle’s Journal durch 
Mcebius gelöst worden für den speciellen Fall von Schrauben mit dem 
Parameter Null, welche die Kanten eines Tetraeders bilden. (Problem der 
Aeqjuivalenz einer Einzelkraft mit sechs Kräften, die nach sechs beliebig oder 
in der angegebenen Weise im Raume liegenden Geraden wirken.) 
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Dynamen wirken, eine Windung ertheilt werde. Dann ist die 
Arbeit, welche die gegebene Dyname auf ọ in Beziehung auf die 
Windung um q leistet, gleich der Summe der Arbeiten ihrer Com- 
ponenten in Beziehung auf dieselbe Windung. Wir haben also die 
Gleichung 


n" " 1 
0 Ojo = O, a n Oe D hw 


Nimmt man also ausser 7 noch fünf andere Schrauben und be- 
trachtet die Arbeiten der sieben Dynamen in Beziehung auf Win- 
dungen um diese Schrauben, so erhält man noch fünf andere ana- 
loge Gleichungen und kann aus den dann vorhandenen sechs Glei- 
chungen die Intensitäten ọ'', ..., ọ! eindeutig bestimmen. Dabei 
kann man sich diese Bestimmung bedeutend erleichtern und ver- 
einfachen durch eine vortheilhafte Auswahl der Schrauben 2. 
Nimmt man z. B. als erste Schraube 7 eine solche an, die reci- 
prok ist zu ®,, ®,, ®,, ®,, @,, also eine stets eindeutig bestimm- 
bare Schraube, so ist 


yw, = O, wu a Wg = 0 


8 
und wir bestimmen die Intensität ọ'' aus der Gleichung 
[7 RE}, 
è Ore = Qi Dro: 
Durch analoge Verfügung über die fünf anderen Schrauben y ge- 
langt man dann ebenso einfach zur Bestimmung von 0), ..., @%- 
Und es braucht wol kaum bemerkt zu werden, dass die Bestim- 


mung der Amplituden der sechs Componenten einer Windung in 
ganz derselben Weise vorgenommen wird. 


Wir können für die Intensität der resultirenden Dyname einen 
Ausdruck durch die Intensitäten der componirenden Dynamen fin- 
den, der in seiner Zusammensetzung an den Ausdruck der Resul- 
tanten von an einem Punkte angreifenden Kräften erinnert. 

Die sechs Coordinatenschrauben mögen die Parameter p,, Pz, 
..., Po haben und die Schraube ọ der resultirenden Dyname be- 
sitze den Parameter pọ. Die Wahl der Schrauben 7 des vorigen 
Paragraphen war willkürlich. Wir wollen daher jetzt nachein- 
ander die sechs Coordinatenschrauben als Schrauben 7 annehmen. 
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Die zur Bestimmung der Grössen 0”, ..., eo; dienenden Gleichungen 
werden daher jetzt: 

0" Dow, = Q1 PAER, Bat Duw 

0" Dow, = o) Doo H HO; Duw, Hes Pe; 
wobei benutzt ist, dass der virtuelle Coefficient zweier zusammen- 
fallenden Schrauben vom selben Parameter (oder der virtuelle 
Coefficient einer Schraube auf sich selbst) einfach gleich dem dop- 
pelten Parameter wird. 

Nehmen wir nun noch endlich ọ als Schraube 7 an, so haben 
wir die Gleichung 
0" Po =g Dt +0, Dow" 

Die Werthe von pw, <- -, Sow, können wir aber aus den vorigen 
Gleichungen durch Grössen ausdrücken, welche, abgesehen von den 
Intensitäten, nur von den Coordinatenschrauben abhängen, und er- 
halten durch Ausführung der Substitutionen 


Pe" = I(p, 0) H2 (0 0, Doo). 
Dieser Ausdruck erinnert in der That an das Quadrat der Resul- 
tante von an einem Punkte angreifenden Kräften bei schiefwinkligen 
Coordinatenaxen. So wie nun dort durch eine besondere Wahl des 
Coordinatenwinkels der Ausdruck vereinfacht wird, so können wir 
auch hier durch passende Disposition über das System der Coordi- 
natenschrauben den Ausdruck für o"” vereinfachen. 


$4. 


Diese specielle Auswahl der Coordinatenschrauben wollen wir 
nun treffen. Die Schraube œw, kann beliebig angenommen werden. 
Für w, nehmen wir eine zu œ, reciproke Schraube; für œ, eine 
Schraube, die reciprok ist zu œ, und o,; für œ, eine Schraube, 
die zu ®,, ®,, œ, reciprok; für œw, eine solche, die zu w,, ®,, ®,, œ, 
reciprok ist; und endlich für œw, diejenige, einzige, Schraube, die gleich- 
zätig zu allen fünf ersten Schrauben w,, ®,, ®,, ®,, @, reciprok ist. 

Das in dieser Weise gebildete System von Schrauben besitzt 
die Eigenschaft, dass jedes Paar der demselben angehörenden 
Schrauben reciprok ist. Ein jedes solches System von sechs Schrau- 
ben nennt Herr Ball ein System coreciproker Schrauben. 

Ball, Mechanik, 7 
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Insofern ein solches System als ein System von Coordinaten- 
schrauben benutzt werden soll, werden wir uns erlauben, es als 
ein System von Fundamentalschrauben zu bezeichnen, oder, 
wenn der Zusammenhang eine Verwechslung ausschliesst, auch 
kurz als das (bei dem betr. Problem angewandte) Fundamental- 
system. 

Dreissig Constanten sind erforderlich um ein System von sechs 
Schrauben zu bestimmen. Soll dasselbe coreciprok sein, so sind ver- 
möge dieser Eigenschaft erst fünfzehn Bedingungsgleichungen zu 
erfüllen. Es bleiben also noch fünfzehn Constanten verfügbar, so 
dass man jederzeit in der Lage sein wird, ein für das gerade be- 
trachtete Problem besonders geeignetes Fundamentalsystem auszu- 
wählen. 

Führen wir also die obigen Erörterungen über die Intensität 
der resultirenden Dyname unter der Veraussetzung durch, dass die 
Coordinatenschrauben ein Fundamentalsystem bilden, so erreichen 
wir für den Ausdruck dieser Intensität denselben Vortheil, wie er 
durch Annahme eines orthogonalen Coordinatensystems in der ele- 
mentaren Mechanik für die Resultante von Kräften erreicht wird, 
die an einem Punkte wirken. 

Denn ist das System (w,, ®,, ..., @,) coreciprok, so sind die 
sämmtlichen Grössen 

oror = 0 
(,h=1,2,...,6; gleiche Werthe von k und A ausgeschlossen). 
Es ergiebt sich also dann 
12 


Peg"? = P01 HP HH Pees 
SD. 

Wir werden von nun an stets voraussetzen, dass die Coordi- 
natenschrauben coreciprok sind, dass also die betrachteten Dynamen 
und Windungen auf ein Fundamentalsystem bezogen werden. In 
diesem Zusammenhange werden wir dann auch von den Coordi- 
naten*) einer Dyname oder einer Windung reden. 


*) Der Begriff der Coordinaten einer Kraft oder einer unendlich kleinen 
Rotation tritt zuerst bei Plücker auf (Phil. Transact. vol. 156, p. 362) und 
„Neue Geometrie des Raumes“ No. 25. Man sehe zum Inhalte dieses und der 
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„Und zwar betrachten wir einfach als Coordinaten 
einer Dyname die Intensitäten der componirenden Dy- 
namen auf den Fundamentalschrauben.“ 

Und ganz ebenso definiren wir: 

„Als Coordinaten einer Windung werden die Ampli- 
tuden der componirenden Windungen um die Fundamen- 
talschrauben betrachtet.“ 


86. 

Wir können nun auch die Arbeit einer Dyname von der In- 
tensität 8" in Bezug auf eine Windung von der Amplitude «’ um 
eine Schraube œ durch die Coordinaten der Dyname und der Win- 
dungen ausdrücken. 

Die Coordinaten einer Dyname von der Intensität ọ” auf einer 
Schraube ọ mögen mit 0", 0), ..., 0% bezeichnet werden; und 
analog die Coordinaten einer Windung von der Amplitude ọ' um 
eine Schraube ọ mit ọ', 0), ..., 0%- 

Ersetzen wir nun die gegebene Dyname auf der Schraube 8 
und die Windung um die Schraube œ durch ihre respectiven Coor- 
dinaten (d. i. ihre Componenten auf den Fundamentalschrauben), 
so ist die Arbeit der gegebenen Dyname in Bezug auf die gegebene 
Windung gleich der Summe der sechsunddreissig Arbeitsmengen, 
die man erhält, wenn man die Arbeit jeder Dynamencomponente 
in Bezug auf jede Windungscomponente bestimmt. 

Da nun aber die Fundamentalschrauben coreciprok sind, so 
verschwinden dreissig dieser Grössen und wir haben als Arbeit der 
Dyname D; auf 8 in Bezug auf die Windung W, um « den ein- 
fichen Ausdruck *) 


AD, W.) = 2p €, + +2ps Bl. 


folgenden Paragraphen auch die Aufsätze von Battaglini „Sulle diname in 
iıvoluzione* (Atti di Napoli 1869, IV) und Zeuthen (Math. Annal. Bd. I 
p. 432) nach. Zur Orientirung ist aber insbesondere zu studiren die Abhand- 
lung des Herrn F. Klein in Math. Annal. Bd. I p. 403 über den Zusammen- 
hıng der Liniengeometrie mit der Mechanik starrer Körper. Endlich sind zu 
erwähnen die betreffenden Abschnitte in Herrn Schell’s „Theorie der Bewe- 
gingen und der Kräfte“ und in Somoff’s „Mechanik“. 


*) Siehe den vorhin erwähnten Aufsatz des Herrn Klein, p. 413. 


Te 
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87. 


Es ist von grossem Nutzen, auch eine Schraube durch Coordi- 
naten bestimmen zu können; und es lässt sich dieses Ziel im Zu- 
sammenhange der bisher entwickelsen Begriffe auch leicht erreichen. 
Wir haben gesehen, dass aus sechs gegebenen auf den Fundamental- 
schrauben liegenden Dynamen jederzeit eine resultirende Dyname 
eindeutig und vollständig kann hergeleitet werden, also vor allem 
auch hinsichtlich ihrer Schraube. Auf Grund dieser Bemerkung 
können wir in sehr einfacher Weise zu einer Definition der 
„Schraubencoordinaten“ gelangen. 

„Als Coordinaten einer Schraube œ werden die Coor- 
dinaten einer auf dieser Schraube liegenden Dyname de- 
finirt, deren Intensität gleich der Einheit ist.“ 

Diese Coordinaten,der Schraube « bezeichnen wir mit œ, @,, 
Baia Qy 

Eine Schraube wird aus ihren Coordinaten auf folgende Weise 
bestimmt. Es sei ¿ eine kleine Grösse 1. Ordnung. Man betrachte 
nun ein starres System, dessen Lage A sei; und ertheile demselben 
nacheinander Windungen um die Fundamentalschrauben und zwar 
resp. von den Amplituden ca, e&,,...,c@,. Hierdurch möge das 
System in die Lage B übergeführt werden. Die nämliche Lagen- 
änderung kann aber auch durch eine einzige Windung erreicht 
werden. Die Schraube dieser Windung ist die gesuchte Schraube, 
welche die Coordinaten &,@,,...,«, hat. 


§ 8. 

Diese Coordinaten einer Schraube sind nicht von einander 
unabhängig. Ihre Anzahl übersteigt um eins die zur Bestimmung 
einer Schraube nothwendigen Grössen. Sie müssen daher einer 
Bedingungsgleichung genügen, die wir nun aufsuchen wollen. 

Wenn zwei Windungen mit Hülfe des Cylindroids componirt 
werden, so bemerken wir, dass die Amplitude der resultirenden 
Windung sowohl, als auch die Richtung ihrer Schraube lediglich 
von den Amplituden der gegebenen Windungen und den Rich- 
tungen der gegebenen Schrauben abhängen, aber nicht von deren 
Parametern und absoluten Lagen im Raume. Diese Bemerkung 
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lässt sich dann selbstverständlich dahin ausdehnen, dass auch bei 
der Zusammensetzung einer beliebigen Anzahl von Windungen die 
Amplitude der resultirenden Windung und die Richtung von deren 
Schraube nur abhängen von den Amplituden der gegebenen Win- 
dungen und den Richtungen der Schrauben derselben. Beachten 
wir noch, dass die Amplitude der aus zwei Windungen resultiren- 
den Windung gleich der geometrischen Summe der Amplituden der 
gegebenen Windungen ist, so kommen wir zu folgendem Ergebniss 
für den allgemeinen Fall. 

„Wenn n Windungen (oder Dynamen) zusammen äqui- 
valent Null sind, so kann stets ein geschlossenes Poly- 
gon von n Seiten construirt werden derart, dass jede 
Seite desselben proportional ist einer der gegebenen 
Windungsamplituden (Dynamenintensitäten) und zu- 
gleich parallel mit der Schraube dieser Windung (Dy- 
name).“ 

Legen wir nun durch einen beliebigen Punkt des Raumes ein 
orthogonales Paralleleoordinatensystem und ziehen durch diesen 
Punkt Parallelen zu den sechs Fundamentalschrauben œn. Die 
Richtungscosinus dieser Parallelen seien resp. @,, Ön, Cn- 

Da nun eine Dyname, deren Intensität der Einheit gleich ist, 
Componenten @, @,, ..., @, auf den Fundamentalschrauben hat, so 
müssen wir nach dem Obigen haben 

CR na uk E G, w Foie; t)? =], 
oder 
Ja?’ +23a a, cos(w,, w) = 1; 
wenn wir mit (w,, œ) den Winkel zweier durch einen Punkt zu 


den Fundamentalschrauben w,, œw, gezogenen parallelen Geraden 
bezeichnen. 


§ 9. 

Die Schraube selbst ist, wie schon bei ihrer Einführung her- 
vorgehoben wurde, keine der Rechnung zugängliche Grösse. Wohl 
ist das aber der Fall bei ihren Coordinaten, wie aus deren Defi- 
nition (als Intensitäten der Componenten einer speciellen Dyname) 
hervorgeht. 
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Sei œ eine gegebene Schraube, deren Coordinaten bestimmt 
werden sollen. Die Arbeit, welche die auf œ liegende Dyname von 
der Einheit der Intensität in Beziehung auf eine Windung von der 
Amplitude w um die Fundamentalschraube œw, leistet, ist gegeben 
durch 

20, @gw; 
diese Arbeit aber muss gleich sein derjenigen, welche eine Dyname 
von der Intensität œ, auf œw, in Beziehung auf dieselbe Windung 
leistet. Daher 
2p,0,0 = 2W' Das 
oder 


Daw 
q, = — ; 
Pı 
und auf dieselbe Weise bestimmen sich die andern fünf Coordi- 


naten der Schraube. 


$ 10. 


Mit Hülfe der Schraubencoordinaten kann ein sehr eleganter 
Ausdruck für den virtuellen Coefficienten zweier Schrauben aufge- 
stellt werden. 

Die Coordinaten einer Windung von der Amplitude «' sind 
resp. O'O, O'Q, -- -y @@,. Und die Coordinaten einer Dyname, 
deren Intensität 8" ist, sind resp. BB, 8" Ba -13 B“ p. Dabei 
bedeuten also die «, und die f» die Coordinaten der Schrauben « 
und 3. Erinnern wir uns der für die Coordinaten von Windungen 
und Dynamen von uns festgesetzten Bezeichnungen, so haben 
wir also 

wel, BE. nel. O 
Und der Ausdruck für die Arbeit, welche die Dyname auf 8 in 
Bezug auf die Windung um « leistet, wird 


a'b" [2p,e, BiH H2 Pe ts be]. 
Die in der Klammer enthaltene Grösse ist der virtuelle Coefficient 


der Schrauben « und ĝ, sodass wir also die interessante Relation 
haben 


Dag = Ip, & pi, 
welche für allgemeinere Untersuchungen besonders werthvoll ist. 
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Auch in diesem Ausdruck treten die Schrauben œ, 8 (durch ihre 
Coordinaten) symmetrisch auf, sodass wir an ihn dieselben Folge- 
rungen knüpfen können, wie in Kap. IV § 1 an die gewöhnliche 
Form des virtuellen Coefficienten. 


$ 11. 


Der vorige Paragraph liefert uns auch noch eine elegante Dar- 
stellung des Parameters einer Schraube. Denn man bedenke nur, 
dass der virtuelle Coefficient zweier zusammenfallenden gleichen 
Schrauben gleich dem doppelten Parameter ist, den diese Schrau- 
ben haben. Daher ist also der Parameter einer Schraube « 


Pa = pti HeH pt = Ipai. 


$ 12. 

Die Einführung der Coordinaten einer Schraube ermöglicht es 
auch, die im vorigen Kapitel rein geometrisch durchgeführten Be- 
trachtungen analytisch darzustellen. 

So können wir z. B. leicht die Coordinaten derjenigen (ein- 
zigen) Schraube o bestimmen, die zu fünf gegebenen Schrauben «, 
p, y, ð, & reciprok ist. Denn wir erhalten für die Coordinaten o,, 

+, 0, die Bedingungsgleichungen 
Zp, = 0, Ipe fi =I9 mar =I, 999 = 0, 
Zp,0,&, = 0, 
aus denen die Verhältnisse der Grössen Pron bestimmt werden 
können. Und zwar ist dann bekanntlich 9.0, proportional der 
Determinante, die man aus dem rechteckigen Systeme 
I m In Qis On a, | 
Br Pa Pr Po Ps Pe 
IT ESAR EN ETE 
Ö,, Ö,, d,, Ò, Ö,, d; 
| Ejs Ez, Ez; &s E53 Es 
durch Unterdrückung der n*™ Colonne erhält. 

Nachdem man dann so zu den relativen Werthen der Coor- 
dinaten von ọ gelangt ist, wird man ihre absoluten Werthe auf 
Grund des § 8 dieses Capitels bestimmen. 
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Die Bedingung, dass sechs gegebene Schrauben eine gemein- 
schaftliche Reciproke haben, wird, wie man aus Obigem weiter 
schliesst, durch das Verschwinden einer Determinante ausgedrückt, 
welche mit derjenigen verglichen werden kann, deren Verschwin- 
den besagt, dass drei durch ihre Richtungscosinus gegebene Geraden 
in einer Ebene liegen. 


$ 13. 


Eine Schraube $ auf einem Cylindroid ist definirt durch den 
Winkel /, welchen sie mit der Schraube œ auf der «-Axe macht. 
Da nun eine Dyname auf 9, deren Intensität gleich der Einheit 
ist, auf œ und $ (Kap. III § 5) Componenten hat, deren Intensi- 
täten bez. cos? und sin? sind, und da ferner jede dieser Compo- 
nenten in sechs Dynamen auf irgend sechs coreciproken Schrauben 
zerlegt werden kann, so haben wir also nach $ 7 dieses Kapitels 
für die Coordinaten von $ die Ausdrücke 


Ja = 0 cos!+P,sinl, 
sodass wir also nunmehr auch die Schrauben eines Cylindroids 
analytisch darstellen können unter Zugrundelegung eines Systems 
von Fundamentalschrauben. 
Der Parameter von 3 ergiebt sich nach der vorhin gefundenen 
Formel zunächst in der Gestalt 
P = Zp, (a, cos!+-ß, sinl)’. 
Entwickelt man hier die Quadrate und beachtet, dass œ und 2 re- 
ciprok sind, dass also 
Spap, =0 
und dass ferner 
Spa = Pa, Zp pi = Po, 
so gelangen wir wieder zu unserer bekannten Formel 
Po = pa cos’ l+ pasin’ l. 

Sind zwei Schrauben 3 und ø eines Cylindroids, die durch 
die Winkel ¿ und m definirt sein mögen, reciprok, sð haben wir 
Xp, (a, cosl+ f, sin!)(e, cosm-+-P, sinm) = 0 

oder 
pacoslcoosm-+ppsinlsiam = 0. 
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Erinnern wir uns nun der Betrachtungen, die zur Einführung des 
Parameterkegelschnitts führten, so giebt die letzte Gleichung den 
nützlichen Satz: 

„Irgend zwei reciproke Schrauben eines Cylindroids sind con- 
Jugirten Durchmessern des Parameterkegelschnitts parallel.“ 

Da, wenn der Parameterkegelschnitt eine Ellipse oder eine 
Hyperbel ist, die Summe oder Differenz der Quadrate zweier con- 
jugirter Durchmesser constant ist, so schliessen wir auch noch, 
dass die Summe oder Differenz der reciproken Werthe der Para- 
meter zweier reciproken Schrauben eines Cylindroids constant ist, 
sofern der Parameterkegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. 


Kapitel VI. 


Allgemeine Betrachtungen über das Gleichgewicht eines 
starren Systems. 


§ 1. 

Ein starres System, welches um jede beliebige Schraube im 
Raume Windungen ausführen kann, heisst ein freies System. Es 
ist hinsichtlich seiner Bewegung also keiner Bedingung unterworfen. 
Es hat völlige Freiheit der Bewegung. l 

Jede von dem System ausgeführte Windung kann dargestellt 
werden als Resultirende aus sechs Windungen um sechs beliebig 
ausgewählte Coordinatenschrauben. Wenn das System nicht frei 
ist, d. h. wenn seine Beweglichkeit durch geometrische Bedingungen, 
die ihm auferlegt sind, oder durch Widerstände beschränkt wird, 
so wird es nicht mehr möglich sein, ihm Windungen um alle be- 
liebigen Schrauben des Raumes zu ertheilen, sondern es wird dies 
nur angehen in Bezug auf ein, in jedem Falle aus den gegebenen 
Bedingungen bestimmbares, System von Schrauben, welches zwar 
im allgemeinen Falle auch eine unendliche Mannigfaltigkeit von 
Schrauben enthält, aber nicht von derselben Mächtigkeit, wie für 
das freie System. 
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Das System der Schrauben aller möglichen Bewegungen beim 
freien System lässt sich, wie schon hervorgehoben, aus irgend 
welchen sechs Schrauben herleiten. 

Die Schraubensysteme der möglichen Windungen für in ihrer 
Beweglichkeit beschränkte Körper unterscheiden sich von dem 
eben genannten dadurch, dass sie aus einer geringeren Anzahl 
von Schrauben herleitbar sind. 

Es geht schon hieraus hervor, dass diese Schraubensysteme in 
der That von geringerer Mächtigkeit sind als jene für den freien 
Körper. 

Dass diese Systeme wirklich Mannigfaltigkeiten von Schrauben 
sind, lässt sich leicht finden. Man möge z. B. gefunden haben, 
dass die Bedingungen eines starren Systemes dessen Bewegung so 
modificiren, dass man nur noch & Schrauben willkürlich auswählen 
kann, um eine wirklich von dem System ausgeführte Windung um 
eine Schraube A durch Windungen um jene zusammenzusetzen. 
Nun können wir aber doch dem starren System Windungen von 
ganz beliebigen Amplituden (sofern diese Amplituden nur immer 
kleine Grössen 1. O. sind) um jene k Schrauben A,, A,,..., Ar 
ertheilen, sodass also die Windung um A, welche wir ursprünglich 
darstellen wollten, in der That nur ein Individuum ist aus der 
Mannigfaltigkeit von Windungen, die sich durch Variirung der 4 
Amplituden der Windungen um A,,..., Ar herstellen lassen. Da- 
mit variirt natürlich dann auch die Schraube A in gleichem Maasse. 

Ein solches Schraubensystem, welches durch % seiner 
Elemente bestimmt wird, wollen wir ein Schraubensystem 
ker Stufe nennen. 

Und von einem starren Körper, der lediglich um die Schrauben 
eines Systems der At" Stufe Windungen ausführen kann, sagen wir, 
er besitze Freiheit A" Grades. 

Es möge noch hervorgehoben werden, dass man bei der im 
übrigen ja willkürlichen Wahl der k Schrauben A,, ..., Ar, aus 
denen man ein System X‘ Stufe völlig herstellt, darauf achten 
muss, dass diese Schrauben nicht etwa Elemente eines Systems 
niedrigerer Stufe sind. Denn man sieht ein, dass man dann nur 
zu Windungen um Schrauben gelangen kann, die selbst diesem 
niedrigeren System angehören. 
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Da die Amplituden der k Windungen um A,,..., A, willkür- 
lich angenommen werden können, so könnte man glauben, dass 
man bei Bestimmung einer Schraube S eines Systems 4** Stufe 
über k Grössen zu verfügen habe. Dies ist aber nicht so. Denn 
wir erinnern uns aus Kap. III, dass die Bestimmung der Lage und 
des Parameters von $S nur von den Verhältnissen der Ampli- 
tuden der Windungen um A,,..., A, abhängt. Daher: 

Bei der Bestimmung einer Schraube $ eines Systems 
der A" Stufe verfügt man über k—1 Grössen. 


$ 2. 

Wie schon aus Kap. I (bei der Ableitung der Lagrange’schen 
Bewegungsgleichungen) zu ersehen ist, besteht das wesentliche ma- 
thematische Kennzeichen der Bedingungen eines starren Körpers 
in der Anzahl der unabhängigen Variabeln, deren man zur voll- 
ständigen Fixirung der Lage des Körpers in jedem Augenblick be- 
darf, wenn der Körper sich eben den gegebenen Bedingungen ge- 
mäss bewegt. 

Die einfachsten Fälle mögen hier kurz angeführt werden. 

Die Lage eines Punktes wird durch drei Grössen (durch drei 
Bedingungsgleichungen) bestimmt. Wenn also für einen Punkt zu 
den Bewegungsgleichungen noch drei Bedingungsgleichungen hinzu- 
treten, so wird dieser Punkt unbeweglich. Er beschreibt eine Li- 
nie, wenn zwei Bedingungsgleichungen vorhanden sind, nämlich die 
Durchschnittscurve von 

yay)=0, y(x, y,z)= 0, 
wenn ọ = 0, y= 0 die Bedingungsgleichungen sind. Er bewegt 
sich auf einer Oberfläche, wenn nur eine Bedingung y= 0 vor- 
handen ist. Endlich ist er völlig frei, wenn keine Bedingung vor- 
handen ist, d. h. wenn wir in jedem Augenblick über drei Grössen 
zur Bestimmung seiner Lage frei verfügen. 

Betrachten wir eine gerade Linie und auf dieser ein Segment 
ab. Ist der Punkt a fest, so kann 5 sich nur auf einer Kugel, 
deren Centrum in a ist, bewegen. Während für die Feststellung 
der Unbeweglichkeit von a drei Bedingungen nöthig sind, bedürfen 
wir nur noch deren zwei, um auch diejenige von b zu erhalten, 
da ja schon eine Bedingung für 5 darin vorhanden ist, dass die 
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Entfernung ab unveränderlich sein soll. Eine gerade Linie ist 
also unbeweglich, wenn fünf Bedingungsgleichungen für sie vor- 
handen sind. 

Hierbei ist jedoch die Gerade als Punktgebilde und nicht als 
selbstständiges geometrisches Element aufgefasst. 

Geschieht aber dies letztere, so haben wir eine Verschiebung 
der Geraden in sich nicht mehr als Bewegung aufzufassen, sondern 
lediglich als eine Transformation der auf ihr liegenden Punktreihe. 
Die Lage der Geraden bleibt ja auch unverändert, wenn wir 
irgend eine Transformation der auf ihr befindlichen Punktreihe aus- 
führen, selbstverständlich sofern diese Transformation so beschaffen 
ist, dass sie die Punkte des Trägers nicht von demselben entfernt. 
Wir werden Gelegenheit haben, auf diese Betrachtungen zurückzu- 
kommen. 

Für jetzt ergiebt sich also, dass die Unbeweglichkeit einer 
Geraden, wenn diese als selbstständiges Gebilde aufgefasst wird, 
durch vier Bedingungsgleichungen gegeben sind. Denn die Bedin- 
gung der unveränderlichen Abstände ihrer Punkte ist weggefallen. 

Sind drei Bedingungen vorhanden, so beschreibt die Gerade 
eine Regelfläche; bei zwei Bedingungen ist sie Element eines 
Strahlensystems; bei einer Bedingung gehört sie einem Strahlen- 
complex an. 

Betrachten wir jetzt die Gerade als Element eines starren 
Körpers, also jetzt auch wieder als Punktgebilde, da nunmehr auch 
wieder die Bedingung der Unveränderlichkeit der Abstände ihrer 
Punkte stattfindet. 

Betrachten wir ferner eine durch die Gerade gehende Ebene 
des starren Systems. Das System ist unbeweglich, wenn diese 
Ebene unbeweglich ist. Da aber auch die Punkte der Geraden 
unbeweglich sind, so ist die einzige noch mögliche Bewegung 
für diese Ebene eine Rotation um die Gerade als Axe. Damit die 
Ebene also unbeweglich wird, muss noch eine Bedingung zu denen 
für die Unbeweglichkeit der Geraden hinzutreten. 

Die Unbeweglichkeit eines starren Systems ist festgestellt, 
wenn zu den Bewegungsgleichungen noch sechs Bedingungen hinzu- 
treten. 

Das System ist völlig frei, wenn keine Bedingungen vorhanden, 


www.rcin.org.pl 


Kap. VI. Allgem. Betrachtung. üb. d. Gleichgew. eines starren Systems. 109 


, 
wenn also in jedem Augenblick sechs Grössen zur Bestimmung seiner 
Lage verfügbar sind*). 

Dies ist schon im $ 1 dieses Kapitels gesehen worden. 

Die Zahl der unabhängigen Variabeln, durch die die Lage 
eines starren Systems bestimmt wird, kann also nicht kleiner als 
eins und nicht grösser als sechs sein. Diese Zahl ist, wie man 
sieht, nichts anderes als der Grad der Freiheit des starren Systems. 
Jedem Werthe & dieser Zahl (k=1,...,6) entspricht also ein 
Schraubensystem von der Stufe %. 

Wir werden die Freiheit eines Systems demnach in Zukunft immer 
durch das zugehörige Schraubensystem genugsam definirt haben, 
und auch keinen Anlass nehmen über diese rein mathematische 
Kennzeichnung der Bedingungen eines starren Körpers hinauszu- 
gehen; sodass wir also im vorliegenden Buche auch die zu be- 
trachtenden Probleme lediglich mathematisch und allgemein ohne 
jede weitere Specialisirung aufstellen werden, als sie eben in der 
Angabe der Stufe des zugehörigen Schraubensystems besteht. 


83. 

Wenn eine Schraube X reciprok ist zu k Schrauben 
A,,..., Ar, welche einem Schraubensystem kte" Stufe an- 
gehören, dann ist X reciprok zu jeder anderen Schraube 
A, welche ebenfalls zu diesem System gehört. 

Denn aus dem Begriff des Schraubensystems ergiebt sich, dass 
wir eine Windung um A zusammensetzen können durch Windun- 
gen von geeignet gewählten Amplituden um A,,..., Ap. Ebenso 
werden sich Dynamen von passend gewählten Intensitäten auf den 
Schrauben A,,..., A, zusammensetzen in eine Dyname auf A. 

Die Dynamen auf A,,..., A; leisten aber keine Arbeit in 
Bezug auf eine Windung um X, da eben die Reciprocität von X 
mit den A, eine Störung des Gleichgewichts verhindert. Die re- 
sultirende Dyname auf A kann daher auch keine Wirkung auf 
den Körper ausüben. Folglich müssen X und A in der That reci- 
prok sein. h 


*) Siehe weitere Ausführungen hierzu bei Mannheim, Géométrie de- 
seriptive; Thomson und Tait, Handbuch der theoret. Physik, sowie bei 
Schell und Somoff a. a. 0. 
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Die Schraube X ist somit reciprok zu dem ganzen System 
Fe Btiula (A, >. Ah): 


$4. 


Da für die Reeiprocität zweier Schrauben nur eine einzige Be- 
dingung nothwendig ist, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass eine 
Schraube, die einem Systeme A" Stufe reciprok ist, Æ Bedingungen 
zu erfüllen hat. Es bleiben daher für die Bestimmung einer solchen 
Schraube X noch 5—% Elemente verfügbar, und es kann daher 
für k> eine unendliche Mannigfaltigkeit von Schrauben X ge- 
fanden werden, die reciprok sind einem Systeme (A,, ..., An). 

Die Theorie der reciproken Schrauben zeigt nun, dass diese 
Mannigfaltigkeit von Schrauben ein Schraubensystem von der Stufe 
6—k sein muss. 

Zunächst ist klar, dass die Schrauben X überhaupt wirklich 
ein System bilden in dem Sinne, den dieses Wort hier hat. 

Denn wir wissen, dass im Allgemeinen ein Körper völlig frei 
ist, wenn er um irgend sechs beliebige Schrauben Windungen aus- 
führen kann. Hier aber können wir einem Körper Windungen um 
beliebig viele Schrauben X ertheilen, und er ist doch nicht frei, 
da er im Gleichgewicht bleibt, ob auch auf jeder der Schrauben 
des Systems (A,, ..., Ax) eine Dyname auf ihn wirken möge, 
denn diese Dynamen leisten ja keine Arbeit in Bezug auf die Win- 
dungen um die X. 

Daraus folgt denn also in der That, dass die Schrauben X in 
der That eine solche Mannigfaltigkeit von Schrauben bilden, um 
die ein Körper Windungen ausführen kann, der einen bestimmten 
Grad von Freiheit besitzt. 

Und es ist leicht zu sehen, dass der Grad der Freiheit des 
Körpers oder die Stufe des Systems der X durch die Zahl 6—k 
gegeben ist. Denn aus $ 1 dieses Kapitels folgt, dass die Anzahl 
der bei Bestimmung einer zu einem System gehörigen Schraube 
verfügbaren Constanten um eine kleiner ist, als die Stufenzahl des 
Systems. Aber bei Auswahl einer Schraube X verfügen wir über 
5—%k Grössen. Somit ist die Stufenzahl des Systems der X in der 
That gleich 6—k. 

„Alle Schrauben, die reciprok sind zu einem Schrau- 
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bensystem Å" Stufe, bilden ein Schraubensystem der 
(6—ký Stufe.“ 

Zu jedem Schraubensystem der At" Stufe gehört ein 
reciprokes der (6— kA)" Stufe. 

Dabei ist also die Beziehung zweier solcher Systeme so, dass jede 
Schraube des einen Systems jeder Schraube des anderen reciprok ist. 

Wir sind durch diesen Satz in den Stand gesetzt zu entschei- 
den, ob irgend eine Schraube « einem gegebenen Schraubensystem 
angehört. Ist dieses System nämlich 4' Stufe, so construiren wir 
irgend welche 6—4 Schrauben des reciproken Systems. Wenn 
dann also œ reciprok ist zu diesen 6—4 Schrauben, so ist es offen- 
bar ein Element des gegebenen Systems. Es müssen also 6—k 
Bedingungen erfüllt sein für eine Schraube «, wenn dieselbe einem 
System der 4t Stufe angehören soll. 


SD. 

Wenn ein Schraubensystem P den Grad der Freiheit 
eines starren Körpers definirt, so wird der Körper im 
Gleichgewicht bleiben, auch wenn er unter die Wirkung 
von Dynamen auf den Schrauben des reciproken Systems 
Q gelangt. 

In diesem Satz, der wol der allgemeinste ist, der über das 
Gleichgewicht eines starren Systems aufgestellt werden kann, er- 
kennt man so recht die ausserordentliche Bedeutung von Herrn 
Ball’s Theorie. Denn dieser Satz ermöglicht es in jedem Problem 
bei Aufstellung des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten mit 
einem einzigen Blick die Gesammtheit aller möglichen Bewegungen 
zu umfassen und so auch jedes specielle Problem von vornherein 
in völliger Allgemeinheit zu behandeln. 

Der Beweis des Satzes möge kurz angefügt werden. Wir 
nehmen an, auf einer Schraube 7 von Q wirke eine Dyname auf 
den Körper. Wenn der Körper nicht in Ruhe bleibt, so kann er, 
da durch P seine Freiheit definirt ist, nur anfangen, eine Windung 
um eine Schraube œ des Systems P auszuführen. Das ist aber 
nicht möglich, denn es würde dann eine Dyname auf y eine Wir- 
kung auf einen Körper leisten, der um « eine Windungsbewegung 
hat, während zugleich œ und n reciprok sind. 


www.rcin.org.pl 


112 Theoretische Mechanik. 


In der gleichen Weise würde zu zeigen sein, dass ein Körper, 
dessen Freiheit durch das System Q definirt wird, in seinem Gleich- 
gewicht nicht gestört wird durch Dynamen, die auf den Schrauben 
des Systems P wirken. 

Von zwei reciproken Schraubensystemen ist also immer das 
eine der Ort aller der Dynamen, welche auf einen Körper, der nur 
Freiheit hat, um die Schrauben des anderen Systems Windungen 
auszuführen, keine Wirkung ausüben können. 


.$ 6. 

Dies giebt uns nun wieder einen guten Einblick in die phy- 
sische Natur der von den Bedingungen und den Widerständen her- 
rührenden Kräfte bei der Bewegung eines starren Systems. Denn 
es folgt, dass die Wirkungen dieser Umstände, durch welche also 
die Beweglichkeit des Körpers auf Windungen um Schrauben eines 
bestimmten Systems P beschränkt wird, lediglich von Dynamen auf 
den Schrauben des zu P reciproken Systems Q herrühren können. 
Denn diese Wirkungen zeigen sich eben nur durch den Erfolg, mit 
dem sie dem Bestreben gewisser Dynamen, das Gleichgewicht zu 
stören, widerstehen. 


ST. 

Wir stellen uns noch die Frage, wie viele Bedingungen noth- 
wendig und hinreichend sind, um ein Schraubensystem der 4*" Stufe 
zu bestimmen. Da ein solches System definirt ist, wenn & Schrau- 
ben desselben gegeben sind, so möchte es scheinen, als ob wir 
nun 5% Bedingungen (oder verfügbare Grössen) haben müssten, um 
das System vollständig zu bestimmen, da doch jede Schraube von 
fünf Parametern abhängt. 

Das ist aber nicht der Fall, denn 5% Parameter sind hinrei- 
chend, um 4 specielle Schrauben vollständig zu bestimmen. Dies 
wird ja aber gar nicht beabsichtigt, sondern wir wollen nur das 
aus den k Schrauben herleitbare System bestimmen. Eine Schraube 
eines Systems Åt Ordnung ist aber, wie wir gesehen haben, durch 
k—1 Parameter, nämlich durch die —1 Verhältnisse von & Win- 
dungsamplituden bestimmt. Das giebt also für % Schrauben im 
ganzen k(k—1) willkürlich wählbare Grössen. Unter den 5% Be- 
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dingungen, welche zur Bestimmung von Æ Schrauben im Allgemeinen 
nothwendig, sind 4(k&—1) willkürlich wählbare vorhanden, wenn 
diese Schrauben einem System der e Ordnung angehören sollen. 
Daher ist die Anzahl der zur Bestimmung eines solchen 
Systems nothwendigen unds.hinreichenden Bedingungen 


z, = 5k—k(k—1) = k(6—h). 


Dieses Rusultat ist zugleich von Bedeutung für die Theorie 
der reciproken Schraubensysteme. Denn wir wissen, wenn ein 
System P von der 4" Stufe ist, so ist das reciproke System Q 
von der (6— k) Stufe. Aber der Ausdruck 

z, = k(6—k) 
ist symmetrisch in Bezug auf k und 6—4. Daraus’ ergiebt 
sich also, dass ein Schraubensystem 4 Stufe und sein 
reciprokes System durch gleichviel Parameter bestimmt 
sind. 

Dieses Resultat ist, wie wir später sehen werden, besonders 
wichtig für die Systeme vierter und fünfter Stufe. Das System 
vierter Stufe ist das reciproke System eines Cylindroids (die Ge- 
sammtheit aller zu einem Cylindroid reciproken Schrauben, die im 
Kap. IV betrachtet wurde), und das System der fünften Stufe wird 
durch die Reciproken einer einzigen Schraube gebildet. Die allge- 
meinste Form eines Schraubensystems vierter Stufe wird daher durch 
jenen a. a. O. gefundenen Liniencomplex zweiten Grades gebildet, 
der aus allen einem Cylindroid reciproken Schrauben besteht. Und 
die allgemeinste Form eines Systems fünfter Stufe ist in der Ge- 
sammtheit aller zu einer gegebenen Schraube reciproken Schrauben 
gegeben. 

Schreiben wir die Gleichung der Reeciprocität der Schrauben 
a und & in der Form 

P, +p; = d.tang(e, &) = d.tangl, 
so sieht man sofort, dass alle Schrauben & des Raumes, deren Para- 
meter p, denselben Werth hat, und die zu der Schraube «œ reci- 
prok sind, einen Liniencomplex des ersten Grades bilden. Denn 
wenn p; constant, also auch p, +p, eine Constante A ist, so ist 


— d.tangl 


Ball, Mechanik. 8 
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die Relation, welche für die Strahlen eines Complexes ersten Grades 
vom Parameter k bekanntlich existirt, wenn noch d die kürzeste 
Entfernung eines Strahles von der Axe des Complexes (also hier «) 
und l den Winkel zwischen Strahl und Axe bedeutet“). 

Man kann diesen Satz übrigens auch leicht geometrisch be- 
weisen. Zu diesem Zwecke wollen wir zunächst alle die durch 
einen gegebenen Punkt O zu einer gegebenen Schraube « reciproken 
Schrauben & betrachten, ohne Rücksicht auf die Werthe der Para- 
meter p; zu nehmen. Es ist sofort klar, dass diese Schrauben eine 
zweifache Mannigfaltigkeit bilden werden. 

Durch den Punkt ziehen wir ein orthogonales Parallelcoordi- 
natensystem, das wir in folgender Weise orientiren wollen. Die 
Z-Axe möge der gegebenen Schraube æ parallel laufen. Die X-Axe 
legen wir in die gemeinschaftliche Senkrechte von 2 und «. Den 
Abstand der Z-Axe von « selber bezeichnen wir mit %4. Endlich 
wird als Y-Axe eine Gerade gewählt, die in O senkrecht steht auf 
der Ebene (z, æ). Durch den Punkt O ist also eine Schraube vom 
Parameter p; gelegt zu denken, welche zu «a reciprok sein soll, die 
daher der Bedingung genügen soll 


(p,+Pp;) eost!—dsin! = 0. 
Wegen der von uns getroffenen Wahl der Z-Axe ist der Winkel 


(&,z)= l. Auf der Schraube & trage man nun eine Strecke 
OP=p,+p; auf, deren Projection Op auf die «y-Ebene den 


Winkel $ mit der «-Axe mache. Dann ist 
d = hsins, 
und die Coordinaten des Punktes P sind 
a = 0p.00sv, 
y = Op.sind, 
z = Op.cotangl, 
Ohra 
Die Gleichung der Reciprocität von œ und & lautet also zunächst 
OPecos!—hsin#sin! = 0, 


*) Reye, Geometrie der Lage II, p. 76. 
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oder mit Benutzung der obigen Ausdrücke für die Grössen x, y, 2, OP 
1) rz=hy. 

Nach Wegschaffung der Quadratwurzel r erkennen wir also, dass 

der Punkt P auf der Fläche vierten Grades liegt”) 


2) z (eyz) —h’y’ —0. 
Da nun jedem Punkte P ein bestimmter Parameter p,, also auch 


eine bestimmte Schraube & entspricht, so sieht man noch einmal, 
dass allerdings die Gesammtheit der durch einen Punkt O gezogenen 
Schrauben ë, die einer gegebenen reciprok sind, eine doppelte 
Mannigfaltigkeit bilden. 

Andererseits sieht man aber sofort aus Gleichung 1), dass bei 
constantem Parameter p., alle zu œ reeiproken Schrauben dieses 


Parameters, die durch O gehen, in einer Ebene liegen. 
Ebenso lässt sich auch zeigen, dass alle in einer Ebene liegen- 


den Schrauben & von demselben Parameter p., die zu der Schraube 


œ reciprok sind, durch einen Punkt gehen. 

Die Vereinigung beider Ergebnisse zeigt also dann, dass alle 
Schrauben von gegebenem Parameter, die zu einer gegebenen 
Schraube reciprok sind, einen Liniencomplex des ersten Grades 
bilden. 

Man kann dies auch direct auf einen Blick erkennen, wenn 
man von den Gleichungen der Schrauben œ und & ausgeht. Es 
seien also die Gleichungen von « 


_— A En = A (Parameter = pa) 
0 0 0 
und die von & 
a—a' y—y' 2—z' 
EN N TEEN. (Parameter = p;). 


Erinnert man sich nun der Ausdrücke, welche die analytische Geo- 
metrie für die Grössen d, cosl und sinl giebt, die sich auf obige 


*) Die Fläche ist von Herrn Ball in den Transactions of the Royal 
Irish Academy vol. XXV unter dem Namen „Pectenoid“ (wegen ihrer Form) 
betrachtet worden zum Zwecke der Auflösung des in Kap. V $ 1 angegebenen 
Problems. 


g 
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zwei Geraden beziehen *), so stellt sich die Bedingung der Reci- 
proeität der Schrauben @ und & in der Form dar: 


ap HP It re Bott ICPa HPE) BH to Yo Tol 
3) +y' (p, + PE) Yo FR — t Yo) 
+a, RT) HR Ye) +y B'a — a'y) = 0. 
Die Grössen 
a, it, CyB h (Were), aay) 
für welche die Identität besteht 
a (y y — p2) p(z — y'a) +y (B'a'— a'y’) = 0, 
sind aber die Coordinaten der geraden Linien &, und da p, +p: 


eine Constante ist, so stellt die Gleichung 3) in der That einen 
linearen Complex dar. 


e 

Wenn die Coordinaten einer Schraube n linearen homogenen 
Bedingungen genügen, so gehört diese Schraube einem Systeme der 
(6—n)" Stufe an. Denn es sei für eine Schraube % 

Ant HAN = 0 
eine dieser Bedingungsgleichungen. Dann ist nach Früherem aus 
dieser Gleichung ersichtlich, dass y reciprok ist zu derjenigen 
Schraube, deren Coordinaten proportional sind resp. den Grössen 
A A 


1 E 
EPPES y 


Pı Ps 
Wenn also » verschiedene solcher Gleichungen existiren für 
die Schraube n, so folgt daraus, dass 7 reciprok ist zu n bestimm- 
ten Schrauben. Wenn dies aber der Fall ist, so gehört 7 einem 


System der Stufe 6—n an, wie wir in diesem Kapitel gesehen 
haben. 


89. 
Da jede Schraube, die einem System n* Ordnung angehört, 
zu 6—n von einander unabhängigen Schrauben reciprok ist, so 
ergiebt sich, dass 6—n Bedingungsgleichungen erfüllt sein müssen, 


*) Man sehe etwa nach Hesse, Analytische Geometrie des 
Raumes. 
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wenn n+1 Schrauben gleichzeitig Glieder eines Systems nt" Stufe 
sein sollen. Diese Bedingungsgleichungen sollen für den Fall n = 3 
aufgestellt werden, obgleich das angewandte Verfahren ein ganz 
allgemeines ist. 

Seien also «, f, y, d vier Schrauben, die einem Systeme dritter 
Stufe- angehören. Dann müssen also vier Windungen um diese 
Schrauben, deren Amplituden wir mit «', 8’, y', ð bezeichnen, zu- 
sammen äquivalent Null sein. 

Nun ist gezeigt worden, dass eine jede Windung um eine 
Schraube « zerlegt werden kann in Windungen um die sechs Co- 
ordinatenschrauben, und dass die Amplituden dieser componirenden 
Windungen resp. «'@,,..., œ'&, sind. Sollen daher die vier Win- 
dungen um «, ß, y, ô einer einzigen Windung von der Amplitude 
ọ' um eine Schraube ọ äquivalent sein, so müssen die sechs zur 
Bestimmung von ọ' und der Coordinaten der Schraube ọ hinreichen- 
den und nothwendigen Gleichungen bestehen 


o'o, = da +, +YY+ 06, 


ek C'a t p Betyr YHo, 
und man sieht, dass für eine beliebige Anzahl gegebener Windun- 
gen die Resultirende in ganz der nämlichen Weise bestimmt wird. 
Gehören die Schrauben «, 8, y, ð einem System der dritten 
Ordnung an, so müssen, nach dem oben Gesagten, die linken Sei- 
ten der eben hingeschriebenen sechs Gleichungen verschwinden, 
d. h. wir haben in diesem Falle 


a'a, +p B, +77, +0, = 0 


a'a; +P'B,+rY'y, +06, = O. 
Aus irgend vier dieser Gleichungen können wir nun die Ampli- 
tuden «', $', y', ð eliminiren und erhalten auf diese Weise eine 
der Bedingungsgleichungen, welcher die vier Schrauben genügen 
müssen, wenn sie gleichzeitig einem Systeme dritter Stufe ange- 
hören. In der That reducirt sich die Anzahl dieser Bedingungs- 
gleichungen auf 3 = 6—3. Denn in der Theorie der Determinan- 
ten wird gezeigt, dass alle die Determinanten vierten Grades, 
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welche man aus den Horizontalreihen des folgenden rechteckigen 
Systems bildet 
Œi» E Yis ô, | 
Oo, By, Ya; Ò, | 
Rz; Pa» Ya» ô; 
Œg, Pi Yas H 
Qs, ps» Ys ò; | 
Css bes Ye» ô, 
sich als lineare Functionen dreier unter ihnen darstellen lassen. 
Bezeichnen wir diese drei Determinanten mit D,, D,, D, und mit 
D; irgend eine andere aus dem rechteckigen Systeme hervorgehende 
Determinante vierten Grades, so ist also 

D, = k, D,+kD,+k, D, ’ 
und die Bedingung 


D=0 
ist also schon durch die Bedingungen 
Det De D=0 


gegeben. In ganz analoger Weise ergeben sich die Bedingungs- 
gleichungen für jeden anderen Werth von n. 


$ 10. 


In der elementaren Behandlungsweise der Mechanik wird das 
Gleichgewicht eines starren Körpers durch sechs Bedingungen ge- 
geben. Es müssen nämlich die drei Einzelkräfte und die drei 
Paare, auf die man das auf den Körper wirkende Kräftesystem 
reducirt, einzeln verschwinden. Genau ebensoviel Bedingungen be- 
stimmen auch in unserer Theorie das Gleichgewicht. Denn in 
diesem Falle muss die resultirende Dyname verschwinden. Die 
Bedingung hierfür ist aber, dass die Coordinaten der Dyname ver- 
schwinden. Das giebt aber wieder sechs Gleichungen. 

Man muss dabei aber auch hier bemerken, dass oft Fälle vor- 
kommen, in denen diese sechs Bedingungen des Gleichgewichts 
implicite gegeben sind durch die einzige Bedingung, dass eine be- 
stimmte Function Null werden soll. 

Wenn z. B. die Intensität einer aus mehreren gegebenen re- 
sultirenden Dyname R bekannt ist als Function der Coordinaten 
der gegebenen Dynamenschrauben, so ist die Bedingung für das 
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Gleichgewicht der gegebenen Dynamen, dass die die Intensität von 
R darstellende Function verschwindet. Das Verschwinden dieser 
Funetion ist auch hinreichend um uns von dem Gleichgewichte zu 
überzeugen, denn man kann, wenn diese Funetion bekannt ist, 
jederzeit mit ihrer Hülfe die sechs Bedingungen des Gleichge- 
wichtes aufstellen, sodass also das Verschwinden der erwähnten 
Function und diese sechs Bedingungen in der That äquivalent sind. 


Kapitel VII. 
Von den Hauptaxen eines starren Körpers. 


Si. 

Wir wollen die kinetische Energie darstellen, welche ein Kör- 
per, der eine Windung um eine Schraube « ausführt, in einem 
bestimmten Momente besitzt; und zwar soll dies zunächst nur in 
elementarer Weise geschehen. Die Windungsgeschwindigkeit sei w 
und die Translationsgeschwindigkeit r. Die Componenten von v 
längs drei rechtwinkligen Coordinatenaxen, durch deren Ursprung 
die Schraube œ geht, seien «u, v, w. Die entsprechenden Compo- 
nenten von w seien p, q, r. Dabei ist zu bemerken, dass das hier 
benutzte Coordinatensystem ein an der Bewegung des Körpers theil- 
nehmendes, also veränderliches ist. 

Um nun die Gesammtgeschwindigkeit eines Punktes des Kör- 
pers in dem betrachteten Zeitmomente ausdrücken zu können, er- 
innern wir uns des in Kapitel I über die Rotationen und deren 
Darstellung Gesagten. Danach tragen wir die Strecke œw auf der 
Schraube «œ ab; und da es gleichgültig ist, wo dies geschieht, so 
verlegen wir den Anfangspunkt der Strecke œw in den Ursprung O 
des Coordinatensystems. Wird diese Strecke œw dann mit OM be- 
zeichnet, so sind also p, q, r die Coordinaten des Punktes M. Um 
nun das Wegelement s zu bestimmen, welches ein Punkt P(xyz) 
vermöge der Rotation um « in der Zeiteinheit beschreibt, bedenken 
wir, dass dasselbe gleich der doppelten Fläche des aus der Strecke œw 
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und dem Punkte P gebildeten Dreiecks ist. Wenn man daher die 
Formel anwendet, die den Inhalt eines Dreiecks angiebt, dessen 
einer Eckpunkt im Nullpunkte des Coordinatensystems liegt, so 
findet man die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit des 
Punktes P längs den Axen der æ, y, 2 resp. gleich 
zgq—yr, ar—2p, yp—xq. 

Die Componenten der Gesammtgeschwindigkeit von P sind daher 
nach den Axen der æ, y, z resp. gleich 


ur2zq—yr, 
var —2P, 
w+-yp— aq. 


Quadrirt man diese Ausdrücke und addirt, so hat man das Qua- 
drat der Gesammtgeschwindigkeit des Punktes P. Nennt man dann 
noch m die Masse dieses Punktes, so erhält man durch Summation 
über das ganze System dessen kinetische Energie für den betrach- 
teten Moment durch den Ausdruck: 
2T = Im|(u+zp—yr) +(+ er—zp}+(w+yp—aeq)’ y} 
Wenn dann in dieser Gleichung die Quadrate entwickelt werden, 
so ergiebt sich 
2T = (wW+vV’+w”)Im 
+2(vr— wg)Zma+2(wp—ur)Imy+2(ug—vp)Imz 
+p’Em(y+2’)+g’ Imz’? a)r Imay’) 
— 2gr Imyz— 2rpImza— 2pgImay. 
Es stellt sich also die kinetische Energie des Systems als eine 
homogene quadratische Function der sechs Grössen u, v, w; p, qy” 
dar. Die Coefficienten hängen von den Massen der Systempunkte, 
deren relativer Lage und selbstverständlich auch von der Lage des 
Coordinatensystems ab. 

Die Coefficienten Imx, Imy, Imz sind aus der elementaren 
Statik bekannt als die mit der Gesammtmasse M des Körpers mul- 
tiplicirten Coordinaten &, y, & seines Schwerpunktes oder Träg- 
heitsmittelpunktes. Mit ihnen werden wir uns hier nicht be- 
schäftigen, sondern unser Interesse auf die drei Summen 

Im(a+y), Zm(y’+2), Ima’) 
beschränken. Diese Grössen, welche also die Summen aus den 
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Massen der Systempunkte in die Quadrate ihrer resp. Abstände 
von den Coordinatenaxen bedeuten, werden als Trägheits- 
momente des Körpers in Bezug auf diese Axen bezeichnet. Auch 
die Coefficienten Imyz, Smzw, Smæy haben eine eigene Benennung 
erhalten und zwar werden sie nach Rankine als Deviationsmomente 
bezeichnet. 

Wir wollen nun ganz allgemein das Trägheitsmoment eines 
Körpers in Bezug auf irgend eine Axe betrachten. Wir werden 
es also ebenso definiren, wie diejenigen Trägheitsmomente, auf 
welche wir oben geführt worden waren, nämlich durch den Ausdruck 

Sm, 
wo m die Massen und r die Abstände der Punkte des starren 
Systems von der betreffenden Axe bedeuten. Dazu wollen wir 
noch zwei gleich gebildete Ausdrücke einführen, in denen an die 
Stelle der r die Abstände der Systempunkte von einer Ebene, resp. 
von einem Punkte treten. 

Es möge also gegeben sein eine Gerade g. Durch einen be- 
liebigen Punkt O derselben legen wir eine Ebene € und bezeichnen 
die Abstände der einzelnen Punkte unseres starren Systems von & 
durch q, und die Abstände dieser Punkte von O mit p. Dann 
nennen wir die Summe 

Img’ 
das quadratische Moment des Körpers bezüglich der Ebene e 
und die Summe 

Smp’ 
das polare quadratische Moment des Körpers in Bezug auf 
den Punkt ©. Ebenso könnte man die Summe Imr? als quadra- 
tisches Moment des Körpers bezüglich der Axe g bezeichnen. Wir 
ziehen jedoch vor, den gebräuchlichen Ausdruck Trägheitsmoment 
beizubehalten. Da für jeden der Punkte die Relation stattfindet 

pP =r’ tg", 

so findet auch zwischen den drei quadratischen Momenten eines 
Punktes und eines starren Systems die Relation statt 


Imp’ = Im’ + Img’ *). 


*) Obgleich wir die starren Systeme oder Körper, von denen hier die 
Rede ist, als continuirliche Gebilde ansehen, ohne uns auf Betrachtungen 
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Da sämmtliche drei quadratischen Momente wesentlich positive 
Grössen sind, sofern man im Gebiete der reinen Mechanik keinen 
Anlass hat zur Einführung negativer Massen, so sieht man, dass 
stets drei reelle Grössen z, x, A durch die Gleichungen 
am Smp, %.2m = Im’, AEM = Img’ 

definirt werden. Von diesen Grössen heisst x der Trägheits- 
radius des starren Körpers in Bezug auf die Axe @. Die beiden 
andern, ¿ und A, können wir bezeichnen als resp. den Radius des 
polaren quadratischen Moments in Bezug auf O und den Radius 
des quadratischen Moments in Bezug auf die Ebene e. 

Aus der Definition der Grössen +, x, A lässt sich leicht er- 
kennen, dass sie gewisse Mittelwerthe aus den Grössen p resp. r 
oder q sind. 


8.2. 

Die Aufgabe der Theorie der Trägheitsmomente besteht nun 
darin, das Trägheitsmoment eines starren Körpers für jede beliebige 
Axe des Raumes anzugeben. 

Betrachten wir zunächst den einfachsten Fall, in dem wir das 
Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf irgend eine Axe G" 
bestimmen sollen, die zu der vorhin gegebenen Axe @ parallel ist. 
Der Abstand der Geraden G, G sei d. Dann ist die Entfernung 
o eines Punktes P von @', der von @ den Abstand r hat, gegeben 
durch die Gleichung 

go?’ = r’+d’—2rdcos(r, d) 
und somit das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die 


Axe @ 


Imge’ = Smr’+d’5m—?2d 5 mrcos(r, d). 
Legt man durch die Axe @ eine Ebene senkrecht zu d, so ist 
reos, d) = & 


der Abstand des zu r gehörigen Systempunktes von dieser Ebene. 


über Constitution und Anordnung der Materie einzulassen, behalten wir im 
Obigen doch die Form der quadratischen Momente bei, die auch für Systeme 
discreter Punkte gültig ist Streng genommen sollten wir eigentlich schreiben 


Jr dm statt mr? u. s. w., sodass also der letzte Satz wäre 


p? dm = [r?’dm+ [q? dm. 
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Die Summe I mrcos(r, d) = Sme = 5m verschwindet aber, wenn 
die Axe @ durch den Trägheitsmittelpunkt des starren Körpers 
geht, in welchem Falle nämlich &=0 ist; und es ist dann d?. Im 
das Trägheitsmoment des Trägheitsmittelpunktes, in Bezug auf die 
Axe @', wenn man sich in diesem Punkte die Gesammtmasse des 
Körpers M= Im vereinigt denkt. Es ist also dann 

Img? = Imr’+d’.M. 

„Das Trägheitsmoment eines starren Körpers in Be- 
zug auf irgend eine Axe @' des Raumes ist gleich dem 
Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die durch 
den Trägheitsmittelpunkt gehende zu @' parallele Axe, 
vermehrt um das Trägheitsmoment des letzteren Punktes 
in Bezug auf die Axe @, wenn in diesem die Gesammt- 
masse des Systems concentrirt angenommen wird.“ 

Allen Axen @’ eines Parallelbündels, welche gleichen Abstand 
von der Axe @ (dieser Richtung) des Trägheitsmittelpunktes haben, 
entsprechen gleiche Trägheitsmomente des Systems. 

Unter allen Trägheitsmomenten des Körpers in Bezug auf die 
Axen dieses Parallelbündels ist dasjenige in Bezug auf die Axe @ 
des Trägheitsmittelpunktes das kleinste. 

Die Gleichung 

Ime’ = Im +d’. M 
besteht auch dann noch, wenn zwar @ ‘nicht selbst den Trägheits- 
mittelpunkt enthält, wohl aber dieser Punkt in der zu d oder zu 
der Ebene (@, @') senkrechten Ebene liegt, welche durch @ geht. 

Ganz analoge Ergebnisse erhält man bei der Betrachtung der 
quadratischen Momente eines Körpers in Bezug auf ein Büschel 
paralleler Ebenen.‘ 

Seien &, €’ zwei parallele Ebenen und q, g’ die Abstände des 
Punktes P von ihnen. Ihr gegenseitiger Abstand werde wieder mit 
d bezeichnet, dann ist 

q' =q—4d, 
wo d auf der einen Seite von & positiv, auf der anderen negativ 
zu nehmen ist. Das quadratische Moment des Körpers in Bezug 
auf die Ebene &’ ist dann 


Img” = Img?’ +d’. M—2dImg, 
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wo wieder Smg = q,. Xm zu setzen ist, wenn g, den Abstand des 
Trägheitsmittelpunktes des Körpers von & bezeichnet. Geht also & 
durch diesen Punkt hindurch, so ist q, =0, und wir haben die 
der obigen analoge Formel 

Img” = Img’+d’.M. 

„Kennt man das quadratische Moment eines Körpers 
in Bezug auf eine Ebene & des Trägheitsmittelpunktes, 
so findet man den Werth dieser Function für irgend eine 
zu & parallele Ebene <, indem man zu dem gegebenen 
Werthe das quadratische Moment des Trägheitsmittel- 
punktes in Bezug auf € hinzufügt und dabei die Gesammt- 
masse des Körpers in seinem Trägheitsmittelpunkt ver- 
einigt annimmt.“ 

„In Bezug auf Ebenen, die zu beiden Seiten von & 
gleichweit abstehen, sind die quadratischen Momente des 
Körpers gleich.“ 

„Unter den quadratischen Momenten eines Körpers 
in Bezug auf ein Bündel paralleler Ebenen ist das auf 
die Ebene des Trägheitsmittelpunktes bezügliche das 
kleinste.“ 


§ 3. 


Es ist also möglich das Trägheitsmoment eines starren Kör- 
pers in Bezug auf eine beliebige Axe @' des Raumes anzugeben, 
wenn man diese Function in Bezug auf eine zu @’ parallele, durch 
den Trägheitsmittelpunkt des Körpers gehende Axe @ kennt. 

Wir haben somit noch die Aufgabe vor uns, die Trägheits- 
momente des Körpers für alle Axen des Trägheitsmittelpunktes zu 
bestimmen, welche Aufgabe zunächst für einen beliebigen Punkt 
gelöst werden soll. 

Diesen durch O bezeichneten Punkt nehmen wir als Ursprung 
eines rechtwinkligen Systems von Parallelcoordinaten. Die Rich- 
tungscosinus der durch diesen Punkt gehenden Axe @ seien &, ß, y; 
der Abstand des Punktes P des starren Systems von der Axe G 
sei r, seine Coordinaten æ, y, z. Die Strecke OP wird wieder mit 
p bezeichnet; und q bedeutet wieder den Abstand des Punktes P 
von der zu @ senkrechten Ebene & des Coordinatenursprungs O. 
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Dann ist 
Party, q = aat pyty; 
und es wird 
Imp’ = Ime- Emy’+Imz?, 
Img? = a’ Ime’ +p Imy’+y’Emz’+2By Imyz+2ya I mzs 
+ 208 Imay. 
Führen wir diese Werthe in die Gleichung 
Imp’? = Emr’+ Img’ 
ein, so kommt 
Smr? = (1—a?) Ema’+(1— BP?) Emy’+(1— y) Imz’ 
— 2ßy Emyz— 2ya I mzx — 2aß Imay. 
Aber es ist 
Q- P’+y’ HE $ 
und daher auch 
a n By", 1’ = ar}, RE mo + ß?, 
womit der Ausdruck für Smr* die Form erhält 
Imr’ = a’ Em(y’+z’)+B’Im(z’+ a”) +y Imey’) 
— 2ßy Imyz— 2yaZmza— 2af Imey. 
Das Trägheitsmoment eines Körpers bezüglich einer durch den 
Punkt O gehenden Axe ist also eine homogene quadratische Func- 
tion der Richtungscosinus dieser Axe. Die Coefficienten dieser 
Function sind uns schon bekannt; die drei ersten haben uns den 
Anlass zu den Betrachtungen dieses Kapitels gegeben. Wir wollen 
für sie und die Deviationsmomente die folgenden Bezeichnungen 
einführen 
zmay e= 4A, Imy =D, 
Im’ ta) =B; S mza = E, 
Sm(a’+y’)=(, Imay = F, 
sodass wir also endlich schreiben 
I) Xmr’? = Aa’+ Bp’ Cy’—2Dpy —2 Eya —2 Fap. 
Bezeichnen wir die quadratischen Momente des Körpers in Bezug 
auf die Coordinatenebenen resp. mit A', B', C', setzen also 
Zr — 4, muB, De e, 


so finden wir für das quadratische Moment des Körpers in Bezug 
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auf die Ebene (deren Normale also die Richtungscosinus «, ß, y 
hat) den dem obigen analogen Ausdruck 
ID) Img’ = Aa’+B'P’+C'y’+2DBy+2Eya+2Fap. 
Zwischen den Grössen A, B, C; A', B', C' besteht die Relation 
A+B+C=2(4+-B+C"), 
und es ist 
A'’+B'’+C' = Sme’ Imy’+ Imz? = Imp’. 
Beachtet man nun, dass unsere orthogonalen Coordinatenaxen, und 
somit auch die Coordinatenebenen, ganz willkürlich gewählt waren, 
so können wir den Satz aussprechen: 

„Die Summe der Trägheitsmomente eines starren 
Systems in Bezug auf drei zu einander rechtwinklige 
Axen eines Punktes O, und die Summe der quadratischen 
Momente des Systems in Bezug auf drei zu einander rechi- 
winklige Ebenen dieses Punktes bleiben constant für je- 
des Tripel solcher Axen oder Ebenen des Punktes O. 

Die erste Summe ist doppelt so gross wie die zweite 
und zwar gleich dem doppelten polaren quadratischen 
Momente des Systems in Bezug auf den Punkt ©.“ 

Die noch bestehenden Gleichungen 

A=B-+C', B=(C+4, C=4-+PB 
liefern den Satz: + 

„Die Summe der quadratischen Momente eines Kör- 
pers bezüglich zweier senkrechter Ebenen ist das Träg- 
heitsmoment des Systems in Bezug auf die Durchschnitts- 
linie der Ebenen als Axe.“ 


§ 4. 

Die Grössen A, B, C; A', B', C' sind stets positive Grössen, 
sofern in der reinen Mechanik eben nur positive Massen auftreten. 
Dagegen kommen in den Aggregaten Imay, Imyz, Smzæ sowohl 
positive wie negative Elemente vor. Da diese Grössen von dem 
Coordinatensystem abhängig sind, so entsteht naturgemäss die Frage, 
ob es nicht möglich sei, ein solches Tripel rechtwinkliger Axen 
oder Ebenen des Punktes O zu finden, dass die Grössen D, E, F 
Null werden. Wenn dies möglich ist, so werden dann die 
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Momente 
Im’ und Img? 


durch Ausdrücke dargestellt werden, die nahezu ebenso einfach sind, 
wie der Ausdruck für 5mp’. Um die aufgeworfene Frage zu ent- 
scheiden, bedient man sich seit Poinsot eines geometrischen Ver- 
fahrens, welches zugleich einen guten Einblick in die Vertheilung 
der Trägheitsmomente in Bezug auf die Axen eines Punktes O giebt. 
Wir definiren eine Zahl ọ durch die Gleichung 
oam == l 
und multipliciren die Gleichung I) mit ọ°, so dass wir also er- 
halten 
1 = Ao’a’+ Bo” p’ Co’y’—2D op .0y —2 Egy. 0a —2 Foe of. 

Betrachten wir nun ọ als die Maasszahl einer vom Punkte aus- 
gehenden Strecke OM, also OM als den Radiusvector eines be- 
stimmten Punktes M, so ist zu setzen 


=n =E= Aue 

wo dann «æ, y, z die Coordinaten des Punktes M, bezogen auf das 
bisher benutzte Coordinatensystem darstellen. Die Gleichung I) 
geht also definitiv über in 

T) Aa’+ By’ + Cz?—2Dyz—2 Eza — 2 Fry —1 = 0. 
Dies ist aber die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, deren 
Mittelpunkt in O liegt. Diese Fläche ist insbesondere ein Ellipsoid, 
da kein Radiusvector unendlich gross werden kann, wie sich aus der 
Gleichung 

Gom Si 

ergiebt, wenn man bedenkt, dass 5mr° nicht verschwinden kann, 
da die Coefficienten m stets positive Grössen sind. Die Bedeutung 
der letzten Gleichung ist also die, dass wir jedem Trägheitsmoment 
des Körpers in Bezug auf eine Axe des Punktes O, den auf dieser 
Axe liegenden Diameter des Ellipsoids I’) zuordnen. 

Wären als Coordinatenaxen, auf die sich die Gleichung I’) be- 
zieht, von vorne herein die Hauptaxen dieses Ellipsoids benutzt 

worden, so würden die Glieder mit æy, yz, zæ verschwinden und 

“wir hätten als Gleichung der Fläche 


Aa’+By’+Ce’—1=0, 
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worin dann A, B, C die Trägheitsmomente des Körpers in Bezug 
auf die Hauptaxen des Ellipsoids I’) bedeuten. 

Dieses Ellipsoid wurde von Cauchy aufgefunden, von Poinsot 
aber zuerst und definitiv in die Mechanik eingeführt. Es führt da- 
her den Namen des Cauchy - Poinsot’schen Trägheitsellip- 
soids. Seine Hauptaxen, die also die Eigenschaft haben, dass für 
sie die Deviationsmomente Null sind, heissen die Hauptträg- 
heitsaxen des Körpers im Punkte O, die zugehörigen Trägheits- 
momente die Hauptträgheitsmomente des Körpers für den 
Punkt ©. Ist insbesondere O der Trägheitsmittelpunkt des Kör- 
pers, so heisst das Trägheitsellipsoid Centralellipsoid und seine 
Axen Hauptaxen des Körpers, während die Grössen A, B, C als 
Hauptmomente des Körpers bezeichnet werden. 

Führen wir die durch die Gleichungen 

aam = A W"Zäm=B eim=tC 
definirten Hauptträgheitsradien ein, so hat die Gleichung der 
Fläche I’) die Form 
a'z’ b’y’ c’ —1 = 0, 
und der zu I mr” gehörige Trägheitsradius x» wird 
x’ Bun a'a’ b’ p’ ey’, 

und das Trägheitsmoment 

ID Xm’ = Aa’ BR’ C7’, 
wenn man berücksichtigt, dass 


w= 00, y=oß, 2 = 0y, L= 0x: 

Die Gleichung II) ist das erste Hauptresultat, welches wir zu er- 
langen wünschten, da sie uns Auskunft giebt darüber, wie das Träg- 
heitsmoment für irgend eine Axe (a, ß,y) eines Punktes O gefunden 
wird, wenn die Hauptträgheitsmomente des Körpers für diesen Punkt 
gegeben sind; sodass wir dann auch im Stande sind, nach dem 
Vorigen das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf irgend eine 
Axe des Raumes zu bestimmen. 


4 
$D. 

Im Allgemeinen giebt es in einem Punkte O nur drei Haupt- 

trägheitsaxen für einen starren Körper. Eine Ausnahme hiervon 

tritt zunächst ein, wenn zwei der Hauptträgheitsmomente für diesen 
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Punkt gleich werden. Denn sei z. B. A = B; so wird das 
Poinsot’sche Ellipsoid ein Rotationsellipsoid, dessen Drehungsaxe 
in der Z-Axe liegt. Das Trägheitsmoment eines Körpers in Bezug 
auf irgend eine durch den Punkt O gehende Axe wird dargestellt 
durch 
Im’ = A+(C— A)y”. 

Zu allen Axen des Punktes O, die gleiche Winkel mit der Z-Axe 
bilden, gehören gleiche Trägheitsmomente. Ist insbesondere dieser 
Winkel ein rechter, so ergiebt sich, dass die Wahl der beiden in 
der æy-Ebene liegenden Hauptträgheitsaxen willkürlich ist, d. h. je 
ein Paar orthogonaler Strahlen des Punktes O ist ein Paar von 
Hauptträgheitsaxen in der æy-Ebene. 

Werden alle drei Hauptträgheitsmomente eines Körpers ein- 
ander gleich, so ist das Trägheitsmoment des Körpers überhaupt 
für jede Axe des Punktes O constant, wie sich aus 

Sm’ = Alad’+p’+y’) = A 
ergiebt. Jede Axe des Punktes O ist Hauptträgheitsaxe des Kör- 
pers. Dieser Fall tritt bei homogenen oder concentrisch geschich- 
teten Kugeln wie bei regulären Körpern ein, wenn der Punkt O 
der geometrische Mittelpunkt des betr. Körpers ist. 


§ 6. 

Die definitive Aufstellung der Gleichung des Trägheitsellipsoids 
ist ein rein algebraisches Problem, welches also identisch ist mit 
dem Problem der Axentransformation einer Fläche zweiten Grades. 

In rein algebraischer Fassung liegt somit folgende Aufgabe vor: 

„Eine homogene quadratische Function dreier Variabeln 

D f&y2) = a’ +4,,9’+Q,,2’-+2a, ,y2+ 20,,20+2,,@y 
soll durch eine orthogonale Substitution 

æ =a §+p +y $, 

H) y = a' &4-p' n+ 7' $, 

2 = ac He nr" 

so transformirt werden, dass 
III) fle, y, 2) = AE HAP HAT 
identisch wird.“ 
Ball, Mechavik, 9 
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Da die Substitution eine orthogonale ist, so haben wir also die 
Gleichung 
æy’ u = E’ HHH i, 
und es gelten für die neun Coefficienten «, 8, y die bekannten 
Gleichungen, sodass die neuen Variabeln dureh die alten in folgen- 
der Weise dargestellt werden: 


E ass az+a'y +a" z, 
IV) q = pæ +p'y+ p"Z, 
I; = ya-+y'y+y"2. 


Differenziren wir die Gleichung III) nach & unter Rücksichtnahme 
auf II), so erhalten wir 


OE ii: Pl at 
MEN TE, SB 


was, wegen IV), auch so geschrieben werden kann 


ir ya a 


Diese letzte Kae ist aber unabhängig von den Werthen der 
x, y, z zu erfüllen, sodass sie zerfällt in die drei anderen 


= 2/ (ac + a'y a'z). 


afrai 

EFN = 2åa, 
V) A ut Die! 

ð n 

wu = 2)a 


Diese Gleichungen enthalten nur drei Unbekannte. Nämlich es 
kommen nur die Verhältnisse der drei Grössen a in ihr vor, die 
also zwei Unbekannte liefern, während die dritte A ist. Diese 
drei Grössen können also aus V) bestimmt werden. Um dann 
noch die absoluten Werthe der œ zu erhalten, wird man sich der 
Gleichung bedienen 
+ Ha" —1. 

In ganz analoger Weise erhalten wir noch die beiden Gleichungs- 
systeme 


www.rcin.org.pl 


Kap. VII. Von den Hauptaxen eines starren Körpers. 131 


= — 24'$, Of = Ay, 


op oy 
v’) = — 9,' p' $= TON Zi, 
ap: IE nm of I, 
ap" SSAA, a" ei, 


denen zur Bestimmung der absoluten Werthe der f, resp. der y 
noch die Gleichungen hinzuzufügen sind: 


BB" + gt" —1, yy y" SA 
In explieiter Form lauten die Gleichungen V) 
(a, NM + WW! + ad —=0, 

Aog +(a, åE + aa" = 0, 

0,8 + a,,@ +(a,,—A)a" = 0, 
in welchen Gleichungen a, = a, ist. Ganz ähnlich lauten die 
Gleichungen V’), nur dass an die Stelle der œ die ĝ resp. die y 
treten und å durch A’ resp. A'' ersetzt wird. Ob man daher aus 
den V) die «, oder aus den V’) die $ oder y eliminirt, man wird 
immer dieselbe Gleichung 


AA = 0 
erhalten, wo 4(4) die Determinante 
o À, Qoa s Aoa 
Qio s 4i ah aia 
Qw >» O s AÀ 


bedeutet. Diese Gleichung, die in vielen Untersuchungen auftritt, 
ist also vom dritten Grade. Ihre Wurzeln sind sämmtlich reell. 
Bei dem Beweise der letzten Bemerkung können wir uns hier 
nicht aufhalten und verweisen auf Herrn Schell’s Mechanik, 
sowie auf Hesse’s Vorlesungen aus der analytischen Geo- 
metrie des Raumes, dessen Methode wir überhaupt in diesem 
Paragraphen gefolgt sind. Die Wurzeln der Gleichung 4 = 0 
müssen aber gerade die drei gesuchten Werthe A, A’, A’ sein, da 
ja, wenn irgend eine dieser drei Grössen mit 4 bezeichnet wird, 
jedes der Systeme V} oder V’) zu derselben Gleichung A(A) = O 
führt, wie oben bemerkt ist. 
9# 
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Nachdem so die drei Grössen A, 4’, 4'' bestimmt sind, wird 
man aus V) und V’) die Verhältnisse der «œ, resp. der 8 und der y 
bestimmen und nachher ihre absoluten Werthe in der angegebenen 
Weise finden, sodass dann auch die Richtungen der neuen Axen 
in Bezug auf die alten der æ, y, z bekannt sind. Wir haben dann, 
wenn wir mit 


f@,y,2)—1=0 
die Gleichung des Poinsot’schen Ellipsoides bezeichnen, dieses auf 
seine Hauptaxen bezogen in der Form 


PN — Ja 0, 


wo die A also jetzt die Hauptträgheitsradien des Körpers be- 
deuten. 

Da wir hier von vorne herein wussten, dass die drei Grössen 
4 positiv sein müssen, so kann man nun mit Hülfe des Descartes- 
schen Satzes aus der entwickelten Gleichung 4 = O gewisse Un- 
gleichungsrelationen zwischen den Quadraten und Producten der 
Trägheits- und Deviationsmomente eines Körpers in Bezug auf eine 
beliebige Axe entwickeln. Wir gehen jedoch nicht darauf ein, da 
wir keine Anwendung davon machen werden. 


ST. 


Ist also wie oben 
ey rc = 1 

die Gleichung des Poinsot’schen Ellipsoides, sodass also a, b, e 
die drei Hauptträgheitsradien sind, so sind 

1 1 1 
VAA er T 
die Halbaxen dieses Ellipsoides, wonach also dem grössten Haupt- 
trägheitsradius die kleinste Hauptaxe der Fläche, dem kleinsten 
Hauptträgheitsradius die grösste, und dem mittleren Trägheitsradius 
die mittlere Axe entspricht. 

Es mag hier gleich noch gezeigt werden, dass, wenn A das 
grösste und © das kleinste Hauptträgheitsmoment eines Körpers 
bedeuten, A und C überhaupt resp. der grösste und kleinste Werth 
des Trägheitsmoments eines Körpers in Bezug auf Axen des Punktes 


www.rcin.org.pl 


Kap. VII. Von den Hauptaxen eines starren Körpers. 133 


O sind. Denn es ist 

Im’ = Aa’+Bp’+Cy?, 

= A—(4—B)ĝ’—(4—0)r’, 

woraus, da A— B > 0, A— Cœ Q, sich ergiebt, dass in der That 
mr’? den Werth A niemals überschreiten kann. Andererseits ist 
auch 

Imr’ = C+(A— C)a’+(B—C)P?, 
woraus, da wieder A— C>0, B—C>0, folgt, dass Imr? nie- 
mals unter den Betrag € herabsinken kann, vorausgesetzt natür- 
lich in beiden Fällen, dass XSmr? sich auf Axen des Punktes O 
bezieht. 


§ 8. 

Nach Einführung des Poinsot’schen Trägheitsellipsoides sind 
wir nun im Stande, uns von jedem Satze aus der Theorie der 
Trägheitsmomente ein klares geometrisches Bild zu machen; und 
andererseits leicht Sätze über Trägheitsmomente zu finden. Denn 
jedem Trägheitsmoment entspricht der auf der zugehörigen Axe 
liegende Diameter. Es wird somit fast jede Beziehung zwischen 
den Diametern eines Ellipsoides sich auch als Beziehung zwischen 
Trägheitsmomenten in Bezug auf Axen eines Punktes auffassen 
lassen. 

So ist nach einem bekannten Satze, wenn a’, a”, a"! drei zu 
einander senkrechte Semidiameter eines Ellipsoides sind, die Summe 


1 1 1 


Sind nun 4', k", k'" die Trägheitsradien eines Körpers in Bezug 
auf die Axen, auf denen a', a", a’ liegen, so ist nach $ 4 dieses 
Kapitels 
el, el, "=; 

daher also auch 

k? Hk"? 4%” — const., 
und wenn wir mit M', M", M'' die Trägheitsmomente bezeichnen, 
die zu den A gehören, so ist auch 

M'+ M" M'"" = const. 
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Dies giebt also den bereits früher erkannten Satz, dass die Summe 
der Trägheitsmomente eines Körpers in Bezug auf ein orthogonales 
Axentripel eines Punktes constant ist, und zwar gleich der Summe 
der drei Hauptträgkeitsmomente für diesen Punkt. 

Sind ferner a’, a’, a'' drei conjugirte Semidiameter eines 
Ellipsoides, so ist 
a” a"! a" — const., 
woraus sich für die Theorie der Trägheitsmomente die Gleichungen 
ergeben: 


1 1 1 

fr 5 -4 ur -H Mr = const., 
1 1 
z rar PI = const. 


„Haben drei Axen eines Punktes O die Richtungen 
dreier conjugirter Semidiameter des Trägheitsellipsoids 
des Punktes O, so ist die Summe der reciproken Werthe 
der zu diesen Axen gehörigen Trägheitsmomente eines 
Körpers constant, nämlich gleich der Summe der reci- 
proken Werthe der drei Hauptträgheitsmomente für den 
Punkt O.* 


89. 

Die Richtungslinien aller Durchmesser gleicher Länge 2ọ eines 
Ellipsoids liegen auf einem Kegel zweiter Ordnung, der mit dem 
Ellipsoid den Mittelpunkt und die Hauptaxen gemein hat. Diese 
Bemerkung liefert für die Theorie der Trägheitsmomente den Satz: 

„Der geometrische Ort aller Axen eines Punktes O von glei- 
chem Trägheitsmomente ist ein Kegel zweiter Ordnung, der mit 
dem Cauchy-Poinsot’schen Ellipsoide des Punktes O gemeinsame 
Hauptaxen besitzt.“ 

Die Gleichung dieses Kegels folgt aus derjenigen des Ellipsoids 
a?’ +b’y’+c’2?—1 = 0, unter Berücksichtigung der Bedingung 
z’+y’+2’— 0°’ = 0, in der folgenden Form: 

(a’’—1)æ’ (be —1)y’ Ceo’ —1)2? = 0. 
Die Erzeugungslinien derselben sind Axen gleichen Trägheits- 


momentes H = Im. nz 
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Sind a, b, c der Grösse nach geordnet a < b< c, sodass also 
a, b, c die Trägheitsradien resp. der grössten, mittleren, kleinsten 


Axe des Ellipsoids sind und ist a ee > =, so umgiebt der Ke- 


gel die kleinste Axe des Ellipsoids; liegt dagegen ọ zwischen a 
und = , so umgiebt er die grösste Axe des Ellipsoids. Für bọ = 1 
zerfällt endlich der Kegel in die beiden Ebenen 

(a? —b 2’— (b’— c?)2’ = (0, 


welche die durch die mittlere Axe gehenden Kreisschnitte des Ellip- 
soids darstellen. 


i ETR i $ a 
Lässt man o variiren von or bis 7,50 erhält man die Schaar 


der Kegel, deren Erzeugende Axen gleichen Trägheitsmomentes 
sind, wobei dieses entsprechend variirt von seinem grössten Werthe 
bis zu seinem kleinsten Werthe herab. 


§ 10. 

Das Trägheitsmoment H' in Bezug auf irgend eine Axe G” 
des Raumes wird mit Hülfe des Trägheitsmomentes H in Bezug 
auf die zu @' parallele Axe @ des Trägheitsmittelpunktes nach 
$ 2 durch die Formel gefunden 

H' = H+’. M, 
wo d den Abstand von @ und @’ bedeutet. An der Hand dieser 
Gleichung kann man sich orientiren über die räumliche Verthei- 
lung der Axen gleichen Trägheitsmomentes. Die beiden Grössen H 
und d der obigen.Gleichung betrachten wir als Veränderliche und 
drücken d durch H aus: 
[H—H 

M 


ds 


»Y 
Ist e der durch H= yE definirte Semidiameter des Central- 


ellipsoids, so ist 
K(e) = (a’g’—1)a’ + (b —1)y’+(eg’—1)2" = 0 
der zum Trägheitsmittelpunkt gehörende Kegel der Axen gleichen 
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Trägheitsmomentes H. Aus der Gleichung für d folgt, dass jede 
Erzeugungslinie dieses Kegels Axe eines Cylinders vom Radius 


ra a 
in, DNAT A 
dem M 


ist, dessen Erzeugende Axen gleichen Trägheitsmomentes H' sind. 

Aendert also ọ seine Position auf dem Kegel, so ändert auch der 

Cylinder seine Lage, während sein Radius unverändert bleibt. 

Alle diese Cylinder sind also, wie man sieht, die Kugel 

y’ z’ = d? 

umschrieben. Legen wir nun der Grösse // einen anderen Werth 

bei, so gehen wir zu einer zu der vorigen concentrischen Kugel 
a’+y’+2? = d? 

über; und wenn wir jeden Radius dieser Kugel, der zugleich auf 


dem Kegel K(e,) =0 liegt, wieder als Axe eines Cylinders vom 
Radius 


Hea = 
i: 


krai age ae 


annehmen, so sind die Erzeugungslinien der so erlangten Schaar 
von Cylindern wieder Axen gleichen Trägheitsmomentes //'. Die 
Reihe dieser Kugeln ist indess keine unbegrenzte, sondern zwischen 
endliche Grenzen eingeschlossen. Denn dies ist der Fall hinsicht- 
lich der Grössen M beziehungsweise ọ. Die Grösse H, als das 
Trägheitsmoment in Bezug auf eine Axe des Trägheitsmittelpunktes, 
ist eingeschlossen zwischen die Grenzen A und C, so dass 


,— Z4 gij ZE 
RET Ban M 


resp. der grösste und kleinste Werth des Abstandes einer Axe vom 
Trägheitsmittelpunkt ist, wenn das Trägheitsmoment eines Körpers 
in Bezug auf diese Axe einen vorgeschriebenen Werth 77’ anneh- 
men soll. Mit jedem zwischen diesen Grenzen liegenden Werthe 


H—h 
W 


d = 
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als Radius kann man aber eine Kugel um den Trägheitsmittel- 

. ie : Im 
punkt construiren, und dann mit Hülfe der Relation 4 = an den 
Kegel K(e) = O finden, dessen Erzeugungslinien die Axen der der 
Kugel zu umschreibenden Cylinder von der oben dargelegten Be- 
deutung sind. 


STL: 

Es ist für manche Betrachtungen wichtig, die Fläche zu ken- 
nen, welche aus dem Cauchy-Poinsot’schen Ellipsoid durch die 
Transformation nach der Methode der reciproken Radienvectoren 
hervorgeht. Diese Methode selbst darf ich hier wohl als bekannt 
voraussetzen, sodass ich ohne weiteres an die specielle Aufgabe 
herangehe. 

Als Centrum der Inversion nehme ich den Mittelpunkt O des 
Cauchy - Poinsot’schen Ellipsoids, dessen Gleichung in der bis- 
herigen Form angenommen wird, nämlich 

a’ +b’ y’ ez’ — 1 = O. 
Im Punkte (£, n, &) dieser Fläche wollen wir deren Tangentenebene 
construiren, deren Gleichung ist 
ar. +b’n.y+e?t.z—1l=0, 
wo also w, y, 2 wieder laufende Coordinaten bedeuten. Die Ele- 


mente der Hesse’schen Normalform der Gleichung dieser Ebene 
folgen aus 


= ag A B=b'r.d, yacl.d, dI= } 


wo also 4 die Länge der von O auf die Tangentenebene gefällten 
Normale OM bedeutet und durch «, $, y die Richtungscosinus 
dieser Geraden bezeichnet werden. Die Gleichungen für «a, ß, y 
schreibe man nun in der Form 


a p 
P aua gemia, T = e.d, 


woraus man dann erhält 
a? B y’ 
rare dw HH), 


d. h. da der Punkt (&, 4, ©) dem Cauchy-Poinsot’schen Ellipsoid 
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angehört 
2 2 2 
Srfrien 

Nun bestimme man auf OM den Punkt P so, das OM. OP = 1, 
so ist, wenn die ganze bisherige Construction für alle Punkte (€, y, &) 
des gegebenen Ellipsoids ausgeführt wird, die von den Punkten P 
gebildete Figur die nach der Methode der reciproken Radienvectoren 
transformirte der gegebenen Figur. Setzen wir noch OP = ọ, also 
de = 1, so schreiben wir die letzte ag so 


Le Le 


a 
oder, da g«, e3, ey die rechtwinkligen Coordinaten von P sind, 
d.eae=,p=-yy=2 " 


x: y? 2° RS a 
Pr Bd R N 


Nennen wir kurz zwei Figuren reciproke Figuren, wenn die eine 
aus der andern durch die Transformation mittelst reciproker Radien- 
vectoren erhalten wird, so ist also unser Resultat: 

„Die reciproke Fläche des Cauchy-Poinsot’schen El- 
lipsoids ist ebenfalls ein Ellipsoid. Dasselbe hat mit 
jenem gleichen Mittelpunkt und gleiche Axenrichtungen. 
Die Halbaxen des Cauchy-Poinsot’schen Ellipsoids sind 
gleich den reciproken Werthen der Hauptträgheitsradien. 
Die Halbaxen des jenem reciproken Ellipsoids sind die 
Hauptträgheitsradien selber.“ 

Die Tangentenebene des reciproken Ellipsoids im Punkte 
(@', y', 2') ist 


wa! 


Y 
EM p 


—1 = 0. 


Die Senkrechte vom Punkte O auf diese Ebene hat die Länge 
1? S 
: & } 2 i 
d -(% +- y + 2 


und ihre Richtungscosinus sind 
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woraus, unter Berücksichtigung des Umstandes, dass (', y',z') ein 
Punkt des Ellipsoids ist, für die Länge 4’ folgt 

A” = a bp’ Hey". 
Nach Früherem ist aber a’a’+b?8"’+c?y'” das Quadrat des Träg- 
heitsradius in Bezug auf eine durch O gehende Axe von der Rich- 
tung (a', 8", 3") 

Das Trägheitsellipsoid und sein reciprokes Ellipsoid haben da- 
her die wichtige Beziehung zu einander, die sich im folgenden 
Satze ausdrückt: 

„Das Trägheitsmoment in Bezug auf eine durch den 
Punkt O mit der Richtung («, $, y) gegen die Hauptaxen 
dieses Punktes gezogenen Axe @ ist proportional dem re- 
ciproken Quadrate des auf @ liegenden Semidiameters 
des Cauchy - Poinsot’schen Trägheitsellipsoids für den 
Punkt ©. 

Dagegen ist die Strecke OP von G, welche vom Punkte 
O bis zu dem Punkte P geht, in welchem diese Axe die 
auf ihr senkrechte Tangentenebene des reciproken Ellip- 
soids trifft, der Trägheitsradius in Bezug auf die Axe G.“ 

Das Cauchy-Poinsot’sche Ellipsoid und das ihm reci- 
proke Ellipsoid liegen so gegeneinander, dass die klein- 
sten und grössten Axen des einen mit den grössten und 
kleinsten Axen des andern zusammenfallen. 


§ 12. 
Das quadratische Moment eines Körpers bezüglich einer Ebene 
ist im $ 3 dieses Kapitels in der Form dargestellt worden 
Img’ = A'a’+ B'$’+C'y’+2DPy+2Eya+2Fap, 
wo also durch A’, B', ©’ die quadratischen Momente bezüglich 
der Coordinatenebenen bezeichnet sind, und D, E, F wie bisher 
die Deviationsmomente bedeuten. Definiren wir wieder eine Grösse ọ 
durch die Gleichung 
0’ Img?’ —= Im, 
und wiederholen die Betrachtungen von $ 4, so gelangen wir zu 


dem Ellipsoide 
A'r’ B'y’+C'2:?— Im = 0, 
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welches den Mittelpunkt und das Axenkreuz mit dem Cauchy- 
Poinsot’schen Ellipsoid gemeinschaftlich hat. Wir wollen noch 
die Radien der quadratischen Momente A’, B', C', nämlich a', b, c' 
einführen, die durch die Gleichungen gegeben sind 


a’. 3m = 4A, b’. 3m = B', 3m = C', 

wodurch die Gleichung des Ellipsoids die Form erhält 

Mab y re ayl = Q. 
Setzen wir 

EAE A ?—gq 
und bezeichnen den Radius von Img’ wieder wie in § 1 mit A, 
so folgt, wegen 

eng?’ —=Zm. ode fr’ 1, 

a wtb pe" y AN, 
Die quadratischen Momente in Bezug auf Ebenen sind von Binet 
zuerst betrachtet worden. Das vorhin gefundene Ellipsoid wird da- 
her als das Binet’sche Ellipsoid des Punktes O bezeichnet. 
Mit Hülfe desselben lassen sich über die quadratischen Momente in 
Bezug auf Ebenen Sätze formuliren, welche den über Trägheits- 
momente aufgeführten völlig analog sind. 

Die letzte Gleichung zeigt, dass, wenn das Loth vom Punkte O 
aus auf eine Ebene & die Richtung («, 3, y) hat, der Radius des 
quadratischen Momentes eines Körpers bezüglich der Ebene & sich 
aus «, 8, y und den Halbaxen des Binet’schen Ellipsoids in ganz 
derselben Weise herleitet, wie sich der Trägheitsradius des Körpers 
in Bezug auf eine durch O gehende Axe gleicher Richtung («, p, y) 
aus «, p, y und den Halbaxen des Trägheitsellipsoids des Punktes O 
bildet. 

Mit A ist auch Img” gefunden, und es wird 


Img’ = A'a’+B'H’+-C'y?. 
Führen wir noch das dem Binet’schen Ellipsoide reciproke, nämlich 


. 2 
Fa 
a b c 


2? 
12 


ein, so können wir die Betrachtungen dieses Paragraphen in fol- 
gendem Satz zusammenfassend abschliessen. 
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„Ist ein starres System gegeben, so kann man für 
jeden Punkt O des Raumes ein Binet’sches Ellipsoid und 
dessen reciprokes construiren, welche ihren gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt in O haben und deren Axen- 
richtungen derart zusammenfallen, dass die grössten und 
kleinsten Axen des einen Ellipsoids mit den kleinsten 
und grössten Axen des anderen coincidiren. 

Ist e ein in der Richtung («, ,y) gegen das Axenkreuz 


gezogener Semidiameter des Binet’schen Ellipsoids, so 


> 

; m ; 

ist ——— das quadratische Moment des starren Systems 
e 


bezüglich der Ebene, deren von O ausgehende Normale 
die Richtung («,ß,y) hat. Wird oe bis zu dem Punkte P 
verlängert, in welchem eine zu ọ senkrechte Tangenten- 
ebene des dem Binet’schen reciproken Ellipsoids diese 
Gerade ọ schneidet, so ist OP =å der Radius des qua- 


y 
; Im 
dratischen Momentes ——-“ 
o 


„Insbesondere sind also die Halbaxen des Binet’schen 
Ellipsoids umgekehrt proportional den Radien der qua- 
dratischen Momente bezüglich der Coordinatenebenen; 
und die Halbaxen des reciproken Ellipsoids sind diese 
Radien selbst.“ 

Da | 

A+A = Im(y’+ 2’)+Ima’ = Smp’, 
B+ B' = Im(z2’+2”)+ my’ = Imp’, 
C+C' = Sme’ y’ Imz’ = Imp’, 
so ist auch 
DY 2 
+ = er — ER a 
Sm 
und es ergiebt sich aus der Addition der Gleichungen des Cauchy- 
Poinsot’schen und des Binet’schen Ellipsoids 

Heel = 0, a” atb ye e] = 

die Gleichung 


` 


S a 


d. h. die beiden Ellipsoide schneiden einander in einer sphärischen 
Curve. 
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$ 13. 


Die bisherigen Paragraphen dieses Kapitels setzen uns in den 
Stand jede die Theorie der Trägheitsmomente und der verwandten 
Grössen betreffende Frage leicht zu erledigen. Es lässt sich aber 
denken, dass diese Theorie mit dem gegebenen nicht abgeschlossen 
sein wird. In der That ist durch die Poinsot’sche Verknüpfung 
der Lehre von den Trägheitsmomenten mit der von den Oberflächen 
2. Ordnung der Weg gegeben, immer neue Resultate für die erstere‘ 
aus der letzteren zu gewinnen. Insbesondere lässt die Theorie der 
confocalen Oberfläche 2. Ordnung eine elegante Weiterbildung der 
Theorie der Trägheitsmomente zu. Nichtsdestoweniger nehme ich 
Abstand davon, diese schönen Untersuchungen hier darzustellen, 
da sie uns zu weit von unserem eigentlichen Gegenstande ab- 
lenken würden, ohne doch im Folgenden eine Anwendung zu finden. 

Ich wende mich daher zu einer elementaren Betrachtung über 
die Impulsivkräfte, die einem starren System einen gegebenen Ge- 
schwindigkeitszustand verleihen können. Dabei wird sich dann von 
selbst ein Zurückkommen auf den Ausgangspunkt dieses Kapitels, 
die kinetische Energie des starren Systems, ergeben. 


Kapitel VII. 


Von den Impulsivkräften, welche einem starren System 
einen gegebenen Geschwindigkeitszustand zu ertheilen 
vermögen. 


$1. 

Den in der Ueberschrift angegebenen Gegenstand will ich in 
diesem Kapitel in der Weise der elementaren Mechanik behandeln, 
um auch für diejenigen Leser, welche hinsichtlich der geometrischen 
Methoden der neueren Mechanik nur über geringe Kenntnisse ver- 
fügen, das Verständniss der späteren Darlegung der auf jenen Ge- 
genstand bezüglichen Untersuchungen des Herrn Ball zu erleichtern. 
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Betrachten wir zunächst ein starres System, welches eine 
Translationsgeschwindigkeit v besitzt. Die Momentankraft oder 
Impulsivkraft, welche einem Punkte P von der Masse m die Ge- 
schwindigkeit v zu ertheilen vermag, hat nun nach Kap. I die In- 
tensität mv, ihre Richtungslinie ist die Tangente in P an die Bahn 
dieses Punktes und sie stimmt dem Sinne nach mit v überein. 

An dem starren Körper wirkt also ein System solcher Kräfte 
mv. Wir bilden die Reduction dieses Kräftesystems für einen, zu- 
nächst ganz beliebigen Punkt, ©. Die Elemente der Reduction 
sind dann, wie aus Kap. I bekannt, die Einzelresultante R, welche 
gleich der geometrischen Summe der gegebenen Kräfte ist, und ein 
Paar vom Axenmoment @, welches die geometrische Summe der 
Axenmomente der durch die Reduction für den Punkt O entstan- 
denen Paare ist. Die geometrische Summe der Kräfte mw ist hier 
identisch mit deren algebraischer Summe, da die Kräfte alle gleiche 
Richtung haben. Es ist also 

— Im =P2m=v,.M, 


wenn durch M die Gesammtmasse des starren Körpers bezeichnet 
wird. Für @ erhalten wir zunächst die Form 

G = Zmvp, 
wo p den Abstand der im Punkte P wirkenden Kraft mv von dem 
Punkte O bedeutet. 

Bei der geometrischen Summe kann aber ebenso wie bei der 
algebraischen ein gemeinschaftlicher Factor der Summanden vor 
das Summenzeichen gebracht werden, daher haben wir 

G =vZmp. 
Nun kann aber immer ein Strahl von der Richtung v so bestimmt 
werden, dass sein Abstand æ% von O der Gleichung genügt 
mam = 2mp. 


Dieser Strahl ist also die Gerade mittleren Abstandes von den 
Punkten P, oder, mit anderen Worten, die durch den Trägheits- 
mittelpunkt des von den Punkten P gebildeten starren Systems zu 
ziehende Gerade der Richtung v. Wir haben also 


R oTM IGM 
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d. h. für einen beliebigen Punkt O redueirt sich das System von 
Impulsivkräften, welche einem starren Körper eine gegebene Trans- 
lationsgeschwindigkeit zu ertheilen vermögen, auf eine Einzelresul- 
tante durch © und ein Paar. Die erstere ist von gleicher Rich- 
tung und gleichem Sinn mit v. Die Intensität dieser Resultante 
ist gleich dem Producte aus der Geschwindigkeit in die Gesammt- 
masse des Körpers. Die Seitenkräfte des Paares haben dieselbe 
Intensität, wie die Einzelresultante und sind dieser parallel; der 
Arm des Paares ist gleich dem Abstande æ der Richtungslinie von 
R von dem Trägheitsmittelpunkt des starren Körpers. Das Axen- 
moment des Paares steht somit senkrecht auf der Ebene (R, 7). 

Aus dem soeben Gesagten ist ersichtlich, dass die einfachste 
Reduction eines Systems von Impulsivkräften, die eine Translations- 
geschwindigkeit hervorrufen, diejenige auf einen Punkt der durch 
den Trägheitsmittelpunkt gezogenen Geraden HÆ von der Richtung v 
ist. Denn in diesem Falle ist æ= 0, das Axenmoment verschwin- 
det also, und die Reduction besteht nur noch aus der Resultante 
R auf H, was man auch direct daraus herleiten kann, dass die 
Verbindung einer Einzelkraft und eines Paares in einer Ebene 
lediglich eine Parallelverschiebung des Angriffispunktes der Einzel- 
kraft um eine Strecke gleich dem Arm des Paares zur Folge hat. 
Die Resultante R und das Paar vom Momente @ können aber 
als in einer Ebene liegend angesehen werden, da @ normal ist 
zu R. Da nun endlich noch der Angriffspunkt von R auf der 
Richtungslinie 4 beliebig verschoben werden darf, so haben wir 
folgenden definitiven Satz: 

„Die Impulsivkräfte, welche einem starren Körper 
eine Translationsgeschwindigkeit augenblicklich zu er- 
theilen vermögen, sind - äquivalent einer Einzelresul- 
tanten R = Mv, gleich dem Producte aus der Geschwin- 
digkeit in die Gesammtmasse des Körpers. Die Richtung 
dieser Resultanten geht durch den Trägheitsmittelpunkt 
des starren Systems und ist mit der Translationsge- 
schwindigkeit parallel und gleichen Sinnes. Wir können 
uns dem Trägheitsmittelpunkt S als Angriffspunkt der 
Resultanten denken. Aus R = Mv geht dann hervor, dass 
die Intensität der Resultanten eine solche ist, dass R 
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dem Punkte § die Geschwindigkeit v zu ertheilen ver- 
möchte, wenn die Gesammtmasse des starren Körpers in 
S vereinigt wäre.“ 


§ 2. 

Wir fragen nun nach den Impulsivkräften, welche einem 
starren Körper eine Rotation um eine Axe H mit der Winkelge- 
schwindigkeit œ zu ertheilen vermögen. 

Ist P ein Punkt des Körpers und CP = r sein Abstand von 
der Rotationsaxe H, so ist v = œr die Geschwindigkeit dieses 
Punktes und mor die Impulsivkraft, welche ihm diese Geschwin- 
digkeit zu ertheilen vermag, wenn m wieder die Masse des Punktes 
P bedeutet. Alle diese Kräfte mær sind einer zu H senkrechten 
Ebene parallel. Sei nun. § der Trägheitsmittelpunkt des Körpers, 
so fällen wir das Loth SO von S auf die Axe H und redueiren 
die Kräfte mær für diesen Punkt O der Axe H. Zu dem Zwecke 
nehmen wir O zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordi- 
natensystems, dessen positive z-Axe mit OS, dessen positive 2-Axe 
mit der positiven Seite der Axe H zusammenfällt, und dessen po- 
sitive y-Axe so bestimmt wird, dass man im Sinne der Drehung w 
von der positiven Seite der -Axe zu der positiven Seite der y-Axe 
gelangt. 

Bilden wir nun die Reductionselemente für den Punkt O, so 
ist die Einzelresultante R wieder die geometrische Summe 


R = Smor = w mr. 
Ist der Winkel (r, x) = «, dann sind die Winkel 
(R,x) = 180°, (R, y) = & 

und somit die Componenten von R nach den Coordinatenaxen 

A EEO SERE E AT Z=0. 
Es verschwindet aber auch die Componente X, weil die æ-Axe 
durch den Trägheitsmittelpunkt des Körpers geht. Und setzen wir 
dann noch 

E.2m = Imo, Y = o8 3m = M.os, 


wo & den Abstand des Trägheitsmittelpunktes von O, und M die 
Gesammtmasse des Körpers bedeutet, so bleibt für die Reductions- 
Ball, Mechanik. 10 
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resultante. der Ausdruck 
R = Mus. 

Diese Kraft ist senkrecht auf der «z-Ebene, und ihr Sinn stimmt 
überein mit dem von w. Nun ist wg die Geschwindigkeit des 
Trägheitsmittelpunktes. Die Resultante R würde also einem Punkte, 
in dem die Gesammtmasse M vereinigt wäre, die Geschwindigkeit 
des Trägheitsmittelpunktes ertheilen können. 

Das Axenmoment @ der Reduction ist die geometrische Summe 


wmr. OP 


der Axenmomente mwr. OP der einzelnen bei der Reduction auf 
den Punkt O eingeführten Paare. Diese Axenmomente laufen den 
Ebenen (H, r) parallel. Bedenkt man, dass OP die geometrische 
Summe 
OP = r+z2 

ist, so sieht man, dass jedes der genannten Paare in zwei andere 
mit den resp. Armen r und z zerfällt, während die Seitenkräfte 
beider Paare die Grösse mor haben. 

Das erste Paar, mit dem Arm r, liegt in der «y-Ebene und 
hat gleichen Sinn mit œ. Sein Axenmoment ist mær” und stimmt 
also nach Richtung und Sinn mit œ überein. Das zweite Paar 
liegt senkrecht zur Ebene (H,r). Sein Axenmoment ist morz 
und dem Sinne nach entgegengesetzt mit r. Es ist daher zunächst 


G = wmr’ w Zmrz. 

Im zweiten Gliede dieser geometrischen Summe kann aber noch 
eine weitere Zerlegung vorgenommen werden; denn es ist wieder 
r die geometrische Summe von æ und y. Nehmen wir dabei jetzt 
noch Rücksicht auf den Sinn der Axenmomente mwrz, so können 
wir jedes derselben als geometrische Summe so darstellen 

mwrz = — MWRZ — MOYL. 
Setzen wir also zur Abkürzung 

G, = wom, G: = —wImez, G, = —w I myz, 

so erhalten wir also für das Axenmoment @ der Reduction die 
definitive geometrische Gleichung: 


G = G+ G4- G. 
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Die Grössen G., Gs, G, sind ihrer Bedeutung nach im vorigen 
Kapitel bekannt geworden. Es ist @, das Trägheitsmoment des 
Körpers in Bezug auf die Axe H, multiplieirt mit der Winkelge- 
schwindigksit œw. Die Grössen @, und @, sind . 
G, = —wE, Q,=—oD, 
wo D und Æ die Deviationsmomente des Körpers bezüglich der 
Axen æ und y sind. Bei der Ersetzung der obigen geometrischen 
Gleichungen durch die äquivalenten algebraischen kann man aus 
formalen Rücksichten und um der Abkürzung willen neben dem 
Trägheitsradius auch Radien der Deviationsmomente einführen, also 
setzen 
Mamam n M.e’—= Zmaz, MOS Imyz, 


wobei man indessen beachten muss, dass zwar die Grösse x stets 
reell ist, die Radien &, ð aber sehr wohl auch imaginär werden 
können, nämlich dann, wenn die Deviationsmomente negativen 
Werth erhalten. 
Es ist also jetzt 
G= 0M G,.=—oMe, G = Mon 


Wollen wir auch noch das Axenmoment wieder darstellen, welches 
die geometrische Summe von @, und @, ist, so haben wir, wenn 
dasselbe durch Æ bezeichnet wird 

K’ = G+ G? = w’ M’ (e+ ô") 
und der Winkel von Æ mit der æ-Axe folgt aus 
arii A 
Gr $” 


Endlich ist dannn 
= @+@+G = E’, 
@? em w°’ M? (x+ e8”), 


und wenn % die' Neigung von @ gegen die Rotationsaxe bezeichnet 


K 1 
A al ar N dp 


Der Winkel y wird nur dann verschwinden, wenn X gleich Null 
wird. Bei der Zusammensetzung von Ä ist dies aber nur möglich, 
10* 
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wenn gleichzeitig 

ea Ba E, 
oder also 

Bei Den 

Das Axenmoment @ ist also nur dann zu der Rotationsaxe 
parallel, wenn die Deviationsmomente verschwinden, d. h. wenn 
die Rotationsaxe eine Hauptaxe des Körpers für den Punkt O ist. 

Wir wollen die Resultate dies Paragraphen wieder zusammen- 
fassen: 

„Wenn ein starrer Körper sich um eine Axe H mit 
der Winkelgeschwindigkeit œw dreht, so sind die Impul- 
sivkräfte, welche dem Körper diese Geschwindigkeit zu 
ertheilen vermöchten, äquivalent einer Resultanten X, 
welche senkrecht wirkt zu der Ebene, welche durch die 
Axe H und den Trägheitsmittelpunkt S des Körpers geht, 
in Verbindung mit einem Paare, dessen Axenmoment @ 
im Allgemeinen gegen die Rotationsaxe geneigt ist. Die 
Resultante R besitzt eine Intensität, die proportional ist 
dem Producte aus der Gesammtmasse M des Körpers in 
den Abstand des Trägheitsmittelpunktes von der Rota- 
tionsaxe. Diese Kraft R = Mwg stimmt nach Richtung 
und Sinn mit der Geschwindigkeit wg des Trägheits- 
mittelpunktes überein, sodass sie diesem die Geschwin- 
digkeit w ertheilen könnte, wenn in ihm die Gesammt- 
masse des Körpers concentrirt wäre, also dieselbe Ge- 
schwindigkeit, welche dieser Punkt wirklich in Folge der 
Winkelgeschwindigkeit w hat, die der Körper um die 
Axe H besitzt. Das Axenmoment @ des resultirenden 
Paares ist der Winkelgeschwindigkeit œw proportional und 
zerfällt zunächst in zwei Componenten, deren eine pa- 
rallel zu der Rotationsaxe ist, während die andere auf 
dieser Axe senkrecht steht. Wird als Reductionspunkt 
der Punkt O gewählt, in dem die durch den Trägheits- 
mittelpunkt S zur Rotationsaxe H senkrecht gelegte 
Ebene diese Axe trifft, so ist die erstgenannte Compo- 
nente des Axenmomentes @ durch G, = w Mx’, das Pro- 
duct aus der Winkelgeschwindigkeit in das Trägheits- 
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moment des Körpers in Bezug auf die Rotationsaxe, ge- 
geben. Die zweite, zu H senkrechte, Componente von @ 
zerfällt wieder in zwei zu einander rechtwinklige Com- 
ponenten G; = —w E, G, =—wD, welche resp. parallel 
und senkrecht sind zu dem Abstande & des Trägheits- 
mitelpunktes von der Rotationsaxe. Diese Componenten 
sind also proportional den Deviationsmomenten 


ES Sm = Me, D= Zmya = Mon 


welche der Ebene der Rotationsaxe, welche den Träg- 
heitsmittelpunkt enthält, und der zu dieser senkrechten 
Ebene der Rotationsaxe entsprechen.“ 

Da die Resultante R = Mo& nur dann verschwindet, wenn 
g — 0 wird, so haben wir noch: 

„Die Impulsivkräfte, welche einem freien starren Kör- 
per eine Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit œ um 
eine Axe H zu ertheilen vermögen, sind dann und nur 
dann einem Paare äquivalent, wenn die Rotationsaxe 
durch den Trägheitsmittelpunkt hindurchgeht.* 


83. 


Es möge nun wieder als Reductionscentrum der Trägheits- 
mittelpunkt S des starren Systems genommen werden. Gehen wir 
von der im vorigen Paragraphen durchgeführten Reduction für 
einen beliebigen Punkt O aus, so ist also zunächst die neue Re- 
sultante R gleich und gleichgerichtet mit der dort gefundenen. 
Dagegen tritt zu dem Paare mit dem Axenmomente @ noch ein 
neues Paar hinzu, welches aus der Uebertragung der Resultanten 
R vom Punkte O nach dem Punkte S entsteht. Der Sinn dieses 
Paares ist nach früheren Festsetzungen negativ, woraus für das 


Axenmoment der Werth folgt: 

@G,= — Rg = —wo Mg. 
Dieses Axenmoment ist dem oben mit @, bezeichneten parallel. 
Die Summe @,+@' ist daher der Werth G® von G, für den Punkt 
S, also 

GP = o(MR’—M??). 
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Es ist aber, nach Kapitel VII, 

Mk? = Mk?+ Mẹ’, 
wenn k, der Trägheitsradius des starren Systems in Bezug auf eine 
durch S gezogene Parallele zur Rotationsaxe ist. Es ist also 


G? = o Mkè. 
Verlegen wir endlich unter Beibehaltung der Axenrichtungen den 
Anfangspunkt des im § 2 benutzten Coordinatensystems nach dem 
Punkte S, so wird durch diese Coordinatentransformation die 
Grösse Dmyz überhaupt nicht beeinflusst, während Fmæz über- 
geht in 
Im(£+2)2 = EXmz + Imaz = Imaz, 

da Smz = 

„In Bezug auf das resultirende Axenmoment ist die 
Reduction der Impulsivkräfte, welche einem starren 
Systeme eine Rotation mit gegebener Amplitude œw um 
eine Axe H ertheilen können, für den Trägheitsmittel- 
punkt S dieselbe, als ob die Drehung um die zu H paral- 
lele H, des Trägheitsmittelpunktes stattfinde.“ 

Die formelmässige Darstellung dieser Reduction kann der Leser 
also leicht aus dem vorigen Paragraphen herübernehmen. 


§ 4. 

Es ist im Kapitel I die Existenz und Bedeutung der Central- 
axe eines Kräftesystems nachgewiesen worden. Wir wollen unter 
Erinnerung an das dort Gesagte nun die besonders wichtige Re- 
duction der Impulsivkräfte, die eine Rotation um eine Axe hervor- 
bringen können, auf ihre Centralaxe betrachten. 

Die Gleichungen der Centralaxe sind a. a. O. in der Form ge- 
geben worden 


Du. Bali un) Ze 
> Oa sin ran) 
wo X, Y, Z die Componenten der Einzelresultanten R, nach den 
Axen der x, y, 2, darstellen; und (', y', 2’) der Schnittpunkt der 
Centralaxe, die bekanntlich die Richtung von R hat, mit einer 


durch den Ursprung des Coordinatensystems senkrecht zur Richtung 
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R gelegten Ebene ist. Die Gleichung dieser Ebene ist 
Xa+ Yy+ Zz = 0. 
Gehen wir nun, was instructiver ist, von der Reduction für den 
Punkt © des Paragraphen 2 dieses Kapitels aus, so haben wir für 
die Componenten der Resultanten R und des Axenmomentes @ 
X S o Ten Zei, 


G: = —wImez G, = —woImyz, G, = wMk’. 
Die oben erwähnte Ebene ist also hier die æz-Ebene, von der wir 
schon im $ 2 sahen, dass sie senkrecht auf der Richtung von R 
steht. Die Grössen «', y', 2’ bestimmen sich nun nach Kapitel I 
aus den folgenden Gleichungen 
2 Z,X ae SE 
G G: CoG NR 
sodass wir nach Einsetzung der Werthe der sechs Reductionscom- 
ponenten und indem wir wieder den Radius & des Deviations- 
momentes Æ = Imaz einführen, erhalten 
2 2 
!=-5, NA =i 
Die Centralaxe steht also senkrecht auf der »z-Ebene und ihre 
Lage hängt von der Winkelgeschwindigkeit nicht ab, sondern nur 
von der Lage der Rotationsaxe. Bezeichnen wir den Punkt (', 0, 0) 
mit O', und den Punkt (', O, 2’) mit P', so sehen wir zunächst, 
dass der Trägheitsmittelpunkt zwischen den Punkten O und O' 
liegt. Denn es sind & und =’ die Abstände der Punkte $ und O' 
von ©. Es ist aber stets 


R’x' = ; R’; => 


a oag, 
da der Trägheitsradius Æ in Bezug auf die Rotationsaxe HÆ der 
Gleichung genügt 
k = Ph, 

wo k, den Trägheitsradius bedeutet in Bezug auf die durch S 
gehende zu H parallele Axe H,. Führen wir wieder ein neues 
Coordinatensystem der &, n', © mit: dem Ursprung S und dem 
vorigen parallel ein, so ist also 


æl = +8, y' — 7, z’ = er Ex ek 
Eh. 


+ = h’, 
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Consequenter wäre diese letzte Gleichung allerdings zu schreiben 
&E' — — k?, um anzuzeigen, dass der Punkt © auf entgegengesetzter 
Seite von $ mit O' liegt. Die Gleichung zeigt, dass die Punkte 
O, O' conjugirte Punkte einer Involution ohne Doppelelemente mit 
dem Centrum S sind (Involution zweiter Art). 
Die Bestimmungsgleichung für 2’ oder ¢', nämlich 
dene 
kann ebenfalls als Gleichung einer Involution aufgefasst werden. 
Man ziehe durch den Punkt P’ eine Parallele H' zur Rotations- 
axe, so geht H' auch durch den Punkt O'. Von diesem Punkte 
aus trage man nun auf H’ die Strecke & dem Sinne von œ ent- 
sprechend ab bis P. Ob die Involution 
EE m &° 
dann Doppelelemente besitzt oder nicht, hängt davon ab, ob das 
Deviationsmoment Æ = Imaxz positiv oder negativ ist. Im ersteren 
Falle ist reell, also &” eine positive Zahl: die Involution, der 
die Punkte P, P' als conjugirte Elemente angehören, ist dann von 
der ersten Art. Wenn dagegen & imaginär ist, wird diese Invo- 
lution von der zweiten Art. Zieht man endlich durch P' und S 
eine Gerade, welche die Rotationsaxe in Q trifft, so sind, wie man 
leicht sieht, auch P’ und Q conjugirte Punkte einer Involution*) 
zweiter Art; und zwar hat man 


SQ.SP' = T; (kit), 


Wir fassen die Resultate dieses Paragraphen wieder zusammen: 

„Die Impulsivkräfte, welche einem starren System 
eine Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit œ um eine 
Axe zu ertheilen vermögen, besitzen eine Üentralaxe, 
welche senkrecht steht auf der Ebene, welche durch die 
Rotationsaxe und den Trägheitsmittelpunkt des Systems 
geht. Die Centralaxe trifft diese Ebene in einem Punkte 


*) Es sind nämlich, da H und H’ durch die conjugirten Punkte O und 
O' gehen und sich in einem Punkte (im Unendlichen) schneiden, diese beiden 
Geraden conjugirte Strahlen eines involutorischen Strahlenbüschels. Ein 
solches wird aber von jeder Transversale in einer involutorischen Punktreihe 
geschnitten. 
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P', dessen Lage von derjenigen der Rotationsaxe abhängt, 
aber unabhängig ist von der Winkelgeschwindigkeit w. 
Zieht man in der genannten Ebene durch P’ eine Paral- 
lele H' zu der Rotationsaxe, so liegt der Trägheits- 
mittelpunkt S zwischen den beiden Geraden, und seine 
Abstände von der Rotationsaxe (&) und ihrer Parallelen 
(&) genügen der Gleichung&f'=%;, wenn mit ks der Träg- 
heitsradius des Systems in Bezug auf die zur Rotations- 
axe parallele Axe des Trägheitsmittelpunktes bezeichnet 
wird. Die senkrechte Projection O0’ von S auf H' ist 
Centrum einer involutorischen Punktreihe O'(P, P'), de- 
ren Art abhängt von der Lage der Rotationsaxe und der 
Geraden O'S oder, was dasselbe ist, von der Massenver- 
theilung im starren System bezüglich jener Geraden. Die 
Gerade P'S trifft die Rotationsaxe in einem Punkte Q 
so, dass P'Q wieder conjugirte Elemente einer Involution 
sind. Da nun in involutorischen Punktreihen conjugirte 
Elemente sich doppelt entsprechen, so folgt, dass, wenn 
die Rotationsaxe ohne ihre Richtung zu ändern, durch 
P' ginge statt durch Q, die Centralaxe durch Q gehen 
würde statt durch P'. Für die Reduction im Punkte § 
sind die Componenten der Resultanten R und des Axen- 
momentes @: 
P O Y = wMg, A0]; 


Ge = —u Imaz, G,=—uImy:, Gs = 0 Mk. 


Das Axenmoment für die Reduction auf die Centralaxe 
findet man hiermit nach der Formel 


RG, = X@,+Y@,+ ZG, 
G, = G, = —w Imyz = —w D 
G, = —w Mò’. 
Die Impulsivkräfte sind also einer Einzelresultanten ®M& 
äquivalent, wenn D = Q ist.“ 


§ 8. 
Wir wenden uns zur Reduction der Impulsivkräfte, welche 
einem starren System eine Windung mit der Translationsge- 
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schwindigkeit v und der Winkelgeschwindigkeit œ um eine Axe H 
ertheilen. 

Die von diesem letzteren, rotatorischen Theile der Geschwin- 
digkeit herrührenden Impulsivkräfte reduciren wir wie in § 3 für 
den Trägheitsmittelpunkt S. Ist wieder & der Abstand des Punktes 
S von der Axe H, so haben wir also eine Einzelresultante 
wMg = R,, welche durch S geht und senkrecht ist auf der Ebene 
durch H und S. Die Componenten des resultirenden Axenmomentes 
sind am Schlusse des vorigen Paragraphen aufgeführt. Hierzu 
treten nun noch die von der Translationsgeschwindigkeit v her- 
rührenden Impulsivkräfte. Nach $ 1 reduciren diese sich auf eine 
Einzelresultante R,, die durch S geht und Richtung und Sinn mit 
t gemein hat. Ihre Intensität ist R, = Mr. Die geometrische 
Summe 

R=R-+R, 
ist die Gesammtresultante der hier betrachteten Impulsivkräfte. R 
liegt in der durch den Punkt S gehenden Normalebene zu dem 
Lothe von S auf die Axe H und die Intensität dieser Kraft ist 


R = MyYr’+o’F, 
sie stimmt nach Sinn und Richtung mit der Gesammtgeschwindig- 
keit v, des Trägheitsmittelpunktes überein, welche dieser in folgen- 
der Windungsbewegung besitzt. Der Winkel (H, R) = ọ ergiebt 
sich aus der Gleichung 
gy = 1E f 

„Die Impulsivkräfte, welche im Stande sind, ein 
starres System in eine Windungsbewegung mit der Trans- 
lationsgeschwindigkeit rt und der Amplitude w um eine 
Axe H zu versetzen, reduciren sich auf eine Resultante R 
durch den Trägheitsmittelpunkt S des Systems und ein 
Paar vom Axenmoment @. Dieses letztere befolgt die 
nämlichen Bildungsgesetze, als ob das System ohne die 
Translationsgeschwindigkeit z lediglich mit der Winkel- 
geschwindigkeit œ um die Axe H rotirte. Die Resultante 
R stimmt nach Sinn und Richtung mit der Gesammtge- 
schwindigkeit des Punktes S überein, welche dieser durch 
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die Windungsbewegung erlangt. Ihre Intensität ist der- 
art, dass sie dem Trägheitsmittelpunkt S seine Geschwin- 
digkeit ertheilen würde, wenn in ihm die Gesammtmasse 
des starren Systems concentrirt wäre.“ 


8 6. 

Es soll wieder die Centralaxe dieser Kräfte bestimmt werden. 
Das schon öfter benutzte Coordinatensystem soll auch hier wieder 
angewandt werden. Die positive Richtung der Rotationsaxe H 
wird also positive Z-Axe, die Linie kürzesten Abstandes des Träg- 
heitsmittelpunktes S von H wird «-Axe, deren positive Richtung 
so festgesetzt wird, dass die Abseisse von S positiv ist. Die posi- 
tive Richtung der y wird so bestimmt wie in $2. Gehen wir nun 
aus von der Reduction für den Punkt S. Die Resultante R, hat 
die Componenten 


ER N; 


; Po ME A E: 
die von R, sind 
20 Kl, 2, = Mr. 

Da R die geometrische Summe von R,, R, ist, so haben wir also 
die Componenten von R 

A=X.+rX,=0, 

Y=-Y+Y,—ulMs, 

Z=Z2Z+Z =M:. 
Die Componenten des resultirenden Axenmomentes sind 

G,.=—oMe, G,=—wuMd’, G= wMk}. 
Man findet also das Axenmoment @, für die Centralaxe wieder aus 
RG, = XG:+YG,+ZG., 
also 
G&G = ur (Tk’— w£8?). 


Us 


Wir construiren nun wieder die Ebene Xæ- Yy- Zz = 0, welche 
hier wird 

wMEy -+ Mrz = 0, s 
also durch die z-Axe geht. Der Durchschnittspunkt (z’, y', 2') der 
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Centralaxe mit dieser Ebene ist dann bestimmt durch 


oM&, Mr | Mr, O | | 0, u 


EN NEL Dr Zu 
hu Gis G, i E G, ; vi Ga; G, 


oder 

R’x' = w’M’£k’+wM’rö’, R’y = —wM’te’, R’z' =w M'e. 
Nun ist aus dem Obigen zu ersehen, dass die Centralaxe unserer 
yz-Ebene parallel ist. Es bedeutet daher ©’ den kürzesten Abstand 
der Centralaxe von der Axe H. Ferner sieht man, dass 


o = Vy’ +2” 
der kürzeste Abstand der Centralaxe von der æ- Axe ist. Man 
findet nun 
R'y"”+2'”) = w° M'et (w81), 
also nach einfacher Reduction 


2 
wE 
, 


0 == — 


v, 
wo das negative Vorzeichen geschrieben werden muss, weil y' ne- 
gativ ist. Durch diese beiden kürzesten Abstände ist aber die 
Lage der Centralaxe vollständig bestimmt. 

„Die Reduction der Impulsivkräfte, welche einem 
starren System eine Windung (t, w) um eine Axe H, deren 
Abstand vom Trägheitsmittelpunkt & ist, zu ertheilen 
vermögen, für die Centralaxe besteht aus einer Einzel- 
resultanten R und einem Paare vom Axenmomente @, 


KR == MVw F’ r =M G S aea. (rk —wgð’), 


Vs 


die kürzesten Abstände der Centralaxe von der Axe H 
und von der zu H normalen Geraden des Trägheitsmittel- 
punktes sind 

wE” 


d = (weh +10), d' = — 


v? Vs 

Dabei ist v, die Geschwindigkeit des Trägheitsmitel- 
punktes, die dieser der Windungsbewegung verdankt; 4, 
ist der Trägheitsradius des Systems in Bezug auf die zu H 
parallele Axe H’ des Trägheitsmittelpunktes, € und ô sind 
die Radien der Deviationsmomente Æ und D.“ 
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Wenn diese Reduction nur aus einem Paare bestehen soll, 
wenn also R = Q sein soll, so ist dazu nöthig, dass € = 0, t = 0 
wird. Das heisst aber: 

Die Impulsivkräfte, welche einem starren Systeme eine Rota- 
tionsgeschwindigkeit um eine Axe des Trägheitsmittelpunktes zu 
ertheilen vermögen, reduciren sich auf ein Paar. 

Die obige Reduction besteht in allen den Fällen aus einer 
Einzelkraft, in denen @, = 0, d.h. 


w(rk?—w¥%ð’) = 0, 
also 1) wenn œw = 0, d.i. wenn das System nur Translationsge- 
schwindigkeit hat; 2) wenn z = O und. ð = O, d.h. wenn das 
System nur Rotationsgeschwindigkeit besitzt und das Deviations- 
moment D verschwindet; 3) wenn rk? = w£&ö?, also 


BE. 
En: 7 
Da nach Obigem me = tgy die Tangente des Winkels der Rich- 
2 
tungen R und H ist, da ferner = NZ die Tangente des Win- 
s y 


kels ist, welchen das Axenmoment G, = (@?+@?)} mit H macht, 
so sagt diese Gleichung, dass R senkrecht auf @,; steht. Es ist 
klar, dass dann in der That die Impulsivkräfte sich auf eine Ein- 
zelkraft redueiren. Denn @, steht stets senkrecht auf R. Es wird 
somit bei der Reduction auf den Trägheitsmittelpunkt das Axen- 
moment @ senkrecht auf R, bewirkt somit nur eine Parallelver- 
schiebung von R nach der Centralaxe ohne resultirendes Paar. 


ST. 

Mit Hülfe der Ergebnisse des vorigen Kapitels kann man den 
Untersuchungen der $$ 2—6 eine geometrisch anschauliche Dar- 
stellung geben, welche besonders wünschenswerth erscheint in Be- 
treff der Beziehungen zwischen der Lage der Axe H und der des 
Axenmomentes @. Gleichzeitig werden hierdurch die Grössenbezie- 
hungen zwischen @ und w in klares Licht gesetzt. 

Redueiren wir daher die Impulsivkräfte für den Trägheits- 
mittelpunkt S des starren Systems, und wählen die Hauptaxen des 
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Körpers zu Coordinatenaxen. Die Componenten der Winkelge- 
schwindigkeit œ nach diesen Axen seien resp. p, q, r; die Com- 
ponenten von @ mögen wieder durch Ge, @,, G. bezeichnet 
werden. 

Aus $ 2 folgt dann, dass die Impulsivkräfte, welche dem 
System die Winkelgeschwindigkeit p um die æ-Axe ertheilen, äqui- 
valent sind einem Paare, dessen Axenmoment pMk” ist, wenn 4 
den Trägheitsradius des Systems in Bezug auf diese Axe darstellt. 
Analoges ergiebt sich für die Reduction der Impulsivkräfte, welche 
dem System die Winkelgeschwindigkeit um die Axen y und 2 resp. 
ertheilen. Man hat somit 


G,= vH, = gMb A, =r Mos 
wenn, wie früher, a, b, e die Hauptträgheitsradien des Systems 
sind. Da nun, wenn a, b, c die Axen des Üentralellipsoids sind, 
die Gleichungen bestehen 
at= l Bel cl, 
so ist auch 


a ad D G, = d 


r.M 

a) a AIEA FA 

Durch den Punkt S ziehen wir zu H eine Parallele H,, deren 
positive Seite das Cauchy-Poinsot’sche Ellipsoid in einem Punkte 
P(a, y, 2) treffen möge. Der Semidiameter SP werde durch ọ be- 

i : > : 

zeichnet. Es sind dann Fi an T die Richtungscosinus der Ro- 
tationsaxe H, oder wir haben 


T, ARRE 
ud YJ ud g 

Setzt man die hieraus folgenden Werthe von p, q, ” in die Glei- 

chungen für die Grössen @ ein, so erhält man 


M wa 
NUR or gez, G=- 


und weiter 


2 2 2 2 
@— Mm (7+%+3) 


2 4 
oe? \a 


Die Grösse in der Klammer ist das Quadrat der reciproken Länge 
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der von S auf die Tangentenebene in P des Centralellipsoids ge- 
fällten Senkrechten. Bezeichnen wir die Länge dieser Senkrechten, 
wie in $ 11 des vorigen Kapitels, mit 4, so ist also 


Br Mw } 
0.4 
Die Richtungscosinus dieses Axenmomentes ergeben sich dann 
dosla, G) = ar , cos(y, G) = 22 -, 008,6) = a Ps 


Diese Grössen sind zugleich auch die Richtungscosinus der Nor- 
malen des Centralellipsoids im Punkte P (siehe Kap. VII $ 11). 
Da also @ der Normalen im Punkt P parallel ist, so folgt, dass 
die Ebene des resultirenden Paares der Tangentenebene im Punkte 
P parallel ist. 

Fassen wir zunächst die bisherigen Ergebnisse dieses Para- 
graphen zusammen, so haben wir den Satz: 

„Das resultirende Axenmoment der Reduction eines 
Systems von Impulsivkräften auf den Trägheitsmittel- 
punkt ist der Normalen des Cauchy-Poinsot’schen Träg- 
heitsellipsoids parallel, welche man in dem Punkte P 
construirt, in welchem die zur Axe der Winkelgeschwin- 
digkeit parallele Axe des Trägheitsmittelpunktes die 
Fläche trifft. 

Die Ebene des resultirenden Paares der Impulsivkräfte 

ist somit derjenigen Diametralebene des Centralellipsoids 
parallel, welche der Richtung der Axe der Winkelge- 
schwindigkeit conjugirt ist. 
Mw 
S 
ist der Grösse der Winkelgeschwindigkeit direct, und dem 
Producte aus dem der Rotationsaxe parallele Semidia- 
meter ọ und dem senkrechten Abstande der Tangenten- 
ebene des Punktes P vom Trägheitsmittelpunkt umge- 
kehrt proportional.“ 

Aus der ersten Darstellung, welche wir für die Componenten 
von @ gegeben haben, folgt 

Gz Gy G. 


a AE "Te 


Die Grösse des resultirenden Axenmomentes G = 
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Bemerken wir nun, dass die Hauptträgheitsradien «, b, c die Halb- 
axen des reciproken Centralellipsoids sind, und ziehen durch $ 
einen Semidiameter o’ dieser Fläche, welcher zu @ parallel ist. 
Der Punkt Q(z,y,2) möge einer der Durchschnittspunkte von ọ' 
mit dem Ellipsoid sein. Dann ist 


RR ER ER, 
o' 


z y z 
und damit wird 
G a G y G 
Ba en: | 


Setzen wir wieder 


x y’ 2° —} 

e ; 
wo also 4’ den senkrechten Abstand des Trägheitsmittelpunktes 
von der im Punkte Q an das reciproke Centralellipsoid gezogenen 


Tangentenebene bedeutet, so folgt aus Obigem 

BL; 
= MA 
und die Richtungscosinus der Rotationsaxe M bezüglich der Haupt- 
axen werden 
Bi gU gal r 2.4 

w ii a? 5 w RR b? t w agii lin ; 
Wir haben somit ferner den Satz: 

„Die Rotationsaxe H ist der Normalen des zu dem 
Cauchy - Poinsot’schen Centralellipsoid reciproken El- 
lipsoids in dem Punkte Q parallel, in dem ein zu dem re- 
sultirenden Axenmoment der Impulsivkräfte paralleler 
Semidiameter dieses Ellipsoids die Fläche trifft. Die zur 
Axe H senkrechte Ebene des Trägheitsmittelpunktes ist 
conjugirte Diameterebene des reciproken Centralellipsoids 
zur Richtung des resultirenden Axenmomentes. 


w 


: - SNA Mo'd' 

Die Grösse der Winkelgeschwindigkeit o= e4 

ist dem Axenmomente direct und dem Product jenes zu 

ihm parallelen Semidiameters ọ' in den senkrechten Ab- 

stand 4’ des Trägheitsmittelpunktes von der Tangenten- 
ebene Q umgekehrt proportional.“ 
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§ 8. 


Wir wollen hier die Reduction der Impulsivkräfte in einer für 
analytische Anwendungen geeigneten Form durchführen, und zwar 
für den Trägheitsmittelpunkt S als Reductionscentrum. Es wird 
also S zum Anfangspunkt eines ganz beliebigen orthogonalen Coor- 
dinatensystems genommen. O(,,Y, %) sei ein beliebiger Punkt 
der Axe H, um welche die Impulsivkräfte einem starren System 
eine Windung mit den Geschwindigkeiten (r, œw) ertheilen. Des 
Zusammenhangs halber möge OÖ zu S dieselbe Lage haben, wie 
bisher, nämlich der Fusspunkt des Loths von S auf die Axe H 
sein, sodass also wieder SO = &. 

i Die Componenten von r längs Parallelen durch O zu den 
Coordinatenaxen bezeichne ich, wie in Kap. VII, durch u, v, w. 
Die entsprechenden Componenten von w seien ebenso wieder p, q, r. 

Der Translationsgeschwindigkeit r entspricht eine Impulsivkraft 
R, = Mr, welche durch den Trägheitsmittelpunkt hindurch geht, 
und deren Componenten längs den Coordinatenaxen also Mu, Mv, 
Mw sind. 

Um die Rotationscomponenten auch auf die Coordinatenaxen 
zu beziehen, ertheilen wir dem starren System zwei entgegengesetzt 
gleiche Winkelgeschwindigkeiten p um die x-Axe, mit andern 
Worten, wir ersetzen p um die zu æ parallele Axe des Punktes O 
durch eine Winkelgeschwindigkeit p um die «-Axe und ein Rota- 
tionspaar (p, — p). Durch ein analoges Verfahren in Bezug auf q 
und r erhalten wir die Componenten q, r um die Coordinatenaxen 
und die zwei Rotationspaare (q, —g), (r, —r). Ein jedes dieser 
Rotationspaare ist aber einer Translationsgeschwindigkeit senkrecht 
zu seiner Ebene äquivalent. Diese Translationsgeschwindigkeiten, 
d. h. die Momente der drei Rotationspaare finden sich aber nach 
Kap. I wie folgt 

Yo Ios Pa Ta 9% PY% 
und sind resp. parallel den Axen der æ, y, z. Ihnen entsprechen 
die Impulsivkräfte 
M (ry— 920), M (2, — T% ), M (q2 —Py); 
. sodass also durch ihre Vereinigung mit den Componenten von R, 
Ball, Mechanik. 11 
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sich folgende Ausdrücke für die Componenten der Resultanten R 
für den Trägheitsmittelpunkt ergeben: 
= M(u NT 1%): 
Y= M(v + pa— ra), 
Z = M(w-+g2,—py,) 
und für die Resultante selber und ihre Richtung 
R? oe X’ır Y’+ gi 


cos(R, x) = a cos(R, y) = cd Ose) = EN 


In Folge der Componenten p, q, r um die Axen der æ, y, z er- 
hält nun ein beliebiger Systempunkt (w, y, 2) die Geschwindigkeits- 
componenten 
per aA a a. a i E A 
Diesen entsprechen die Impulsivkräfte my, my, my, wenn m die 
Masse des Punktes (x,y, 2) bedeutet. Die Reduction dieser Kräfte 
ergiebt 
Smy = qImz — r2imy, 
Smy = r mo —p2mz, 
Imy = pImy—q2me, 
welche aber verschwinden, da sich die Summen Ime, Imy, Emz 
annulliren, weil der Anfangspunkt der Coordinaten im Trägheits- 
mittelpunkt des Systems liegt. Ferner folgen aus dieser Reduction 
die Paare mit den Axenmomenten parallel den Axen der æ, y, 2, 
nämlich 
"e = Xm(Yy—x?) G, = Im(gz— ya), G: = Em(ga—pY). 
Substituiren wir die Werthe von ọ, y, Y, so erhalten wir 
G:s = pEm(y’+2’)—gImey—r Imaz, 
G, = pEmay+ q Emz’ +a’) —r Imya, 
, = pI mez —q Smyz +r Im(a’+y?). 
Erinnern wir uns noch der Bezeichnungen für die Trägheits- 
momente und Deviationsmomente in Bezug auf die Coordinaten- 
axen, nämlich 
Im(y+2’))=4, Em =D, 
Imz’ ta) =B, Ima = E, 
Im(a’-+y)=0, Imey =F, 
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so können wir also endgültig schreiben: 

G= Ap—Fq—Er, 

G, = — Fp+ Bq — Dr, 

G, = — Ep—Dq+ Cr 
und das resultirende Axenmoment @ und seine Richtungscosinus 
bestimmen sich wieder aus 

= ++; 
G, 
a 
Sind insbesondere die Hauptaxen des Körpers zu Coordinatenaxen 
gewählt worden, so haben wir für @,, @,, @, wieder die schon 
früher gefundene einfache Darstellung 
ei ed ehr, 
da nämlich dann die Grössen D, E, F verschwinden. 
Ist die Reduction der Impulsivkräfte für einen anderen Punkt 

P auszuführen, so ändert sich an dem Vorstehenden nur das, dass 
die Componenten Smg, Imy, Im nicht verschwinden, sondern 
noch als leicht zu vereinfachende Zusatzglieder zu den Componenten 
X, Y, Z hinzutreten. 


cosl G æ): = = cos(@,y) = H, COs CG 2i 


89. 

Die kinetische Energie eines starren Systems steht in einem 
sehr interessanten Zusammenhang mit der eben betrachteten Re- 
duction der Impulsivkräfte, den wir jetzt darlegen wollen. Wir 
können zu diesem Zwecke sowohl von der Darstellung des Kap. VII 
$ 1 ausgehen, als auch uns im engeren Anschluss an die letzten 
Paragraphen des folgenden Weges bedienen. 

Ist ọ der Abstand eines Systempunktes von der Axe H, um 
welche dem System eine Windungsbewegung mit den Geschwindig- 
keiten (r, œw) ertheilt worden ist, so besitzt dieser Punkt die Ge- 
schwindigkeit 

v = T’ w g”. 
Es wird somit die kinetische Energie des Systems 
2T = Emo’ = Imt’ w°’), 
2T = Mt’ w’ Emo’. 
Xmọ* ist das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die Axe 
11* 
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H. Durch S ziehen wir die Axe H, und bezeichnen wieder wie 
bisher durch +, ks, & resp. den Trägheitsradius des Systems bezüg- 
lich der Axen H und H, und den Abstand dieser beiden Axen. 
Dann ist wieder 

Imo’ = Mk’ — M&’+ Mk}, 
wodurch erhalten wird 

2T = Mr’ +w’) w Mk. 
Die Grösse z”+w’”g’ ist uns aber bekannt als die Geschwindigkeit 
des Trägheitsmittelpunktes, welche dieser in Folge der Windungs- 
bewegung annimmt. Es ist daher 

2T, =M Fo’) = Mo? 
die kinetische Energie, welche dieser Punkt besitzen würde, wenn 
in ihm die Gesammtmasse des starren Systems vereinigt wäre. Die 
Grösse wMk? wollen wir mit 2T, bezeichnen, sodass also 

T=T+7T, 

wird. Damit lässt sich folgender Satz aussprechen: 

„Die kinetische Energie eines starren Systems, wel- 
chem eine Windungsbewegung mit den Geschwindigkeit 
(z,o») um eine Axe H ertheilt ist, setzt sich zusammen 
aus zwei Theilen, 7, und T,, deren erster die kinetische 
Energie des Trägheitsmittelpunktes ist, wenn man in die- 
sem die Gesammtmasse des Systems concentrirt denkt. 
Der zweite Theil, T,, ist die kinetische Energie, welche 
das System besitzen würde, wenn es die rotatorische Ge- 
“schwindigkeit œw nicht um die Axe H, sondern um die zu 
H parallele Axe H, des Trägheitsmittelpunktes besässe.“ 

Der zweite Theil 7} der kinetischen Energie ist es nun, der 
in dem erwähnten Zusammenhang mit den Ergebnissen des vorigen 
Paragraphen steht. 

Es war 

27, = »’Mk,, 
also gleich dem Producte des Quadrats der Winkelgeschwindigkeit 
in das Trägheitsmoment des Systems in Bezug auf die Axe H,. 
Seien «, 8, y die Richtungscosinus dieser Axe gegen die im vorigen 
Paragraphen benutzten Coordinatenaxen, so ist nach Kap. VII 


Mk} = Aa’+ Bp’+ Cy?— 2Dßy—2Eya—2Foß. 
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Bedenkt man nun, dass 
wa = p, of =q; wy =T, 
so folgt 
w° Mk; = Ap’+Bg’+Cr’—2Dgr—2Erp—2Fpg. 
Aus dieser Darstellung von 27, oder wM+? ist aber unmittelbar 
ersichtlich, dass 


S Ap—Fg—Er, 

5 = —Fp+Bg—Dr, 

Se = Epa DACH) 

co IT, ƏT OT 
ee de 


„Differentiirt man den von der Winkelgeschwindig- 
keit um die Axe des Trägheitsmittelpunktes herrühren- 
den Theil der kinetischen Energie partiell nach den Com- 
ponenten p, q, r dieser Winkelgeschwindigkeit, so sind 
diese partiellen Derivirten gleich den Componenten des 
resultirenden Axenmomentes der Impulsivkräfte nach den 
Axen o y, 2.“ 

Da T, eine homogene quadratische Function der Grössen p, 
q, r ist, so ergiebt die Anwendung des Euler’schen Satzes über 
die homogene Functionen: 

S AU. AAN 1 
E wa e 
= Ga. p+ Gy. q+ G:.7. 
Setzt man nun hier einmal 
p= oa, q= wp, r= oy, 


2T = 


das anderemal 
G, = Gh, G, = Gu, Gi = Gy, 
wo 4, u, v die Richtungscosinus des resultirenden Axenmomentes 
G sind, so erhält man 
2T, = v(aG,+B@,-+yG,) = w Mk, 
2i == G(Ap+ug-+vr) = w’ Mk. 
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„Die Componente «@,+P@,+y@; des resultirenden 
Axenmomentes der Impulsivkräfte parallel zur Axe H ist 
das Product aus der Winkelgeschwindigkeit und dem Träg- 
heitsradius des Systems in Bezug auf die zu H parallele 
Axe H, des Trägheismittelpunktes. 

Die Componente Ap+ug—+vr der Winkelgeschwindig- 
keit w um die Axe des resultirenden Paares ist gleich 


2 
w 
O Mk.“ 
Bezeichnen wir den Semidiameter des Cauchy-Poinsot’schen 


Centralellipsoids, der auf der Axe H, liegt, mit ọ, so ist, nach 
Kap. VII, ọks, = 1, daher auch 


2 
2T=M-,, 


yM 

„Die Winkelgeschwindigkeit w ist proportional dem 
Semidiameter des Centralellipsoids, welcher ihrer Axe 
parallel ist und der Quadratwurzel aus dem Theile der 
kinetischen Energie, welcher der Winkelgeschwindigkeit 
um diesen Diameter entspricht.“ 

Die Gleichung des Centralellipsoids ist hier 


g = Aa’+ By’ + C2’—2Dyz— 2 Ezæx—2 Fry = 0. 
Die Richtungscosinus der Normalen im Punkte (w, y, 2) sind pro- 
portional den Grössen 


42 — Az—Fy— E: = (Ada—Fp— Ey) 
g NETE Pi FEN Gz: 
= (Ap— Fq— Er) sa ee 
ie er @,.0 4 Ip en Go 
y D oz A 


durch welche Gleichungen der Satz des $ 7 bestätigt wird über die 
Parallelität des resultirenden Axenmomentes @ mit der Normalen 
des Cauchy-Poinsot’schen Centralellipsoids in dem Punkte P, in 
dem die Fläche von der Axe H, getroffen wird. Der Cosinus der 
Neigung $ der Axe H gegen die Axe des resultirenden Paares findet 
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sich aus 
cosd = —- — +- — — he Seh 
G G STS 
Es ist also 
Gwcost? = @,.p+@,.9+4@,.r, d.h. 
3 Gwcos4—=2T.. 
Das Product gg'cos(g, g') zweier Strecken in den Cosinus ihres 
Richtungsunterschiedes wird als geometrisches Product der Strecken 


2 


bezeichnet und durch gg’ dargestellt. Es ist also Go = 27: 

„Das geometrische Product der Winkelgeschwindig- 
keit und des resultirenden Axenmomentes ist gleich dem 
doppelten Betrage der kinetischen Energie, der von der 
Winkelgeschwindigkeit um die Axe H, herrührt.“ 

Der Ausdruck der kinetischen Energie wird besonders einfach, 
wenn die Hauptträgheitsaxen des starren Systems zu Coordinaten- 
axen gewählt sind. Dann verschwinden die Deviationsmomente 
D, E, F und es wird zunächst, wie oben öfters erwähnt, 

Ar Geld Ger, 
@ = 4’p’+ B’’+ Cr? 
und 27, erhält die Form 
2T, = Ap’+-Bg’+Cr”. 


$ 10. 


Wir wenden uns zur Umkehrung des in den bisherigen Para- 
graphen dieses Kapitels behandelten Problems. Es ist also nun 
folgende Aufgabe zu lösen: 

„Einem freien starren Körper wird ein System von 
Impulsen ertheilt. Welches ist der G@eschwindigkeitszu- 
stand des Körpers, den dieser unter der Einwirkung jener 
Impulsivkräfte annehmen wird?“ 

Der noch unbekannte Geschwindigkeitszustand des Körpers 
wird sich nach dem Bisherigen im Allgemeinen als Translations- 
geschwindigkeit v des Trägheitsmittelpunktes in Verbindung mit 
einer Rotationsgeschwindigkeit um eine Axe dieses Punktes dar- 
stellen. 

Redueiren wir die gegebenen Impulsivkräfte auf den Trägheits- 
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mittelpunkt, so erhalten wir eine Resultante R und ein Paar vom 
Axenmomente @. Ebenso wollen wir nach den vorhergehenden 
Paragraphen die Reduction für den Trägheitsmittelpunkt berechnen 
für diejenigen Impulsivkräfte, welche aus dem noch unbekannten 
Geschwindigkeitszustand (7, œw) folgen. Die Reductionselemente seien 
R und G. 

Die Anwendung des d’Alembert’schen Princips auf einen 
freien starren Körper ergiebt dann die Aequivalenz der beiden Re- 
ductionen. Es ist also 

R—R=0, G-@=0. 
Die Grössen R’, @' ergeben sich nun aus $ 7, nämlich 
Mw 
ed’ 
wo M die Gesammtmasse des Körpers bezeichnet und die Bedeu- 
tung der Grössen @ und 4 an der angezogenen Stelle zu ersehen 
ist. Der aus den dem Körper ertheilten Impulsen folgende Ge- 
schwindigkeitszustand ergiebt sich also aus den Gleichungen 
R G.o.d 
Fi ee er: 
und die Winkelgeschwindigkeit œ findet um eine Axe H, des 
Trägheitsmittelpunktes S statt. Die Richtung dieser Axe bestimmt 
man durch folgende Ueberlegung. Man zerlege sowohl œw als Œ in 
drei Componenten in Bezug auf die drei Hauptaxen von S. Sind 
die Componenten von œw durch p, q, r, diejenigen von @ durch 
Gz, Gy, G: bezeichnet, so haben wir 
Apes G a B= G Gruß, 
wo A, B, C die Trägheitsmomente des Körpers in Bezug auf die 
genannten Axen sind. Es ergiebt sich also 
2 2 2 
tat 
und die Richtungscosinus von H, folgen dann aus den Gleichungen 
N C 
p q r o 
Der Winkel (H,, t) = w wird im Allgemeinen von O verschieden 
sein, Um die Verbindung der Geschwindigkeiten auf die Normal- 


Ta = Mr, @' | 


T 


w’ = p’ gr’ = 
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form einer Windung zu’ bringen, zerlege man z in die Compo- 
nenten rsinv und rcosw. Die letztere ist parallel der Axe H,. 
Die Componente rsin y ist normal auf H, und bewirkt nach einem 
bekannten Satze eine Parallelverschiebung dieser Axe bis zu der 


Lage H, deren Abstand von M, durch ZUR gemessen wird. 
Einem Auge in der Spitze der Componenten rsin, welches auf 
die zu tsiny normale Ebene des Punktes $ herabblickt, erscheint 
die Axe H in dem linken Felde dieser Ebene. Die Verbindung 
(rcosı, œw) ist also die Normalform des Geschwindigkeitszustandes, 
den die gegebenen Impulse dem Körper ertheilen. 

Betrachten wir noch kurz die beiden speciellen Fälle, in denen 
der Körper nur eine Translationsgeschwindigkeit oder nur eine Ro- 
tationsgeschwindigkeit erlangt. 

Wenn œ verschwindet, die Impulse dem Körper also nur 
Translationsgeschwindigkeit ertheilen, so ist dies nur möglich, wenn 
@ Null wird, wie sich aus obigen Gleichungen ergiebt. 

Analog ist die nothwendige Bedingung für das Verschwinden 
von v, der Translationsgeschwindigkeit des Trägheitsmittelpunktes, 
durch das Verschwinden von R gegeben. 

Wir haben also die Sätze: 

„Ein System von Impulsivkräften, welches sich auf 
eine durch den Trägheitsmittelpunkt gehende Einzelkraft 
reducirt, kann dem Körper, auf welchen es einwirkt, 
lediglich eine Translationsgeschwindigkeit ertheilen. Die 
Richtung und der Sinn dieser Geschwindigkeit stimmen 
mit Richtung und Sinn jener Einzelkraft überein. Die 
Grösse der Geschwindigkeit wird gefunden, wenn man die 
Intensität der Resultanten dureh die Masse des Körpers 
dividirt.* 

„Wenn ein System von einem Körper ertheilten Im- 
pulsen sich auf ein Paar redueirt, so erhält der Körper 
hierdurch lediglich Rotationsgeschwindigkeit um eine Axe 
des Trägheitsmittelpunktes. Ist insbesondere das Axen- 
moment des Paares einer der Hauptaxen des Körpers 
parallel, so fällt die Rotationsaxe mit dieser Hauptaxe 
zusammen.“ 


www.rcin.org.pl 


170 Theoretische Mechanik. 


$ 11. 


Bei der Reduction der einem Körper ertheilten Impulse kann 
man auf den Fall geführt werden, dass das System der Impulsiv- 
kräfte äquivalent wird einer Einzelkraft, die in einem mit dem 
Trägheitsmittelpunkt nicht zusammenfallenden Punkte © angreift. 

Der durch eine solche Kraft hervorgerufene Geschwindigkeits- 
zustand des Körpers kann niemals eine reine Translationsgeschwin- 
digkeit sein, wohl aber eine Rotationsgeschwindigkeit oder die Ver- 
bindung einer Rotationsgeschwindigkeit mit einer Translationsge- 
schwindigkeit parallel zur Axe der Rotation. 

Das Gleiche gilt von der Wirkung der dem Kräftesystem äqui- 
valenten impulsiven Dyname (d. i. der Reduction des Systems auf 
seine Centralaxe). 

Betrachten wir zunächst den ersten Fall, dass das System der 
Impulsivkräfte sich auf eine Einzelkraft durch den beliebigen Punkt 
O reducirt. 

Um zu sehen, wann diese Einzelkraft eine reine Winkelge- 
schwindigkeit hervorruft, reduciren wir die gegebenen Impulse für 
den Trägheitsmittelpunkt S. Die Reduction besteht aus der Re- 
sultanten R und einem Paare vom Axenmomente @. Die Kraft R 


ertheilt dem Körper eine Translationsgeschwindigkeit t = = und 


das Paar @ erzeugt eine Winkelgeschwindigkeit um eine Axe H, 
des Trägheitsmittelpunktes. Dieser Geschwindigkeitszustand redueirt 
sich auf eine reine Winkelgeschwindigkeit, wenn r mit œw in eine 
Ebene fällt, oder mit anderen Worten, wenn z, also auch R nor- 
mal ist zu @. Denn hierdurch wird nur die Axe von œ parallel 
zu sich in die Lage H verschoben, während zu œw kein weiterer 
Zusatz hinzukommt. 

Legen wir also durch S eine Ebene & normal zu R, so ent- 
hält diese Ebene alle die Richtungen, welche H,, und somit auch 
H, haben kann. Nun ist aber @ normal zu derjenigen Tangenten- 
ebene des Cauchy-Poinsot’schen Centralellipsoids, welche man 
in dem Punkte P construiren kann, in dem die Axe H, die 
Fläche trifft. 

Construiren wir daher den Cylinder, welcher das Central- 
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ellipsoid längs dem Schnitte dieser Fläche mit der Ebene & be- 
rührt, so kann also @ normal sein zu jeder Tangentenebene dieses 
Cylinders. Die Richtungen von @ erfüllen daher eine zu den Er- 
zeugenden dieses Cylinders normale Ebene z’. 

Alle Systeme von Impulsivkräften, für welche das Axenmoment 
@ der Reduction für den Trägheitsmittelpunkt bei derselben Re- 
sultanten R in diese Ebene e' fällt, ertheilen also dem Körper 
eine reine Rotationsgeschwindigkeit, alle anderen aber die Verbin- 
dung einer Rotationsgeschwindigkeit mit einer Translationsgeschwin- 
digkeit. 

Zu demselben Resultate gelangen wir, wenn wir von der Re- 
duction für die Centralaxe zu der für den Trägheitsmittelpunkt 
übergehen. 

Die Ebenen & und e’ fallen zusammen, wenn @ in eine Haupt- 
ebene des Centralellipsoids fällt. Dann liegt auch A, in dieser 
Hauptebene. Ist @ endlich einer Hauptaxe parallel, so ist, wie 
schon gezeigt, diese Hauptaxe selber die Axe H,. 


§ 12. 


Die analytische Darstellung der kinetischen Gleichungen eines 
starren Systems, welchem eine Reihe gegebener Impulse ertheilt 
werden, ist für den Fall des freien Systems mit Hülfe des d’Alem- 
bert’schen Princips eine so einfache und macht nach den bisheri- 
gen Darlegungen so wenig Schwierigkeiten, dass sie wohl dem Leser 
kann überlassen werden. 

Dagegen sollen einige Worte gesagt werden über das nicht 
freie System. Bezeichnen wir Differentiationen nach der Zeit ¢ 


in der Lagrange’schen Weise, setzen also 9' = = so ist das 

d’Alembert’sche Princip für Impulsivkräfte 
(ma! — X )ðs + (my'— Y )ðy+(mz'— Z)d2 = 0, 

wo X, Y, Z die Componenten der auf den Punkt m wirkenden 


gegebenen Impulsivkraft und x, y', 2’ die Componenten der Ge- 
schwindigkeit dieses Punktes sind. Bezeichnen 


=, yo. 


die das starre System individualisirenden Bedingungsgleichungen, 
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so wollen wir wieder, wie im Kap. I annehmen, dass sie die Zeit { 
nicht explicite enthalten. Uebrigens bleibt die Gleichung des 
d’Alembert’schen Princips auch dann bestehen, wenn die Zeit in 
den Bedingungsgleichungen explicite vorhanden ist. Die Bedeu- 
tung der Grössen ðv, dy, ðz, ... ist dann nur so zu modificiren, 
dass diese Verrückungen sich auf einen bestimmten Zeitpunkt, 
für den also #= const. ist, beziehen. Diese Grössen werden also 
in jedem Falle aus den Gleichungen 


ar: öf öf 
ur yta =O 


> det = re ðz = 0, 
zu bestimmen sein. 

Ist m die Anzahl der Bedingungsgleichungen, so führen wir m 
unbestimmte Multiplicatoren A, u, ... ein, und können dann, ana- 
log wie in Kap. I, die Gleichung des d’Alembert’schen Princips 
durch die Lagrange’schen Gleichungen ersetzen. Aus diesen oder 
direct aus dem d’Alembert’schen Princip folgt dann die Gleichung 


Im(a'ðx +y'ðy+2'ðz) = ZX dx + Ydy+ Zd2 
of of. of ) 
} Y —— 0z 4+- —. MFE ESF Y. 


d. i. wegen der obigen Gleichungen 
I) Im(a'da+y'dy+-2'd2) = EX dc+ Yðy + Zoe. 

Wenn die Anzahl der das System bildenden Punkte » ist, so be- 
trägt die Anzahl der zu bestimmenden Coordinaten 3n. Von diesen 
sind aber nur k= 3n— m unabhängig veränderlich, wegen der m 
Bedingungsgleichungen. Führen wir also an Stelle der 3n Grössen 
æ, y, 2 die k Grössen Q,, Ja, - - -, q, ein, welche so gewählt sind, 
dass die Æ Gleichungen f=c, p=c,,... nach Einsetzung der 
Grössen q identisch erfüllt werden, so sind diese Grössen q dann 
als die zu bestimmenden unabhängig Veränderlichen des Problems 
zu betrachten. 
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Durch Einführung der q an Stelle der æ, y, z wird zunächst 
IX 00 + Ydy+ Zöz = IQ, ðq, 
und 


Em (a'dc+y'dy+2'd2) = S Zm (e n -+y' 5 +2) WR 


As 
= = z,2m (ef) EET, Əy +73), 
m 0gs 0gs 09s 
woraus, wegen der Gleichung I, folgt 
Ox Oy oz 
b WE st E. P a ER 
2 m (« 32, Ay ðq, #2 s) E O 
Nun ist 


er 3 PÉ y 
09, 
f à das : 4 RT. 
wenn wieder g, = PT ist. Aus der letzten in den q; linearen 
Gleichungen folgt aber durch Differentiation 
O8 __ ds 
O0... 


und ebenso erhalten wir 
LOBEN AU AGEE A 
ah E 


Machen wir von diesen Relationen in der letzten Gleichung Ge- 
brauch, so kommt 


„ða ay! A 
Smn(e og, T AEN I dq +?" ôq! Qi: 


m 


Die linke Seite dieser Gleichung aber ist 


POM 
mie u a 


wenn wir wieder mit T die kinetische Energie 
m 
T= Ilm’ = Ea der ene 
des starren Systems bezeichnen. Wir haben also definitiv 


1) 5 =O. 
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Für jeden Werth von s, d. h. für jede unabhängige Coordinate er- 
halten wir eine ähnliche Gleichung, welche 4 Gleichungen dann zur 
Bestimmung der Grössen q hinreichen. 

Wir wollen die Gleichungen II) als Lagrange’s kinetische 
Gleichungen für einen von Impulsivkräften beeinflussten 
starren Körper bezeichnen, weil sie durch denselben Gedanken- 
gang erlangt wurden, nachdem Lagrange seine sogenannte zweite 
Form der kinetischen Gleichungen eines starren Körpers, auf den 
Kräfte erster Ordnung wirken, entwickelt hat. Wir werden diese 
Gleichungen in einem der nächsten Kapitel betrachten. 


Kapitel IX. 
Von den Hauptträgheitsschrauben eines starren Körpers. 


&.1. 

Wenn ein starrer Körper einen festen Punkt O besitzt, so hat 
der Körper nur noch Freiheit, sich um diesen Punkt zu drehen. 
Der Körper hat Freiheit dritten Grades. Die Drehung des Kör- 
pers erfolgt in jedem Augenblicke seiner Bewegung um eine Axe 
des Punktes O. Betrachten wir nun einen freien starren Körper, 
der sich zu einem bestimmten Augenblicke in Ruhe befindet, und 
der einen festen Punkt O besitzt. Diesem Körper wird ein System 
von Impulsen ertheilt. Dieses Kräftesystem redueiren wir für den 
Punkt ©. Durch den Widerstand des festen Punktes wird die 
Resultante R vernichtet und es bleibt nur das Paar @ bestehen 
(Kap. VIII $ 2). Aus den weiteren Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen erhellt, dass, wenn das Axenmoment einer Hauptaxe 
des Punktes O parallel ist, wenn also das impulsive Paar in der 
zugehörigen Hauptebene liegt, der Körper um eben diese Haupt- 
axe rotirt. 

Wir können aber eine Rotation um eine Axe betrachten als 
eine Windung um eine Schraube von unendlich kleinem Parameter. 
Und ebenso ist ein Kräftepaar der Grenzfall einer Dyname auf 


www.rein.org.pl 


Kap. IX. Von den Hauptträgheitsschrauben eines starren Körpers. 175 


einer Schraube, wenn gleichzeitig die Intensität der Dyname über 
alle Grenzen wächst und der Parameter der Schrauben unter alle 
Grenzen hinabsinkt. 

Beachten wir dies, so haben wir also in einem spe- 
ciellen Falle eines Körpers mit Freiheit dritter Stufe die 
wichtige Thatsache constatirt, dass es für diesen immer 
drei Schrauben giebt, derart, dass eine impulsive Dyname 
aufirgend einer dieser Schrauben dem Körper eine Win- 
dung um eben diese Schraube ertheilt. Und zwar erhellt 
zugleich, dass es nicht mehr als diese drei Schrauben mit 
der genannten Eigenschaft giebt. Denn es giebt nur drei 
Hauptaxen des Punktes O und nur diese besitzen jene 
Eigenschaft. 

Diese Bemerkung zeigt nur einen ganz speciellen Fall eines 
ganz allgemeinen, von Herrn Ball gefundenen Satzes, den wir so 
formuliren: 

„Wenn ein ruhender starrer Körper Freiheit n'" Gra- 
des besitzt, so können immer n und nur v Schrauben ge- 
funden werden, derart, dass, wenn auf einer dieser 
Schrauben eine impulsive Dyname auf den Körper wirkt, 
diese dem Körper eine Windung um die nämliche 
Schraube ertheilt.“ 

Diese n Schrauben sind von grosser Wichtigkeit für die Me- 
chanik starrer Systeme. Sie werden als die „Hauptträgheits- 
schrauben des starren Körpers“, um den es sich handelt, be- 
zeichnet. 

Wir werden in diesem Kapitel die Hauptträgheitsschrauben im 
Allgemeinen betrachten und später die speciellen Theorien für die 
einzelnen Freiheitsgrade entwickeln. 


82. 


Wir wollen zunächst ein System von sechs coreciproken 
Schrauben einführen, welches besonders geeignet ist, in den ferneren 
Untersuchungen als Coordinatensystem zu dienen. 

Es sei © der Trägheitsmittelpunkt des betrachteten starren 
Körpers; SA, SB, SC mögen die Hauptaxen und a, b, e die zu- 
gehörigen Hauptträgheitsradien sein. 
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Auf SA nehmen wir zwei Schrauben ®,, œ, an mit den resp. 


Parametern p, = a, p,—=—.a; auf SB ebenso zwei Schrauben w,, 
w, mit den Parametern p, =b, p,=—DÖ; und endlich auf SC 
zwei Schrauben ®,, œ, mit den Parametern p; = c, p, =—e. 


Irgend zwei dieser Schrauben schneiden einander entweder unter 
rechtem Winkel oder liegen auf einer und derselben Geraden und 
die Summe ihrer Parameter verschwindet. Diese sechs Schrauben 
bilden daher ein coreciprokes System und sind also geeignet, als 
Coordinatensystem gebraucht zu werden. Zu diesem Zwecke wer- 
den wir uns derselben denn auch im Folgenden bedienen. 

Es ist übrigens leicht ersichtlich, dass diese sechs Schrauben 
die Hauptträgheitsschrauben des Körpers sind, wenn derselbe voll- 
kommen frei ist, d. h. Freiheit 6t! Grades hat. 

Sei wieder M die Masse des Körpers. Man ertheile dem 
Körper eine Impulsivdyname auf der Schraube ®,. Die Intensität 
dieser Dyname ist mit w'' zu bezeichnen; das Moment des in der 
Dyname enthaltenen Paares ist dann aw‘. Aus dem vorigen Ka- 
pitel wissen wir nun, dass die Kraft œ dem Körper eine Trans- 


1 
w 


lationsgeschwindigkeit Hr längs SA ertheilt, und dass ferner das 


Paar dem Körper eine Winkelgeschwindigkeit um SA mittheilt, 
welche erhalten wird, wenn man das Moment des Paares durch 
‚das Trägheitsmoment in Bezug auf SA dividirt. Nach der in Ka- 
pitel II getroffenen Vereinbarung wird die Winkelgeschwindigkeit 
mit ' bezeichnet. Wir haben also, wenn im Uebrigen die Be- 
zeichuungen des vorigen Kapitels beibehalten werden, 


au A aw! 
Du ea meat. i 
daher 
rn a; 
2 Ma 


Die Wirkung einer impulsiven Dyname auf w, setzt sich daher zu- 
sammen aus einer Rotationsgeschwindigkeit um die Axe SA in 
Verbindung mit einer Translationsgeschwindigkeit parallel zu dieser 
Axe. Diese beiden Bewegungen treten zusammen zu einer Win- 
dungsbewegung um eine Schraube auf SA, deren Parameter durch 
Division der Translationsgeschwindigkeit durch die Winkelgeschwin- 
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digkeit zu bestimmen ist. Derselbe ergiebt sich also gleich æ. Dies 
ist aber der Parameter von w.. 

Es ist somit bewiesen, dass eine impulsive Dyname auf der 
Schraube œ, dem Körper eine Windung um diese nämliche 
Schraube ertheilt. Die Schraube œ, ist somit in der That eine 
Hauptträgheitsschraube des starren Körpers. In derselben Weise 
führt man den Nachweis, dass auch den anderen fünf Schrauben w 
diese Eigenschaft zukommt. 


83. 


Die Schraube der impulsiven Dyname fällt also nur dann mit 
der Schraube der hervorgerufenen Windung zusammen, wenn jene 
auf einer Hauptträgheitsschraube wirkt- 

Wir wollen die Schraube, um welche der Körper in dem Mo- 
mente der Einwirkung einer impulsiven Dyname eine Windungs- 
bewegung beginnt, als Momentanschraube oder instantane 
Schraube bezeichnen. Abkürzungsweise kann die Schraube einer 
impulsiven Dyname auch einfach als impulsive Schraube be- 
zeichnet werden. 

Es entsteht nun die Frage nach der Bestimmung der impul- 
siven Schraube, wenn die instantane gegeben ist oder umgekehrt. 

Sei also eine impulsive Dyname auf einer Schraube n gegeben, 
unter deren Einwirkung der Körper eine Windungsbewegung um 
eine instantane Schraube œ beginne. 

Die Dyname, deren Intensität y” ist, zerlegen wir nach den 
Coordinatenschrauben w in die sechs Componenten, deren Intensi- 
täten nm, ++, 99, Sind, WO N, Naa ++-, 7, die Coordinaten der 
impulsiven Schraube sind. Nach $ 2 erzeugt die Componente n"'n, 
eine Windungsgeschwindigkeit um die Schraube œw, vom Betrage 

Mp, 
Wenn nun «' die Windungsgeschwindigkeit der um die Schraube 
œ hervorgerufenen Windung ist, so sind deren Componenten «'«,, 
., @Q@,5 WO & 5 » ++, Q die Coordinaten von œ sind. Wir haben 
daher die Gleichung 
a0: m Bir 
Pr 


Ball, Mechanik. 12 
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Aus diesen sechs Gleichungen (für k= 1, ..., 6) können also die 
Coordinaten der instantanen Schraube berechnet werden, wenn die 
impulsive Schraube gegeben ist und umgekehrt. Insbesondere haben 
wir den Satz: 

„Wenn die Coordinaten der. instantanen Schraube 
proportional sind sechs Grössen @&, ..., &,, so sind die 
Coordinaten der zugehörigen impulsiven Schraube pro- 
portional den Grössen pæ, ..., Pets-“ 

Dabei ist der Kürze halber als die zu einer instantanen 
Schraube æ gehörige impulsive Schraube diejenige bezeichnet wor- 
den, auf der die Impulsivdyname liegt, welche dem Körper eine 
Windung um « ertheilt hat. 


§ 4. 

Seien œ und ĝ zwei instantane Schrauben, n und & die zuge- 
hörigen impulsiven Schrauben. Nach Kap. V $ 10 sind zwei 
Schrauben A, u reciprok, wenn ihre Coordinaten die Gleichung 
erfüllen 

Pñ Mat Pa A Pd = O. 

Die Coordinaten von £ sind nach vorigem Paragraphen proportional 
den Grössen P,ßıs ---, Pebe. Es ergiebt sich also für die Reci- 
procität der Schrauben æ und & die Gleichung 

pi hita u, = O. 
Ganz dieselbe Gleichung erhalten wir aber auch, wenn wir die 
Bedingung für die Reciprocität von 8 und 7 aufstellen, da die 
Grössen y, proportional sind den Grössen p,æ,. Wir haben daher 
den Satz: 

„Sind «, $ zwei instantane Schrauben, Ņ, & die zu- 
gehörigen impulsiven Schrauben und ist & reciprok zu g, 
so ist auch $ reciprok zu q.“ 

Zwei solche Schrauben «, 8 werden als conjugirte 
Trägheitsschrauben bezeichnet. 

Die bei der Ableitung dieses Satzes stillschweigend gemachte 
Voraussetzung, dass der starre Körper vollkommen frei sei, ist nicht 
nothwendig. 

Sei in der That das System ein unfreies, so wird in demselben 
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Momente, in dem eine impulsive Dyname auf der Schraube & in 
Wirkung tritt, in Folge der geometrischen oder sonstigen Bedin- 
gungen, unter denen der Körper steht, eine impulsive Reaction 
entstehen, die wir ebenfalls als eine Dyname auf einer Schraube u 
darstellen. Dabei ist zu bemerken, dass diese Schraube w ihrer 
Natur nach reciprok ist zu der Schraube œ (Kap. VI § 6). 

Nach Einführung der Dyname auf uw kann die Bewegung des 
Körpers als die eines freien Körpers betrachtet werden, auf den 
eine Dyname einwirkt, deren Componenten auf den Coordinaten- 
schrauben durch den Typus g'n- u" Un gegeben sind. Wird nun 
durch 4 ein constanter Factor bezeichnet, so ist nach vorigem 
Paragraphen 

E"E +u" u, = hpß,, 


Er = hpb: 

Die erste dieser Gleichung multipliciren wir mit p,«,, die zweite 
mit pP,&,, u.s. w. die sechste mit p,&, und addiren dann sämmt- 
liche Gleichungen, so kommt 

E" DPn Onin FU" I Pa@nln = hE pi tnpa. 
Die linke Seite dieser Gleichung verschwindet aber, da jede der 
beiden Schrauben &, w reciprok ist zu œ; & nach Voraussetzung 
und u nach Kap. VI § 6. Es wird also erhalten 

PUB t P30 Pat: HPE. = 0, 
aus welcher Gleichung, wie oben, die Reciprocität von f und ų folgt. 

Die Existenz und Grundeigenschaft der conjugirten 

Trägheitsschrauben ist also unabhängig von dem Frei- 
heitsgrade, den ein starres System besitzt. 


85. 

Wenn ein starres System vollkommen frei ist, so kann die 
zu einer gegebenen instantanen Schraube œ gehörige impulsive 
Schraube $ jederzeit eindeutig bestimmt werden, wie aus $ 3 dieses 
Kapitels erhellt. 

Ist aber das System ein unfreies, so kann jede einem be- 
stimmten Schraubensysteme angehörende Schraube n als die zu «æ 


gehörige impulsive Schraube angesehen werden, oder mit anderen 
12* 
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Worten: der Ort der zu «œ gehörigen impulsiven Schraube ist ein 
gewisses Schraubensystem. 

Von dem Schraubensystem (6—n)'“ Stufe, welches reciprok 
ist zu dem die Freiheit nt Grades eines starren Körpers definiren- 
den wählen wir 6—n Schrauben B,, B,, ..., Be—n aus. Sei nun 
S eine instantane Schraube und man möge auf irgend eine Weise 
eine Schraube X so gefunden haben, dass eine Impulsivdyname auf 
X den Körper in eine Windungsbewegung um S versetzt. Dann 
wird eine Dyname auf irgend einer Schraube Y des aus X, BR, 
B,, ..., Ben zu construirenden Systems (7—n)'*" Stufe denselben 
Effect haben. Denn es kann die Dyname auf Y zerlegt werden in 
7—n Dynamen auf X, B,, B,, ..., Ben. Alle diese Componenten 
mit Ausnahme der ersten, auf X, werden aber sofort zerstört in 
Folge der Reactionen, welche von den die Bewegung des Körpers 
modificirenden Bedingungen veranlasst werden. Daher ist die Dy- 
name auf Y thatsächlich äquivalent der Dyname auf X, d.h. die 
Schraube Y ist ebenso eine zu S gehörige impulsive Schraube, wie 
die Schraube X. Unsere Behauptung ist somit erwiesen. 

Wenn z. B. der Körper Freiheit fünften Grades besitzt, so wird 
eine impulsive Dyname auf irgend einer Schraube eines gewissen 
Cylindroids dem Körper eine Windung um eine gegebene Schraube 
ertheilen. 

Hat der Körper Freiheit dritten Grades, so ist der Ort der zu 
einer gegebenen instantanen Schraube zugehörigen impulsiven 
Schraube das System aller der Schrauben im Raume, welche zu 
einem bestimmten Cylindroid reciprok ist, also nach Kap. IV $ 4 
ein Liniencomplex des zweiten Grades. 


§ 6. 


Aus dem Schraubensystem nt Stufe P, welches die Freiheit 
n» Grades eines starren Körpers definirt, können stets n Schrau- 
ben so ausgewählt werden, dass je zwei derselben conjugirte Träg- 
heitsschrauben sind. 

In der That seien wieder B,, B,,..., Be. wie vorhin 6—n 
Schrauben des zu P reciproken Systems Q. A, möge eine belie- 
bige Schraube des Systems P sein. Bei der Bestimmung dieser 
Schraube verfügen wir über a—1 willkürliche Grössen. Sei ferner 
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J, irgend eine zu A, gehörige impulsive Schraube, wenn A, als 
instantane Schraube angesehen wird. Bestimmen wir eine Schraube 
A,, die zu J, BB, - - -, Be reciprok ist, so sind A, und 4A, 
conjugirte Trägheitsschrauben, und zur Bestimmung von A, verfügt 
man über n—2 willkürliche Grössen (Kap. VI § 7). Sei nun wie- 
der J, eine zu A, gehörige impulsive Schraube, A, als instantane 
betrachtet. Eine Schraube A,, die reciprok ist zu J}, J, Bio B,, 
., Ben, wird sowohl mit A,, als auch mit A, ein Paar con- 
jugirter Schrauben bilden. In dieser Weise fahren wir fort, bis 
wir zu einer Schraube A, gelangen, bei deren Bestimmung wir 
nur noch über eine willkürliche Grösse verfügen können*). Diese 
n Schrauben A,, A,, ..., An besitzen also dann die Eigenschaft, 
dass je zwei von ihnen conjugirte Trägheitsschrauben sind. Die 
Anzahl der bei Auswahl einer solchen Gruppe von Schrauben ver- 
fügbaren Grössen beträgt, wie aus der obigen Entwicklung her- 
vorgeht 
n.(n—1) 
nn, 


ad 


R—)+R—9++2+1= 


also gerade die Hälfte der Anzahl der zur Bestimmung von n be- 
liebigen Schrauben eines Systems der nt Stufe erforderlichen 
Grössen. 


ST. 


Zur vollständigen Bestimmung der n Schrauben A, ..., An 
können wir also immer noch über 4rn(n—1) willkürliche Grössen 
verfügen. Wir können diese Grössen dazu verwenden die Schrau- 
ben A, die paarweise conjugirte Trägheitsschrauben sind, auch 
noch paarweise reciprok zu wählen, d. h. als Schrauben A ein 
System von n coreciproken Schrauben aus dem Schraubensystem 
n' Stufe herauszunehmen. In der That, A, ist reciprok zu B,, 
B, ..., Don, zu seiner Bestimmung sind also »n—1 Grössen 
verbraucht. Man wähle A, reciprok zu A, B,B,, .:., Ben, 
wozu n—2 Grössen nothwendig sind, u. s. f. Es werden also 


*) Es ist ersichtlich, dass diese letzte Schraube jedesmal dann erreicht 
ist, wenn die Anzahl der Schrauben J und B zusammen gleich 5 geworden 
ist. Kap. IV $7. 
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wieder genau 
n(n—1) 

2 
Grössen verbraucht, wodurch die Anzahl n(n—1) der zur Bestim- 
mung von n Schrauben eines Systems der nt Stufe erforderlichen 
Grössen erschöpft ist. 
| Es ist also jederzeit möglich durch passende Be- 
stimmung von n(n—1) Grössen n Schrauben eines 
Schraubensystems der n!” Stufe so zu bestimmen, dass 
diese gleichzeitig paarweise reciprok und conjugirte 
Trägheitsschrauben sind. 

Diese so bestimmten » Schrauben sind die n Hauptträgheits- 
schrauben des starren Körpers, der Freiheit nt Grades besitzt. 
Um dies zu zeigen, mögen also A,, A,,:.., An wieder n Schrau- 
ben des Systems nt Stufe P sein, welche paarweise reciprok und 
conjugirt sind. D,, B), ..., Be—n seien 6—n Schrauben des reci- 
proken Systems (6—n% Stufe Q. Endlich seien R, R,,..., Ran 
resp. zu A, A,, ..., An gehörige n impulsive Schrauben. 

Eine impulsive Dyname auf irgend einer zu dem durch 
R, B,, B,, ..., Ben bestimmten Systeme - (1—n} Stufe ge- 
hörenden Schraube wird dem Körper eine Windung um 4, er- 
theilen ($ 5). Aber die Schrauben dieses Systems sind reciprok zu 
A, +... Au, denn die Paare ALA A A, ,..., 4,4, mund 
conjugirte Trägheitsschrauben und da R, die zu A, gehörige im- 
pulsive Schraube ist, so müssen nach der Definition conjugirter 
Schrauben die Paare RA,, RA,,..., R,A„ Paare reciproker 
Schrauben sein. Daher wird also eine impulsive Dyname auf irgend 
einer zu A,, A,, ..., An reciproken Schraube dem Körper eine 
Windung um 4, ertheilen. Aber A, ist selber reciprok zu 4,, 
A,,..., An und somit wird also auch eine impulsive Dyname 
auf A, dem Körper eine Windung um diese nämliche Schraube A, 
ertheilen. Es ist also in der That A, eine Hauptträgheitsschraube. 
Und ebenso führt man den Nachweis, dass auch A,, 4,, ..., An 
diese Eigenschaft zukommt. 

Es bleibt noch zu zeigen, dass es ausser diesen in bestimmter 
Weise ausgewählten Schrauben A keine weiteren Schrauben giebt, 
die ebenfalls Hauptträgheitsschrauben sind. Eine einfache Methode, 


(n—1)+(n—2)+:-+2+1 = 
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diesen Zweck zu erreichen, bietet sich in dem apagogischen Ver- 
fahren. Wir nehmen demnach an, es existire noch eine (n+1)!* 
Schraube S mit der Eigenschaft der Hauptträgheitsschrauben. Da 
der Körper Freiheit »! Grades hat, so muss eine Dyname auf 8 
sich zerlegen lassen in n Dynamen auf A,, A,, ..., An, denn 
wenn der Körper eine Windung um S soll ausführen können, so 
muss S zu dem durch 4, 4,, ..., An gegebenen Schrauben- 
system n“ Stufe gehören. Die Intensitäten der Componenten der 
gegebenen Dyname sind SV, 57, ..., Sn. Nun mögen v impul- 
sive Dynamen auf den Schrauben A wirken. Die Dyname auf 
irgend einer derselben, etwa Az, ertheilt dem Körper eine Win- 
dung um diese Schraube A; selber. Aber diese Windungen müssen 
sich wieder zusammensetzen lassen zu einer einzigen Windung um 
die Schraube S. Daraus folgt dann aber, dass die Windungsge- 
schwindigkeiten $\, S, ..., On um die Schrauben A,, A, ..., An 
proportional sein müssten den entsprechenden Intensitäten SY, 8%, 
.., 84. Aber wenn dies der Fall wäre, so würde jede beliebige 
Schraube des Systems P eine Hauptträgheitsschraube sein. Denn es 
sei X irgend eine impulsive Schraube und Y die entsprechende 
instantane Schraube. Die Componenten der Dyname auf X haben 
die resp. Intensitäten X, X), ..., X}, wenn die Dyname wieder 


nach A, A,,..., An zerlegt wird. Diese einzelnen Dynamen 
rufen Windungsgeschwindigkeiten hervor von den resp. Werthen 
S S; 
D. OE. GL 
DH 13 ? ar ny 


und diese Grössen müssen gleich sein den entsprechenden Compo- 
nenten der Windungsgeschwindigkeit der Windung um Y. Aber 
die Verhältnisse 

Si Sn 

N ien or, gu 
sind sämmtlich einander gleich. Daher müssten wiederum die 
Windungsgeschwindigkeiten der Componenten auf A,, A,, ..., An 
der Windung um Y proportional sein dem Intensitäten der Com- 
ponenten der Dyname auf X genommen in Bezug auf dieselben 
Schrauben A,, A,, - .., An. Beachtet man, dass Windungen und 
Dynamen sich nach denselben Gesetzen zusammensetzen, so folgt 
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aus dieser Ueberlegung, dass X und Y identisch sein müssten. Da 
aber jeder einfache Versuch zeigt, dass nicht jede beliebige Schraube 
des den Freiheitsgrad n eines starren Körpers definirenden Systems 
eine Hauptträgheitsschraube ist, da dies aber der Fall sein müsste, 
wenn es n—+-1 solcher Schrauben gäbe, so haben wir den Satz: 

„Besitzt ein starrer Körper Freiheit nt Grades, so 
können aus dem zugehörigen Schraubensystem der n'e” 
Stufe stets n und nicht mehr als n Schrauben ausgewählt 
werden, derart, dass eine impulsive Dyname auf irgend 
einer dieser Schrauben ‘dem Körper eine Windung um, 
diese Schraube selber ertheilt. Diese n Hauptträgheits- 
schrauben des starren Körpers besitzen die Eigenschaft, 
dass jedes beliebige Paar derselben gleichzeitig reciprok 
und conjugirt ist.“ 


§ 8. 

Da wir sowohl die Bewegung eines starren Körpers, sowie die 
auf ihn wirkenden Dynamen nach einem System von Coordinaten- 
schrauben zerlegen, so entsteht hinsichtlich der kinetischen Energie 
des Körpers die Frage, wie sie sich zusammensetzt oder bildet aus 
den Beträgen an kinetischer Energie, welche in jeder componiren- 
den Windung unter dem Einfluss einer componirenden Dyname 
entwickelt wird. Es genügt, die Frage in ihrer einfachsten Form 
zu stellen und zu erledigen. 

Es möge also in einem bestimmte Zeitpunkte ż auf einen bis 
dahin in Ruhe befindlichen starren Körper, beliebigen Freiheits- 
grades, eine impulsive Dyname auf einer Schraube A einwirken. 
Die Lage des Körpers zur Zeit ż sei kurz mit A bezeichnet. Unter 
dem Einflusse der Dyname wird der Körper eine Windung um 
eine Schraube æ beginnen mit einer kinetischen Energie T,. Weiter 
soll angenommen werden, dass eine zweite Dyname auf einer 
Schraube ĝ auf diesen Körper wirkt, so beschaffen, dass, wenn der 
Körper zur Zeit £ noch in Ruhe befindlich gewesen wäre, er unter 
ihrem Einflusse mit der kinetischen Energie Tọ eine Windung um 
eine Schraube 8 begonnen hätte. Die wirklich vorhandene Energie 
des Körpers sei Tap. Und es wird. nun gefragt nach dem Zu- 
sammenhang der drei Grössen Ta, Ta, Tug- 
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Es handelt sich zunächst darum, zu untersuchen, in welcher 
Weise der durch den zweiten Impuls hervorgerufene Betrag an 
kinetischer Energie modifieirt wird durch den Umstand, dass der 
Körper im Momente der Einwirkung dieses Impulses in der Lage 
A sich nicht in Ruhe befunden, sondern in Folge des ersten Im- 
pulses in derselben bereits in Bewegung war. Dieser Betrag wird 
im Allgemeinen nicht gleich 7; bleiben können; es kann ein Theil 
dieser kinetischen Energie verbraucht werden, durch die Arbeit der 
Dyname auf u während der differentiellen Zeit ihrer Einwirkung, 
so dass nicht nur der Körper einen Theil der innegehabten kineti- 
schen Energie verausgabt, sondern dass auch die Wirkungsfähigkeit 
der Dyname auf u vermindert wird. Andererseits kann aber die 
Bewegung des Körpers durch die Lage A auch so beschaffen sein, 
dass die Dyname auf u, wenn sie eine gegebene, wenn auch un- 
endlich kleine, Zeit hindurch wirkt, dem Körper einen höheren 
Betrag kinetischer Energie einprägen kann, als wenn sie auf den 
in A ruhenden Körper wirkte. 

Zwischen diesen beiden Möglichkeiten liegt der mittlere Fall, 
in dem die Dyname auf u dem Körper gleich viel kinetische Energie 
mittheilt, ob er nun in A in Ruhe oder in Bewegung sich be- 
findet. Die näheren Umstände dieses Falles können aber leicht 
angegeben werden. 

Es ist offenbar, dass er eintritt, wenn die Bahn jedes Punktes 
des Körpers senkrecht steht auf der Richtung der Kraft, welche in 
diesem Punkte als angreifend gedacht werden kann in Folge des 
Wirkens der Dyname auf u, oder mit anderen Worten, wenn die 
Schraube æ reciprok ist zur Schraube u. Wenn dies aber der Fall 
ist, so müssen @ und f conjugirte Trägheitsschrauben sein. Wir 
haben also den Satz: 

„Wenn die kinetische Energie eines Körpers, der eine 
Windung um eine Schraube œ mit einer bestimmten Win- 
dungsgeschwindigkeit ausführt, den Werth T, hat und 
wenn die kinetische Energie desselben Körpers bei einer 
mit einer anderen bestimmten Windungsgeschwindigkeit 
um eine Schraube $ ausgeführten Windung gleich 7; ist, 
so ist, wenn der Körper eine aus den beiden vorgenann- 
ten Windungen zusammengesetzte Bewegung hat, seine 
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kinetische T, dann einfach gleich der Summe T, + Tp, 
wenn die beiden Schrauben «, 8 conjugirte Trägheits- 
schrauben sind.“ | 

Es ist nun klar, dass und wie dieser Satz auf eine beliebige 
Anzahl von Bewegungen um conjugirte Schrauben ausgedehnt wer- 
den kann. Mit seiner Hülfe wird sich auch in unserer Theorie die 
kinetische Energie eines starren Körpers wesentlich als eine Summe 
von Quadraten darstellen. 


89. 

Dieses Resultat können wir nun sofort erhalten. Es möge 
ein starrer Körper von der Masse M eine Windung um eine 
Schraube œ mit der Windungsgeschwindigkeit «’' ausführen. Wir 
wollen seine kinetische‘ Energie in Function der Coordinaten der 
Schraube « darstellen. 

Wir zerlegen also die Bewegung des Körpers in sechs Win- 
dungen um die Coordinatenschrauben ®,, ®,, ..., ®,. Die Win- 
‚dungsgeschwindigkeit der Componente um w 


j ist @'@,. Der trans- 


latorische Theil der Windung um œw, besitzt die Geschwindigkeit 
à'p,œ, und liefert einen Beitrag 4 M ġ'” p? a? zur kinetischen Energie 
des Körpers. Der rotatorische Theil der Windung besitzt die Ge- 
schwindigkeit &¢'œ, um die Axe œw, und liefert zur kinetischen 
Energie den Beitrag 

på a? Im, 
wo mr? das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die Axe 
w, bedeutet. Es ist aber, wie aus § 2 hervorgeht, 

Mp? = Zmr, 
also 

bå a Im =} Mà” p? a}, 

Somit liefert die ganze Windung um w, den Beitrag M å" p? a; zur 
kinetischen Energie des Körpers. 


Die Coordinatenschrauben entsprechen aber der Bedingung des 
vorigen Paragraphen. Daher erhalten wir für die kinetische Energie 
des Körpers, die er in Folge der Windung um «œ besitzt, den 
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Ausdruck 
—_ MEI Ln? 3 31,9 
T = Mà Satran a aa 
Die Grösse innerhalb dieser Klammer kann als das Quadrat einer 
Liniengrösse, einer Strecke, betrachtet werden, die von der Massen- 
vertheilung in dem starren Körper in Bezug auf die Schraube « 
abhängig ist. Wir wollen diese Strecke besonders bezeichnen und 
in die Formeln einführen, indem wir setzen 
292 — 31? 

Zp, 0; = U» 

sodass also wird 


.2 
T = Mà" uł. 


$ 10. 

Ein starrer Körper möge zur; Zeit ¢ gezwungen sein, um eine 
ganz bestimmte Schraube œ eine Windungsbewegung auszuführen. 
Zu dieser Zeit möge ferner eine impulsive Dyname auf eine 
Schraube n auf den Körper wirken. Wir wollen die unter diesen 
Umständen stattfindende Windungsgeschwindigkeit &' des Körpers 
bestimmen. 

Die in Folge der Bedingungen, unter denen der Körper sich 
befindet, entstehenden impulsiven Reactionen treten wieder zu 
einer Dyname auf einer Schraube 4 zusammen, mit deren Einfüh- 
rung die Bewegung des Körpers als die eines freien betrachtet 
werden kann, auf den eine Dyname wirkt, deren Componenten auf 
den Coordinatenschrauben die Form haben 7"nm-+A"Am. Die 
Componente auf der Fundamentalschraube œm erzeugt also eine 
Translationsgeschwindigkeit 

mA Aa 
M ? 
wenn M die Masse des Körpers bedeutet. Die Windungsgeschwin- 
digkeit um wm findet sich hieraus durch Division mit Pm. Anderer- 
seits hat aber die Windungsgeschwindigkeit &' um die Schraube « 
auf @m die Componente &'@m, sodass also wird 


7 N E T a 
E E 


Multiplieiren wir diese Gleichung mit pm und addiren die sechs 
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Gleichungen, welche den sechs Werthen von m entsprechen, und 
beachten ferner wieder, dass œ und A reciprok sind, so kommt 
N ya 
M ? 
durch welche Gleichung also @' bestimmt ist. 

„Diese Gleichung zeigt also, dass die Windungsge- 
schwindigkeit, welche ein starrer Körper, der nur um 
eine gegebene Schraube eine Windung ausführen kann, 
unter dem Einfluss einer impulsiven Dyname annimmt, 
direct proportional ist dem Producte aus der Intensität 
der Dyname in den virtuellen Coefficienten beider Schrau- 
ben, und umgekehrt proportional dem Quadrate der 
Strecke ua.“ 


au = 


$ 11. 


Die kinetische Energie, welche der Körper durch den Impuls 
erhält, kann aus der letzten Gleichung leicht gefunden werden, 
und zwar ist sie i 

Fer dea 7" Dha 
T = Mü' u? = IE A 

„Die kinetische Energie eines starren Körpers, der 
nur um eine gegebene Schraube æ gewunden werden kann, 
und auf den eine impulsive Dyname auf einer Schraube 
n einwirkt, ist direct proportional dem Producte aus dem 
Quadrate der Intensität der Dyname in das Quadrat der 
virtuellen Coefficienten beider Schrauben, umgekehrt 
proportional dem Quadrate der Strecke w4.“ 


8 12. 

Wenn der Körper völlig frei ist, so kann der Ausdruck für 
die kinetische Energie, welche ihm eine impulsive Dyname mit- 
theilt, entweder aus $ 3 entnommen, oder aus $ 10, wenn dort 
2! —= O gesetzt wird, hergeleitet werden. Die Componente der 
Dyname auf der Fundamentalschraube wm liefert zu der kinetischen 
Energie des Körpers den Beitrag 

n"! q2, 


M 
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Die ganze kinetische Energie ist somit 


n2 
N 3 


M <Nm p] 


was in der Form 


EN 
Muz (u 27m) 
geschrieben werden möge. 

Dies ist also der Betrag an kinetischer Energie, welche der 
Körper unter dem Einfluss der gegebenen Impulsivdyname erlangt, 
wenn er sich frei bewegen, d. h. die Windungsschraube « frei aus- 
wählen kann. Wenn aber seine Bewegungsfreiheit beschränkt ist, 
d. h. wenn die Schraube « der Windung vorgeschrieben ist, so 
erlangt der Körper einen anderen Betrag kinetischer Energie, dessen 
Ausdruck im vorigen Paragraphen entwickelt ist. Die Differenz 
beider Beträge ist 

rn? 

Mu}, 

Es kann nun leicht der Nachweis geführt werden, dass die Grösse 

in der Klammer stets positiv ist. Zu dem Zwecke betrachten wir 
zunächst den zweiten Theil dieser Grösse. Setzen wir 


Pipi- Pr Ax px = Tr, 


[u3 20 N (39. Om m 


so wird 


(EPan pn) = Zinn GET 
mit der Bedingung 
T = Tg: 
Andererseits ist i 
as a Ia = ae (00 


Dieser Ausdruck enthält 36 Glieder, der vorhin aufgestellte deren 
21. Von diesen 57 Gliedern bleiben in der Differenz beider Aus- 
drücke nur 45 erhalten, da 
re, 
Damit reducirt sich aber 
us Z Nm— (ZPntnPßm) 
auf 
ZI (mis — 27x); 
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wo nun bei der Bildung der Grössen 7m,» nur die Combinationen 
zu je zweien der Indices 1,2,...,6, bei den Grössen u, aber die 
Variationen zu je zweien derselben Indices verwendet werden. 
Es wird also der betrachtete Ausdruck dargestellt als eine Summe 
von 15 Grössen 

Ne 2N p H Ti 
d. h. als eine Summe von fünfzehn Quadraten der Form 


2 
(PN — Pr Qa N)”. 
Da aber die sämmtlichen vorkommenden Grössen reell sind, so 
wird in der That 
n? 


N Ş aer 2 
Mu? II(P ANa —PreN) 


stets positiv sein. 

Die Bedeutung dieses Ergebnisses ist die: 

„Wenn auf einen zur Zeit ż¢ in Ruhe befindlichen 
starren Körper plötzlich eine impulsive Dyname einwirkt, 
so wird diese dem Körper, wenn er frei ist, einen grösse- 
ren Betrag kinetischer Energie ertheilen, als wenn der 
Körper gezwungen ist, seine Windung um eine bestimmte 
vorgegebene Schraube auszuführen.“ 


§ 13. 


Wenn eine Gruppe instantaner Schrauben zu einem Schrauben- 
system der n'™ Stufe gehören, dann ist leicht zu sehen, dass auch 
die Gruppe der zugehörigen impulsiven Schrauben zu einem System 
n Stufe gehören. Denn wenn »-+-1 Windungsbewegungen um 
n—+-1 Schrauben äquivalent sind einer vollständig verschwindenden 
Windungsbewegung, d. h. einander neutralisiren, so müssen auch 
die n+1 zugehörigen impulsiven Dynamen im Gleichgewicht sein. 
Dieses letztere ist aber unmöglich, wenn nicht, wie behauptet, alle 
impulsiven Schrauben Glieder eines Schraubensystems der nte» 
Stufe sind. 


§ 14. 


Es giebt einen auf Euler zurückzuführenden Satz, der als 
eine Verallgemeinerung des Satzes im $ 12 dieses Kapitels an- 
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gesehen werden kann. Diesen Satz sprechen wir in der 
Form aus: 

„Wenn auf einen starren Körper mit Freiheit nt® Gra- 
des eine impulsive Dyname wirkt, so wird der Körper mit 
einem grösseren Betrage an kinetischer Energie seine Be- 
wegung beginnen, wenn er aus dem den Freiheitsgrad de- 
finirenden Schraubensystem P seine instantane Schraube 
frei auswählen kann, als wenn er seine Bewegung um 
eine beliebig vorgeschriebene Schraube dieses Systems 
ausführen muss.“ 

In der That, sei Q das reciproke Schraubensystem (6—n)f* 
Stufe, und P’ dasjenige Schraubensystem nt! Stufe, welches aus 
allen den impulsiven Schrauben besteht, denen, wenn der Körper 
frei wäre, die Schrauben des Systems P als instantane Schrauben 
entsprechen würden. Es entspricht also jedem Elemente von P' 
ein Element von P in eindeutiger Weise. 

Ferner sei n eine beliebige Schraube, auf der eine impulsive 
Dyname auf den Körper wirkt. Diese Dyname zerlegen wir in 
sechs Componenten derart, dass n derselben auf irgend welchen % 
Schrauben des Systems P', die übrigen 6—n auf irgend welchen 
6—n Schrauben des Systems Q wirken. Diese letzteren 6—n 
Componenten werden, wie bekannt, durch die aus den Bedingungen 
des Systems folgenden Widerstände vernichtet. Die anderen n 
setzen sich zusammen zu einer einzigen Dyname auf einer Schraube 
&, die dem Systeme P’ angehört. Die gegebene Dyname kann da- 
her durch diese Dyname auf { ersetzt werden. 

Wenn nun der Körper frei wäre, so würde eine impulsive 
Dyname auf einer Schraube des Systems P’ (also etwa auf {) nach 
unseren obigen Festsetzungen dem Körper eine Windungsbewegung 
um eine bestimmte instantane Schraube œ ertheilen, die dem 
System P angehört. Die Voraussetzung der völligen Freiheit des 
Körpers trifft nun im vorliegenden Falle allerdings nicht zu, wohl 
aber ist der Körper frei, soweit Windungen um « in Betracht zu 
ziehen sind, da ja œ ein Element des den Freiheitsgrad des Kör- 
pers definirenden Schraubensystems P ist. Es kann daher in der 
That, wie es von Herrn Ball geschieht, mit Rücksicht auf 
diesen speciellen Impuls auf ¢ der Körper als völlig frei 
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betrachtet werden, da eben, wie ausdrücklich nochmals hervor- 
gehoben werden, die Schrauben { und œ eindeutig von einander 
abhängen, wie im Falle des vollkommen freien Körpers. 

Dann ist aber nach § 12 der Betrag kinetischer Energie, mit 
der der Körper die Bewegung um « beginnt, grösser als derjenige, 
bezüglich irgend einer anderen, vorgeschriebenen, Schraube 3. Die 
Schraube œ selber aber ist nicht vorgeschrieben, sondern kann von 
dem Körper frei gewählt werden; womit der aufgestellte Satz be- 
wiesen ist. 

Wir werden übrigens im nächsten Kapitel noch einmal hierauf 
zurückkommen. 


$ 15. 


Der Begriff der Schraubencoordinaten ist einer Erweiterung 
fähig, mit Hülfe deren die Untersuchungen über Körper mit Frei- 
heit nt Grades sich sehr vereinfachen. Es ist schon gezeigt wor- 
den und mag hier wiederholt werden, dass man aus dem diese 
Freiheit definirenden Schraubensystem nt Stufe immer n Schrau- 
ben so auswählen kann, dass jede derselben zu allen übrigen n—1 
reciprok ist (coreciprokes System). Man nehme aus dem zu dem 
System nt Stufe P reciproken System Q beliebige 6—n Schrau- 
ben, B., ..., Be, und zu diesen eine beliebige Schraube A, des 
Systems P; dann ist also A, reciprok zu den Schrauben B. Dann 
suche man eine Schraube A,, welche reciprok ist zu B,, B,,..., 
Bs—n, A,; ferner eine Schraube A,, welche reciprok ist zu 3, B,, 
..., Bon, A; A,; und fahre so fort, bis man zu einer Schraube 
An gelangt die reciprok ist zu 6—n-+n—1, d. h. 5 Schrauben 
B., Bir». Ben Ar Ar si, An-ı- Dann: haben nach dem 
in Anwendung gebrachten Verfahren die Schrauben A, A,, ..., An 
offenbar die verlangte Eigenschaft, ein reciprokes System zu bilden. 

Es mag hier noch gleich bemerkt werden, dass es stets mög- 
lich ist, eine einzige Schraube aus einem System nt Stufe P so 
zu bestimmen, dass sie zu n—1 gegebenen Schrauben desselben 
Systems reciprok ist. Denn man nehme noch 6—n Schrauben des 
reeiproken Systems Q, dann ist die gesuchte Schraube A reciprok 
zu 6—n+n—1==5 gegebenen Schrauben, kann also nach Frü- 
herem stets eindeutig construirt werden. 
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Um nun die Coordinaten einer Schraube œ zu be- 
stimmen, welche einem Schraubensystem P der nf” Stufe 
angehört, wollen wir die Festsetzung treffen, dass ~% 
von den 6 Coordinatenschrauben z coreciproke Schrauben 
des Systems sein sollen. 

In diesem Falle verschwinden also 6—n von den 6 Coordi- 
naten @,,@,;...,«, der Schraube œ, welche dem System »'° Stufe 
angehört. Somit können wir also für die Schraubencoordinaten 
folgende allgemeinere Definition aufstellen, in der die frühere schon 
enthalten ist: 

„Als Coordinaten einer Schraube «a, welche einem 
Schraubensystem n Stufe P angehört, werden die nach 
n coreciproken Schrauben genommenen Componenten 
einer Dyname genommen, welche auf œ wirkt und deren 
Intensität gleich der Einheit ist.“ 

Der Parameter von œ wird hiernach 

Pa = P 0i tH Pi 03H + paan 
und der virtuelle Coefficient zweier solcher Schrauben «œ und 8 
20, = 2(p,&, b, +P: Q, Pat H Pran fn). 


$ 16. 


Es ist sehr bemerkenswerth, dass eine Dyname, welche auf 
einer beliebigen Schraube auf einen starren Körper mit Freiheit 
na Grades wirkt, stets durch eine Dyname ersetzt werden kann, 
welche auf einer dem die Freiheit des Körpers definirenden System 
P, n Stufe angehörenden Schraube liegt. 

Denn man zerlege die gegebene Dyname nach sechs Schrau- 
ben, die so gewählt sind, dass n derselben dem System P, und 
6—n Schrauben dem reciproken System Q angehören. Dann wer- 
den die letzteren 6—n Componenten wieder durch die Reactionen 
vernichtet, und die n Dynamen auf den n Schrauben von P setzen 
sich zusammen zu einer Dyname auf einer Schraube, die ebenfalls 
dem System n"! Stufe P angehört. 

Die so gefundene Dyname auf einer Schraube des Systems P, 
durch welche also die gegebene Dyname auf der beliebigen Schraube 
äquivalent ersetzt wird, heisst die Reducirte der gegebenen 
Dyname oder kurz die reducirte Dyname. 

Ball, Mechanik. 13 
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Es ist zu beachten, dass die reducirte Dyname aus der gege- 
benen zwar stets in bestimmter Weise hergeleitet werden kann, 
dass das umgekehrte Problem aber unbestimmt ist. 

Man kann, was aber im Grunde mit dem Obigen identisch 
ist, die reducirte Dyname aus der gegebenen auch dadurch her- 
leiten, dass man letztere zerlegt in zwei Dynamen, deren eine auf 
einer Schraube von P, während die andere auf einer Schraube von 
Q wirkt. Die erstgefundene Dyname ist dann eben die redueirte 
Dyname. Wie man sieht ist dies Verfahren nichts weiter als eine 
Zusammenfassung des Obigen. 


$ 17. 

Die n Hauptträgheitsschrauben eines Körpers mit Freiheit 
nta Grades sind ein solches System von n Schrauben, wie es in 
$ 15 als Coordinatensystem aufgestellt wurde. Unter der Annahme 
dieses Systems wollen wir nun auch für einen nicht freien Körper 
die Beziehungen zwischen einer impulsiven und der zugehörigen 
instantanen Schraube ermitteln. Diese Untersuchung wird in ein- 
facher Weise möglich durch die Einführung der einer gegebenen 
Impulsivdyname äquivalenten reducirten Dyname. Dieselbe wirke 
auf der Schraube y und ihre Coordinaten seien also 7, 9%, -.., An. 
Die Coordinaten der entsprechenden Windung werden mit &, @,, 
..., @, bezeichnet. Beachtet man nun die Eigenschaft der Haupt- 
trägheitsschrauben und bezeichnet mit %, %,, ..., % die Werthe 
der Grösse u für diese Schrauben, so ergiebt sich nach $ 10 dieses 
Kapitels: 

Nx Px 

ii MR 

indem nämlich, wenn mit &, die x'* Coordinatenschraube bezeichnet 
wird, der a. a. O. auftretende virtuelle Coefficient #,. hier Te g,’ 


G t =E 


d. h. gleich p, wird. Da nun & =d&ea,, e= e haben 
wir folgenden allgemeinen Satz, der für n = 6 in den des § 3 
übergeht: 

„Wenn ein starrer Körper mit Freiheit nt! Stufe 
unter der Einwirkung einer impulsiven Dyname eine 
Windung um eine Schraube œ ausführt, deren Coordinaten 
in Bezug auf die Hauptträgheitsschrauben «&, Qg, -.., Qn 
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sind, und wenn 9,, 3, -.., pa die Parameter und wi, %,, 
<- Un die Werthe der Grösse u für diese Schrauben sind, 
so sind die Coordinaten der reducirten impulsiven Dy- 
name proportional den Grössen 
2 n 2 
ua, u; dl, Unln 


’ D 


P, P: Pn 


$ 18. 

Sei T die kinetische Energie eines Körpers von der Masse M 
und mit Freiheit »*” Grades, wenn derselbe um eine Schraube « 
eine Windung mit der Windungsgeschwindigkeit &' ausführt. Die 
Windung zerlegen wir nach irgend welchen z conjugirten Träg- 
heitsschrauben. Die Windungsgeschwindigkeiten der Componenten 
seien @, &, -.., &n. Die angeführten Schrauben sind also im 
Allgemeinen nicht coreeiprok, sondern nur dann, wenn sie die 
Hauptträgheitsschrauben des Körpers sind. Die kinetische Energie 
T wird sich dann als Summe von n Einzelbeträgen kinetischer 
Energie darstellen, welche sich auf die resp. componirenden Win- 
dungsbewegungen beziehen. Danach wird also sein 


„“ 


T = Mu? @ + Mu?!’ +---+ Mu}. 
Sie ist aber auch = Mu}«' a daher 


ua = U ti Hu H Hui. 


819, 

„Sind Ois Ges Ca; Pis Bas rec Da. die Coprdinsien 
irgend zweier zu einem Schraubensystem nt" Stufe ge- 
hörigen Schrauben, bezogen auf irgend welche z conju- 
girte Trägheitsschrauben, mögen diese nun coreciprok 
oder nicht sein, welche aber zu demselben System nt 
Stufe gehören, dann ist die Bedingung, dass die Schrau- 
ben œ und ĝ conjugirte Trägheitsschrauben sein sollen, 
dargestellt durch die Gleichung 


ud, BiH Ui Aa bate HUn nn -— Qs 
Zum Beweise seien A,, A,, ..., Ar, ..., An die angenom- 
menen » Coordinatenschrauben. Ferner seien Arı, Ara, ..., Ars 


die sechs Coordinaten der Schraube A, wenn zu Coordinaten- 
13* 
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schrauben jetzt diejenigen gewählt werden, welche im Falle voll- 
kommener Freiheit des Körpers dessen Hauptträgheitsschrauben 
wären. Dann sind, bezogen auf die eben zuletzt genannten Schrau- 
ben, die sechs Coordinaten von « 


4, ET LOHR —+A,, 1n 


EEN VEN TON 

und analoge Ausdrücke ergeben sich für die Coordinaten von £. 
Die Bedingung, dass « und $ conjugirte Trägheitsschrauben seien, 
ergiebt sich nun aus $ 4 in der Form 
Zp (Aizti tA rto "+ Anz An) (Arbi tHAar ßat An kpn) = 0 

(k=1,3;.:.,6) 
Setzt man nun 

Pi 4;, +p, Aia ERE "+p: Ais = RFR u; 

und beachtet, dass, da die Schrauben A,, A,, ..., An conjugirte 
Trägheitsschrauben sind, alle die Summen, wie 

zpi A,r As 


verschwinden, so erhalten wir in der That als Bedingung dafür, 
dass auch œ und ĝ conjugirte Trägheitsschrauben seien, die Glei- 
chung 

ua Bß tu, BaH eH Ui Anpa = O. 


Kapitel X. 
Von der kinetischen Energie. 


81. 

Wenn ein starrer Körper sich in Bewegung befindet und im 
Momente ż einen Impuls erhält, so setzt sich die Geschwindigkeit 
des Körpers im Momente t+dt, also unmittelbar nach dem Im- 
puls zusammen aus der zur Zeit t—dt, also unmittelbar vor dem 
Impuls bestehenden Geschwindigkeit und derjenigen, welche aus 
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dem Impuls hervorgeht. Diese letztere Geschwindigkeit kann da- 
her auch dargestellt werden als die geometrische Differenz der Ge- 
schwindigkeiten des Körpers unmittelbar nach und unmittelbar vor 
dem Impuls. Die Componenten der erstgenannten Geschwindigkeit 
seien «', v', w'; die der zweiten «u, v, w. Dann ist die Gleichung 
des d’Alembert’schen Princips 


Sm((u'— u)dc+ (v0 —v)dy—+(w— w)d2) = EX dc + Yðy+Zəz. 


Dieser Gleichung lassen sich nun zunächst drei verschiedene Formen 
geben. Denn da die Grössen da, dy, dz virtuelle Verrückungen 
bedeuten, so ist die Gleichung jedenfalls auch richtig, wenn diese 
Grössen durch die wirklich stattfindenden, actuellen, Verrückungen 
dæ', dy', dz'; de, dy, dz, welche den Momenten unmittelbar nach 
und unmittelbar vor dem Impulse entsprechen, ersetzt wer- 


den. Wenn wir dann noch da’ = ni ze ud ee 
da = ea = udt, ... u. s. w. setzen und endlich im allge- 
meinen Fall ôx”, dy'', de" statt da, dy, dz schreiben und wieder 
dal — en dt = u’'dt,..., u. s. w. setzen, so erhalten wir, wenn 


der Factor dt weggelassen wird, folgende drei Gleichungen 
Zm(wW—u)u +W—v)» +(w—u)w ) = IXu + Yv +w, 
Im((w—u)u' + (W—v)v' +(w— wyw" ) = FXu' + Yo’ + Zu", 
Im((w—u)u" + —v)o" +(w—w)w") = ZXu'+ Yo’ + Zw", 


wo also die dritte Gleichung dieselbe allgemeine Gleichung des 
d’Alembert’schen Prineips ist, wie oben, während die beiden 
ersten specielle Anwendungen darstellen. 

Man könnte nun diese beliebige durch (w, ©", w") charak- 
terisirte Bewegung auch als die wirkliche ansehen, wodurch dann 
die beiden anderen zu virtuellen Variationen derselben würden. 
Die Bewegung (w”, v'', w") kann dann als Folge bestimmter Im- 
pulse (X", Y", Z") betrachtet werden und es lassen sich somit 
noch drei weitere Gleichungen aufstellen, die aus den obigen her- 
vorgehen, wenn in diesen (w', v', w') mit (u'', v", w") und (X, Y, Z) 
mit (X", Y", Z") vertauscht werden. 
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82. 

Die im vorigen Paragraphen angenommene Form der Glei- 
chungen eines starren, von Impulsivkräften beeinflussten Systems 
ist ganz besonders geeignet zur Herleitung einer Reihe wichtiger 
Sätze über die kinetische Energie und insbesondere zur Darstellung 
des Gauss’schen Prineips des kleinsten Zwanges. 

Betrachten wir nun ein bereits in Bewegung begriffenes System, 
dessen kinetische Energie zu einem bestimmten Zeitpunkte gleich 
T sei. In diesem Momente wirken eine Reihe neuer Impulse auf 
das System, welche ihm die kinetische Energie 7” mittheilen. In 
gleicher Weise möge T" die kinetische Energie des Systems be- 
deuten, herrührend von Impulsen, welche dem System irgend eine 
mögliche, mit seinen Bedingungen vereinbare Bewegung ertheilen. 
Die erste Reihe von Impulsen werde kurz mit J', die zweite mit J” 
bezeichnet. Wir wollen nun die aus J’ und J” jedesmal folgen- 
den Bewegungen relativ zur anfänglichen Bewegung be- 
trachten und die zugehörigen Beträge kinetischer Energie bestimmen. 

Die Bewegung eines Systems relativ zu einer gegebenen Be- 
wegung ist aber bekanntlich in jedem Momente die Resultante aus 
dieser gegebenen Bewegung und einer Bewegung, welche der 
wirklichen Bewegung des Systems entgegengesetzt gleich ist. 

Die aus den Kräften J’ folgende Bewegung des Systems relativ 
zur anfänglichen findet daher statt mit den Geschwindigkeiten 
(u—u'; v—v'; w—w'), wenn (u, v, w), (u, v', w') die Geschwin- 
digkeit eines Systempunktes m resp. in der anfänglichen und in 
der von den J' herrührenden Bewegung des Systems bezeichnen. 
Ebenso ist (u— u"; v—v"; w—w'") die Geschwindigkeit eines 
Systempunktes bei der aus J" folgenden Bewegung relativ zur an- 
fänglichen. Endlich hat (w— u"; v'’— vo"; w'— w") die analoge Be- 
deutung, wenn die aus J” folgende Bewegung relativ zu der aus 
J" folgenden betrachtet wird. Die diesen drei relativen Bewegun- 
gen zukommenden Beträge an kinetischer Energie bezeichnen wir 
der Reihe nach durch 751, To,2, Ti. Es ist dann 


2T = Em(uw— u)’ + — ve)’ +(w— w)?) 
— 2 T+2T'—2F8m(uu +w + ww"), 
Im(uu'+w'+ww) = T+T'—T,, 
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und ganz ebenso erhalten wir die beiden anderen Gleichungen 
Im(uu"+v "+w w") = T+T'—T,, 
Sm(wu" ow" +w'w") = T+T'—Tı,. 

Diese verschiedenen Grössen 7’ werden in Verbindung gebracht 
mit den gegebenen Impulsivkräften, wenn man die im vorigen 
Paragraphen gegebenen Darstellungen des d’Alembert’schen Prin- 
cips entwickelt. Man erhält so 

XXu +Yvo +Zu = T'—T— Ti, 
XXu' +Yv +Zuw = T'—T T, 
XXu" Yo" z- Zw" = T'—T— Tet T. 
Die verbale Darstellung dieser Gleichungen ist einfach genug, um 
dem Leser überlassen bleiben zu können. Addiren wir die beiden 
ersten Gleichungen, so kommt 
' ' ' 
utu v-v „ W-+-WwW 
A Mia ERAAN, A. | 


Papa x(x 
d. h.: 

„Wenn auf ein in Bewegung begriffenes System eine 
Reihe von Impulsen einwirken, so ist die hierdurch her- 
vorgerufene Aenderung der kinetischen Energie gleich 
der Summe der Producte, welche man bildet aus jeder 
Krafteomponente in das arithmetische Mittel der mit ihr 
gleich gerichteten Geschwindigkeitscomponenten, welche 
ihr Angriffspunkt vor und nach dem Impuls besitzt.“ 

Subtrahiren wir die erste von der zweiten Gleichung, so kommt 


„Werden einem in Bewegung begriffenen System eine 
Reihe von Impulsen ertheilt, so ist die kinetische Ener- 
gie der so hervorgerufenen Bewegung, wenn diese relativ 
zur anfänglichen Bewegung betrachtet wird, gleich der 
halben Summe der geometrischen Producte aus jeder 
Kraft in die geometrische Differenz der Geschwindig- 
keiten ihres Anfangspunktes vor und nach dem Impuls.“ 

Der Ausdruck „geometrisches Product“ ist bereits früher er- 
klärt worden. Bezeichnen wir die Resultante von X, Y, Z durch 
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R, diejenige der Geschwindigkeiten (u, v, w) mit g, diejenige von 
(w, v', w') mit g', so ist zunächst die Resultante von (w— u; 
v'—v; w'—w) darzustellen durch 

J'— 9, 
nämlich als geometrische Differenz von g' und g. Wir wollen diese 


Grösse kurz durch V bezeichnen, so ist in der That das geome- 
trische Product von R und V 


RV = RV cos(R, V) = X(W— u)+ YW—v)+Z(w' —w), 
also auch, wie im Satze ausgesprochen, 
Toı = 1X(RV). 


Mit Aufnahme des Begriffs des geometrischen Products kann der 
erste Satz auch so ausgesprochen werden: 

„Die Aenderung in der kinetischen Energie eines be- 
wegten Systems, welche durch einen gegebenen Impuls 
hervorgerufen wird, ist gleich der halben Summe der 
geometrischen Producte jeder einzelnen der Kräfte, aus 
denen der Impuls sich zusammensetzt, in die geometrische 
Summe der Geschwindigkeiten ihres Anfangspunktes vor 
und nach dem Impuls.“ 

Wenn die Bewegung mit den Geschwindigkeiten (w', v", w"), 
welche dem Impuls J” entspricht, so gewählt ist, dass die in ihr 
von den Kräften geleistete Arbeit gleich ist der bei der Bewegung 
(u, v, w) geleisteten Arbeit, so folgt aus den drei Fundamental- 
gleichungen dieses Paragraphen 


To = Toı-+Tı,.. 


„Wenn auf ein bewegtes System gegebene Impulsiv- 
kräfte, die wir unter den Zeichen J zusammenfassen, 
wirken, und wenn die nach dem Impuls J stattfindende 
Bewegung relativ zur anfänglichen betrachtet wird, so 
ist, falls bei der von J direct erzeugten Bewegung in dem 
Zeitelemente dt gleichviel Arbeit geleistet wird, wie bei 
der ursprünglichen Bewegung, die kinetische Energie in 
der relativen Bewegung grösser, als wenn dies nicht der 
Fall ist.“ 
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Wenn das System sich in Ruhe befand zu der Zeit, als ihm 

der Impuls ertheilt wurde, so ist 
T=0 Herne T, 
und somit 
PU mi Aa STA pA 

Diese Gleichung ist ein Ausdruck für den in § 14 des vorigen Ka- 
pitels gefundenen und dort, nach Sir W. Thomson, auf Euler 
zurückgeführten Satz. 

Im Zusammenhange unserer jetzigen Untersuchungen sprechen 
wir diesen Satz so aus: | 

„Wenn ein in Ruhe befindlicher starrer Körper durch 
Impulsivkräfte so in Bewegung gesetzt wird, dass die 
Punkte des Körpers vorgeschriebene Wege durchlaufen, 
so ist die kinetische Energie des Körpers bei einer sol- 
chen Bewegung geringer, als bei jeder anderen möglichen 
Bewegung des Körpers, bei der seine Punkte dieselben 
Wege, aber frei, ohne dass diese vorgeschrieben wären, 
durchlaufen.“ 

Durch diesen Satz wird die Aufsuchung der wirklichen Be- 
wegung des Körpers aus der Reihe der möglichen zu einem ein- 
fachen Problem des Maximums oder Minimums. 


§ 3. 

Die Gleichungen der Bewegung eines starren Körpers in ihrer 
Abhängigkeit von den im vorigen Paragraphen eingeführten Im- 
pulsen J” sind nach § 1 

IX"u +Y"v +Z"w = T"—T— T», 
2A u +’ Zy" = T"— T+ T2, 
2X"U+Y"'v+Z'w = T"—T— T +T. 

Wenn nun die von J” herrührende Bewegung (u, v", w") 
so gewählt ist, dass während derselben von den Kräften J dieselbe 
Arbeit geleistet wird, wie von den Kräften J”, sodass also 


3.4 Yo" Zu L XXu- Yo' + Zw'', 
so folgt aus der zweiten der obigen Gleichung und der dritten der 


analogen Gruppe des vorigen Paragraphen 
Pelim T. 
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Als inneren Grund für das Bestehen dieser Gleichung oder vielmehr 
der unmittelbar vorhergehenden, aus der sie fliesst, können wir 
uns denken, dass die Bewegungen (w", v", w") und (w, v', w') 
sich nur dadurch unterscheiden, dass für eine derselben, etwa für 
die erstere, noch gewisse Bedingungsgleichungen bestehen, welche 
für die andere Bewegung nicht stattfinden, sodass also die Kräfte 
J" oder (X", Y Z") sich von den Kräften J oder (X, Yy Z) 
nur durch gewisse Reactionen unterscheiden, welche dann bei der 
Bewegung (u, v", w") keine Arbeit leisten (Kap. VII). Damit 
erhalten wir folgenden, von Bertrand in seiner Ausgabe von 
Lagrange’s Mécanique analytique als Verallgemeinerung eines 
Lagrange’schen Theorems aufgestellten Satz: 

„Wenn auf einen bewegten starren Körper ein System 
von Impulsivkräften wirkt, so ist die kinetische Energie 
des Körpers bei der nachher erlangten Bewegung grösser, 
wenn der Körper frei ist, als wenn er gewissen seine Be- 
wegungen beschränkenden Bedingungen unterworfen ist 
und dieselben Impulsivkräfte auf ihn wirken.“ 

Auch diesen Satz haben wir übrigens schon im vorigen Ka- 
pitel kennen gelernt. 

Fassen wir den Euler-Thomson’schen Satz und den von 
Bertrand zusammen, so ergiebt sich also: 

„Sind die Bewegungen der Punkte eines starren Kör- 
pers vorgeschrieben, so findet man die wirklich vom Kör- 
per ausgeführte Bewegung des Körpers, indem man die 
kinetische Energie zu einem Minimum macht. Sind da- 
gegen die auf einen freien Körper wirkenden Impulse ge- 
geben, so wird man beliebige unbestimmte Bedingungs- 
gleichungen einführen und die wirkliche Bewegung des 
Körpers finden, wenn man dann die kinetische Energie 
zu einem Maximum macht.“ 


§ 4. 

Von der Betrachtung der einer relativen Bewegung entsprechen- 
den kinetischen Energie kann man leicht zu einem von Gauss 
aufgestellten Princip gelangen. 

Ein Punkt P eines starren Körpers wird, wenn der Körper 
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frei ist, unter der Einwirkung eines auf den Körper wirkenden 
Systems von Impulsivkräften in der unendlich kleinen Zeit dt einen 
Weg PQ durchlaufen. Ist der Körper aber irgend welchen seine 
Bewegung beschränkenden Bedingungen unterworfen, so wird der 
Punkt P in der Zeit dt nicht nach Q, sondern nach irgend einen 
andern Punkt R gelangen. Die Strecke QR oder die geometrische 
Differenz der Strecke PQ und PR könnte dann in Analogie mit 
einem in Kapitel I gebrauchten Ausdruck als der „verloren ge- 
gangene Weg“ des Punktes P bezeichnet werden. Dies ist aber 
nicht gebräuchlich. Dagegen hat Gauss für die Summe 
ImQR', 

wo m die Masse des Systempunktes P bedeutet, einen besonderen 
Namen eingeführt und zwar hat er diese Grösse als das „Maass 
des Zwanges“ eines unfreien starren Körpers bezeichnet. Man 
spricht auch wohl kurz von dem Zwange eines Körpers und meint 
dann die eben definirte Grösse. 

Es ist also QR die geometrische Differenz der Strecken PQ 
und PR. Seien nun in Bezug auf ein rechtwinkliges Parallel- 
coordinatensystem xyz die Coordinaten von Q und «', y', 2’ die 
von R, so ist das Maass des Zwanges 

F = Im((de— da')’+(dy— dy')’ +(d2z— dz')’). 

Statt dieses Ausdruckes kann auch sein Verhältniss zu dt” als 

Maass des Zwanges angesehen werden, sodass ist 

"—= Im((wW— u)’+(v' —v)’+(w— w)?). 
Und in dieser Form kann der Ausdruck nun dazu dienen, um, ge- 
stützt auf die Ergebnisse des vorigen Paragraphen, einen Satz zu 
entwickeln, den Gauss als ein Princip der Dynamik aufgestellt hat 
(Journal f. Mathem. Bd. IV. 1829). 

Es möge also ein starres, beliebigen Bedingungen unterworfenes, 
System gegeben sein. Dieses System möge ferner unter der Wir- 
kung gegebener Impulse eine Bewegung annehmen, deren kinetische 
Energie wir mit 27’ bezeichnen wollen. Neben dieser wirklich 
stattfindenden Bewegung betrachten wir noch zwei andere, nämlich 
erstens eine hypothetische, virtuelle, Bewegung, die mit den gege- 
benen Bedingungen vereinbar ist, die wir uns aber zu Stande kom- 
mend denken als in Folge des Hinzutretens weiterer Bedingungen. 
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Die kinetische Energie bei dieser hypothetischen Bewegung sei 2 T". 
Zweitens betrachten wir noch die Bewegung, welche das gegebene 
starre System unter Wirkung der gegebenen Impulse annehmen 
würde, wenn es völlig frei wäre, und bezeichnen die entsprechende 
kinetische Energie mit 27". 

Dann haben wir nach Bertrand’s Satz, wenn den dort ein- 
geführten Begriffen und Bezeichnungen analoge auch hier verwandt 
werden: 


FEN y i ER 
gu —_ A N 
gu _ A ST A 


da erstens die wirkliche Bewegung einen grösseren Grad von Frei- 
heit besitzt, als die hypothetische, und ferner die wirkliche sowohl 
wie die hypothetische Bewegung weniger frei sind als die völlig 
freie. Aus diesen Gleichungen folgt die Relation 

T,,3 = Ts 3— T2. 


Es ist nun aber nach Obigem T, das Maass des Zwanges der 
wirklichen Bewegung und T, dasjenige der virtuellen, sodass wir 
den Satz haben: 

„Die Bewegung, welche ein starres System unter der 
Einwirkung gegebener Impulse wirklich annimmt, ist so 
beschaffen, dass das Maass des Zwanges für sie kleiner 
ist, als für jede andere ebenfalls mit den Bedingungen des 
starren Systems vereinbare Bewegung.“ 

Wenn wir jeden der gegebenen Impulse unendlich klein wer- 
den lassen, so geht das System der Impulse über in ein System 
von Kräften erster Ordnung. Der eben angeführte Satz behält 
aber auch dann seine Gültigkeit und kann nunmehr mit Gauss 
als Princip des kleinsten Zwanges allgemein so ausgesprochen 
werden : 

„Die Bewegung eines starren, irgend welchen Bedin- 
gungen unterworfenen, Systems erfolgt stets in möglich- 
ster Uebereinstimmung mit der freien Bewegung, oder 
unter kleinstem Zwang; wenn der Zwang der Bewegung 
eines starren Systems in der obigen Weise gemessen wird, 
d. h. im Wesentlichen, abgesehen von einem beliebigen 
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constanten Factor, durch die Summe der Quadrate der 
Abweichungen eines jeden Systempunktes von dem Orte, 
den er bei der freien Bewegung in dem betrachteten Zeit- 
momente annähme, jedes Quadrat multiplieirt mit der 
Masse des betreffenden Punktes.“ 

Bezeichnen wir die Abweichung des wahren Ortes eines System- 
punktes von denjenigen, den er bei der freien Bewegung annähme, 
kurz durch ð, so lässt sich das Princip also so darstellen: 


[mdö] = Minimum, 


wenn wir uns der in der Ausgleichungsrechnung üblichen Schreib- 
weise bedienen, wonach [mdd] = Zmö? ist. Es ist aber 
[möd] = Minimum 

auch die fundamentale Bedingung, welche der Ausgleichung von 
Beobachtungen zu Grunde gelegt wird, deren Fehler, d. h. Abwei- 
chungen von der Wahrheit, durch die ô bezeichnet werden und 
denen die resp. Gewichte m zukommen. Man kann auf Grund 
dieser Analogie zwischen dem mechanischen und dem Ausgleichs- 
prineip geradezu sagen, dass die verschiedenen für jeden Punkt 
eines starren Systems möglichen Bewegungen dadurch untereinander 
und mit den Bedingungen des Systems vereinbar gemacht werden, 
dass man die Abweichungen der Punkte von ihren Lagen bei der 
freien Bewegung nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt 
und dabei der Position jedes Punktes (als Beobachtung betrachtet) 
die Masse dieses Punktes als Gewicht zuertheilt. 

Es ist leicht, aus der obigen Minimumsgleichung das d’Alem- 
bert’sche Princip herzuleiten, wenn man für die Grössen ð ihre 
wirklichen Ausdrücke einsetzt. Ebenso kann man auch direct von 
d’Alembert’s Princip zu dem von Gauss gelangen. Die Durch- 
führung dieser einfachen Betrachtungen kann aber hier wohl unter- 
lassen werden. 


85. 

Im Zusammenhange dieses Kapitels, in dem wir uns wieder- 
holt mit den Fundamentalgleichungen der Mechanik beschäftigt 
haben, scheint uns auch der richtige Ort zu sein für diejenige Dar- 
stellung dieser Gleichungen, welche von Lagrange herrührt und 
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als zweite Lagrange’sche Form der Bewegungsgleichungen 
bezeichnet wird. Für Impulsivkräfte ist dieser Gegenstand schon 
im vorigen Kapitel erledigt worden. Wir werden unsere Betrach- 
tungen hier also sofort auf Kräfte erster Ordnung richten. Dabei 
sei bemerkt, dass zunächst gar keine einschränkende Voraussetzung 
über die physische Natur dieser Kräfte soll gemacht werden. Es 
wird also namentlich die Gültigkeit unserer Ergebnisse nicht etwa 
nur auf conservative Systeme beschränkt sein, sondern volle All- 
gemeinheit besitzen. Für conservative Systeme vereinfachen sich 
die Herleitungen zwar, wir ziehen aber vor, die betr. Resultate 
aus dem allgemeinen Fall abzuleiten. 

Wir gehen aus von den im I. Kapitel entwickelten Lagrange- 
schen Gleichungen (I. Form) für ein durch » Punkte gegebenes 
starres System, dessen Bewegung durch m Bedingungsgleichungen 
modifieirt werden. Diese Gleichungen haben für einen beliebigen 
der Systempunkte die Form 


of og 
ma = X, +å 75,7 +u n EER 
of Op 
MY = a: yi +u EI SERR 
of Op 
" = a p mema ... 
ma = Z, +4 tt 
wo der Einfachheit halber für die zweiten Differentialquotienten 


Bin U: gaii 
"7 aa Ar 7 00 RP: >. 
weise æ, Yi, & benutzt ist. 


die Lagrange’sche Schreib- 


der Coordinaten 


f=0, y=0, 
sind die m Bedingungsgleichungen, von denen vorausgesetzt wird, 
dass sie die Zeit # nicht explicite enthalten; A, u, ... sind unbe- 


stimmte Multiplicatoren. Infolge des Bestehens der Bedingungs- 
gleichungen sind die 3» Coordinaten x, y, 2 der n Systempunkte 
nicht alle von einander unabhängig, sondern können als Func- 
tionen von k=3n—m Grössen qı, qz, ---, q, dargestellt werden. 
Die Bedingungsgleichungen werden dann identisch Null, wenn 
in ihnen die Grössen æ, y, z durch die Grössen q ausgedrückt 
werden. 
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Denken wir uns also die Coordinaten der Punkte durch die q 
ausgedrückt, so wird 


) ðv, Er. y, RT 02, 
di, = 5 Ögs, ôy, Ei > 0gs ôqs, d2, Ser = 09 gs: 
sol ask 


Multiplieiren wir dann die obigen Gleichungen der Reihe nach mit 
d,, yı, 02, und summiren durch das ganze System der n drei- 
gliedrigen Gruppen solcher Gleichungen hindurch, so wird 


: 7 Om, „IN 2a.) 
22m, (« 0gs ty, 0gs +2 ôq, Ögs 


oa, i) =) 
ui et +Z gg) A 


oder 


u Oz, DA OY Be: )} 
zu tt an 


u x Yi y Ma )} 


wenn 


Q; = > (2 +Y, ðq, 1 ôq, 


gesetzt wird. Da die Variationen ðq von einander unabhängig 
sind, so zerfällt diese Gleichung in & Gleichungen 


„ Ot, " Oyı n =) EN 
am (a du +y; E +2 Er zu KL, 


Die linke Seite dieser Gleichung lässt sich nun auf eine sehr ein- 
fache Form bringen. Zunächst geht sie, da 


zu 98 aa lee) - ‚.d Ox 
: oq A Y oq s dt A? 
über in 
d ! 0a, ' Oyı ' 02, 
T ediy (e El a) 
r O8, ndi Of, d ar.) 


am (+ Fa 


+2 
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Nun ist aber 


EN Ot, Im Om, Om, , 

ðq, qi ôq, lu done u ðq, Iy 

Ofe , ƏY. 5 PE 

y, = ôq, q, a ôq n+ ia EA % 
2! _ Mm 02, GA 


+ = Lauda ar 
g 


ou. Om, Əy, My 02, 02, 
ag: 94’ 0% 


sodass also 


Yı OR 
Sm, (a22 +y; ôy AR ) 


I ' , 
= Sm, (ag + dyi 4z >=) 


= 372 Zm, (a, ’ 4y, "+2 b 


Lor 
Cgi 


wird, wenn wieder 
2T = Sme +y’ a) 


die kinetische Energie 7 des starren Systems definirt. 


Weiter ergiebt sich, da die Differentialquotienten ne ; L 
e” Oq; 
a Functionen der Grössen q sind, 
d om _. 9a Oa, Oaa oa) 
dt ðq,  9q,0q, + 2,0, 09,99; ag, u ôq, 
d Oiti 0° I 0° Tı O’ x, ' Oyı 


d ðq, a AT bg, 


d 02, TOES ER. 0° Vi Bee i OREA NY 8z! 
d q, at "o 
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wonach 


d oa, d oy, m e) 


en (i T R E G ETA 


br J +y a =) 


09 


wird. Man hat also 


~ ‚nm Om, 7 % Fa d oT oT 
m (z t = TAY Ji ôqs +2 a7 ôq, SER dt od ðq 
und hiermit ergeben sich zur Bestimmung der Bewegung des gege- 
benen starren Systems die Æ Gleichungen 
daoT oT 


(A) dt Bar 09 va h S 


In dieser Form hat Lagrange bereits im Jahre 1788 in der 
ersten Ausgabe der Mécanique analytique die Gleichungen der Be- 
wegung eines unveränderlichen Systems dargestellt. Sie wird, wie 
schon erwähnt, gewöhnlich als die zweite Lagrange’sche Form 
der Bewegungsgleichungen bezeichnet. Diese Gleichungen sind also 
ohne jede weitere Beschränkung entwickelt worden, als dass die 
Bedingungsgleichungen des starren Systems die Zeit ż nicht expli- 
cite enthalten sollen. 

Existirt eine Kräftefunction U, besteht also die Gleichung 


5(X.ðæ,+Y,ðy, + Z,ðz,) = ôU, 


so haben wir auch 


oU 
=> 9% og, = = Qudg;, 
d.h. 
ou 
Q, = E” 
Führen wir nun statt U in Gleichung (A) die potentielle 
Energie P ein, welche nach Kap. I durch P= —U definirt ist, 
Ball, Mechanik. 14 
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so haben wir 


"a: e O: a 
Er E De 
oder 
4-07: at») 
F A A 
Setzen wir 
ƏT 


so haben wir in 
E E E a 
Ag di 09 

diejenige Form der Bewegungsgleichungen, von welchen Poisson 
im Cahier XV des Journal de l’Ecole Polytechnique in seinem Auf- 
satze über die Variation der Constanten ausgegangen. Er ist dann 
in dieser Abhandlung aber zu wichtigen anderen Formen gelangt, 
welche wir wenigstens noch kurz skizziren wollen. 

Die kinetische Energie T ist ist eine homogene Function zwei- 
ten Grades der Grössen gi, q3, --- qk. Die Coefficienten dieser 
Function sind Funetionen der Grössen qs. Es stellt sich also jede 
Grösse p dar als lineare homogene Function des qs. Aus diesen 
k Gleichungen, die also die Form haben 


' I 1 
Pi = Illis Tas e 4), 
wo g eine lineare homogene Function bedeutet, lassen sich die q; 
bestimmen als lineare Functionen der p, also in der Form 


qs = hp Par Pi), 

wo die Coefficienten der linearen Functionen %4 ebenfalls von 
den Grössen q abhängen. Diese Ausdrücke für die Grössen q' 
wollen wir nun in die zweite Gleichung (C) einführen. Die Grösse 
P wird von dieser Transformation nicht berührt werden, da sie 
nur von den Grössen q abhängt. Dagegen wird die kinetische 
Energie 7 nunmehr erscheinen als homogene quadratische Function 
der Grössen p mit Coefficienten, die von den q abhängig sind. Man 
wird also erhalten 


dp, 
er =, (ld las ++, Gk Pis Pas ‚3 Ph 
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und die 24 Gleichungen 


— = h, —=|, s=1,2,...k 


werden nunmehr die Gleichungen der Bewegung des unveränder- 
lichen Systems sein. Dies ist die erwähnte Poisson’sche Form 
der Bewegungsgleichungen. An sie lassen sich noch viele inter- 
essante Untersuchungen anknüpfen, die wir uns jedoch versagen 
müssen, hier durchzuführen, weil sie uns zu weit von unserem 
eigentlichen Zwecke ablenken würden. Es möge auf den ange- 
führten Poisson’schen Aufsatz und namentlich auf Jacobi’s Vor- 
lesungen über Dynamik verwiesen sein. 

Erwähnt sei nur noch eine Bemerkung, die man an die Glei- 
chungen (C) anknüpfen kann. Aus diesen erhellt nämlich sofort 
der Satz: 

„Wenn es möglich ist, die k unabhängigen Grössen q, 
durch die die Coordinaten eines unfreien starren Systems 
ausgedrückt werden können, so zu wählen, dass eine der- 
selben, qs, in dem Ausdruck für die potentielle Energie 
(also in der Kräftefunetion) nicht vorkommt, und dass 
zur Darstellung der kinetischen Energie nicht die Varia- 
beln q, selbst, sondern nur ihre Differentialquotienten q; 
gebraucht werden, so kann man immer sofort ein Integral 
des Systems der Differentialgleichungen der Bewegung an- 


: o(T—P 

geben. Es ist nämlich dann Pik Ar, also auch 
Is 

dp; ! ö 

ae O und somit p, = const. oder was dasselbe ist 

at 

ON 

-a = const., welche Gleichung das betr. Integral ist.“ 

oqs 


Dieser Fall tritt bei der Anziehung eines materiellen Punktes 
durch ein festes Centrum ein, wie Jacobi a. a. O. weiter aus- 
führt. 


Ne 
Wenn wir in den Lagrange’schen Gleichungen für P wieder 
U einführen, ferner beachten, dass die q} in U nicht vorkommen, 
14* 
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AU . . 
also < — = Q ist, und endlich 
oqs 
TEU =f 
setzen, so werden diese Gleichungen 
d of N. = 


Z re Re FE PE A k 
di 09. 09 
Diese Æ Gleichungen sind aber die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dass die Variation des zwischen festen Grenzen 


t,. t genommenen Integrals | fat verschwinde, d. h. dass 


> 


fi 
A I T O E T Et: 


to 


oder 


d | (T+U0)dt =0. 
t 
Dabei ist vorausgesetzt, dass die Function f an den Grenzen un- 
veränderlich gegeben sei und dass keiner der partiellen Differential- 
quotienten an diesen Grenzen unendlich werde. Man kann somit 
folgenden Satz aufstellen: 

„Wenn für die auf ein System wirkenden Kräfte eine 
Kräftefunetion existirt, und wenn die Positionen des 
Systems für die Momente #, und ż, fest gegeben sind, so 
lassen sich die Gleichungen der Bewegung des Systems 
herleiten aus 

ð | (T+U)dt=0, 
% 
wo T die kinetische Energie und U die Kräftefunction 
bedeuten.“ 

Dieser Satz, welcher das Hamilton’sche Princip heisst, gilt 
auch dann noch, wenn keine Kräftefunction besteht, nur ist alsdann 
seine obige Form lediglich als eine symbolische aufzufassen und in 
Wirklichkeit zu ersetzen durch 


| OT+8U)dt = 0 


t 


v 
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oder besser noch durch 


| EET = 0, 

to 
wo man also die Elementarbeit D(X, di, +- Y,dy,-+Z,d2) durch U’ 
bezeichnet hat, um durch das Zeichen SU nicht das Missverständ- 
niss zu ermöglichen, es sei dU = I(X, da, + Y,.dy,+ Z,dz,). 

In der That, die Grössen ðv, dy, dz sind als (unendlich kleine) 
Functionen der Zeit ¢ aufzufassen, die, da für =t, und t=!t, 
die Lagen des Systems fest gegeben sind, für diese Zeiten ver- 
schwinden müssen. Nun ist 


T= yma; +y +2), OT = Im, (alde! + yldy)+zldr), 


pna iS dæ, „ da, dy, di dz, a 
hr 3m. dt € w a o Bu A dt 


Be a ( dx, dòz, dy, döy, d2, T) i 


a a r ar 


Und somit 


x 
= | ($T+U')dt 
% 
A BE pe dia , dy, doy, de, Aae) 
eN A er > dt dt dt dt 


TE o E E A E 2] dt. 
Nun ist aber 


"da dow = 
J Ea dE -dt = = i dir p r L dat, 
Die Grössen ðv ete. verschwinden an den Grenzen £,, /,; führt man 
daher die eben angezeigte partielle Integration bei dem Ausdruck 
für T durch, so erhält man 
“t, , do e e lz, ddz, 
f[zm (2 e A am _ de 2 a 


EEE I dt dt 


to 


T rt d’ t, u d'z )) 
-— F. Izr.(‘ dee dw, + at” Prg ôz, | | dt 
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und somit endlich 
Mt, 
| or+vNa 
hs 


aL d'y Pe 
-(z(x-m% ar +(Y.— oy (2- qa )gajde= 0, 


` 


ty 


weil nach dem d’Alembert’schen Princip der Ausdruck unter dem 
Integral verschwindet. 
Pe 

Die Lagrange’schen Gleichungen gewähren die Möglichkeit, 
die Frage nach der Stabilität eines Gleichgewichtes in einfacher 
Form zu erledigen. Die Bedingung dafür, dass die auf ein starres 
System wirkenden Kräfte sich das Gleichgewicht halten, ist 

I (Xðx+ Yðy + Z202) = 
welche Gleichung im Falle des Bestehens einer Kräftefunction auch 
so geschrieben werden kann 
AU ==0 

und dann gleichzeitig die Bedingung darstellt, dass das die Arbeit 
der Kräfte (X, Y, Z) in dem Intervall von ż, bis £ darstellende 
Integral, eben U, ein Maximum oder Minimum werde, wobei je- 
doch zu beachten ist, dass U =— O zwar eine nothwendige, aber 
keine hinreichende Bedingung ist für das Eintreten eines Maximums 
oder Minimums des Integrals U. 

Wir wollen zunächst den Fall betrachten, wo aus der Bedin- 
gung U = 0 ein Maximum der Function U folgt, wo also für 
den Zustand des Gleichgewichts des betreffenden starren Systems 
der Werth U, der Kräftefunction grösser ist, als für jede noch so 
nahe gelegene andere Position des Systems. 

Denken wir uns nun das System um ein weniges von der 
Gleichgewichtslage entfernt, sodass, wenn die Coordinaten der System- 
punkte von der Gleichgewichtslage aus gezählt (in dieser also gleich 
Null gesetzt) werden, diese Coordinaten kleine Grössen sein wer- 
den. Sind sie schon auf die geringste Anzahl gebracht, also alle 
unabhängig von einander, so haben wir für die kinetische Energie T 
den Ausdruck 


Pe ii qi +a q'i gayta, q, giten qa» 
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wo die Coefficienten a, Functionen der Grössen q sind, von 
denen wir annehmen, dass sie sich nach Potenzen dieser Variabeln 
entwickeln lassen. Wenn wir dann nur die niedrigste vorkom- 
mende Potenz der hier auftretenden kleinen Grössen beibehalten, 
so sind die variabelen Theile dieser Entwickelungen zu unter- 
drücken, sodass wir die «,, als Constanten betrachten dürfen. 

Von der Kräftefunction U setzen wir gleichfalls voraus, dass 
sie sich als Potenzreihe der Grössen q darstellen lasse, also, wenn 
mit dem Index O auf den Ausgangswerth der mit ihm behafteten 
Grösse hingewiesen wird, in der Form erscheine*) 


PA 3U (27 (at 
u= glar rt a hatla ht 


+ Glieder höherer Ordnung. 


Die sämmtlichen Differentialquotienten | = verschwinden aber, 
\ 0 


da sie sich ja auf die Gleichgewichtslage des Systems beziehen. 
Es ist daher, wenn wir mit Rücksicht darauf, dass in den La- 
grange'schen Gleichungen die Summe TU vorkommt, mit 2 
multiplieiren 

2 U—U)=b,ntb,1H tt, ht tra 
wo wieder, wie oben, alle Glieder von höherer Ordnung als der 
zweiten unterdrückt sind. 

Wenden wir nun auf die Variabeln g eine lineare Sub- 
stitution an 


d, = MPP HUP pH: HUP P, 
so gilt auch 

q; = POP HUI P + tup,- 
Werden diese beiden Substitutionen gleichzeitig ausgeführt, so ist 
es immer möglich, die ihrer Natur nach stets positive Function 7 
überzuführen in die Form 


2T=p+p, + +P; 


*) Es ist hier wieder angenommen, dass der Satz von der Erhaltung der 
Energie gilt, dass in U also weder die Zeit explicite, noch die Differential- 
quotienten der q vorkommen. 


www.rcin.org.pl 


216 Theoretische Mechanik. 


während sich zugleich für U die Darstellung ergiebt 
2(U—U,) = OPi GPI t Ee Pe 


wo also in beiden Functionen die Producte der Grössen p' und p 
mit ungleichen Indices nicht mehr vorkommen; und wo die e Con- 
stanten sind. Soll nun, wie angenommen, U, ein Maximum der 
Function U sein, so müssen die Coefficienten ¢ sämmtlich negativ 
sein. Denn wenn nur einer von ihnen positiv wäre, etwa cs, und 
man ertheilte dem in Ruhe befindlichen System eine kleine Be- 
wegung, bei der nur die Coordinate p, variirt, so würde folgen 
2U = 2U, + ep; 
es würde also U in einer andern, der Gleichgewichtslage benach- 
barten, Lage einen grösseren Werth haben, wie in jener; U, also 
kein Maximum, d. i. U in der Gleichgewichtslage nicht grösser sein, 
als in jeder benachbarten Lage. 
Stellen wir nun die Lagrange’schen Gleichungen auf 


2,98... an 


d op Op; i 
so werden diese hier 
d’ Ps 
FT AT Cr Par a Pss 


wo y, eine positive Zahl bedeutet. Das Integral dieser Glei- 
chung ist 
ps = M sin (Vy. (t—t,)), 

wo M eine Constante ist und die zweite Constante durch die Be- 
merkung bestimmt wurde, dass p, für 2=t, verschwindet. 

„Wenn also die Kräftefunction U für eine Gleichge- 
wichtslage eines starren Systems ein Maximum ist, so 
werden, wenn man das System durch eine kleine Bewe- 
gung aus jener Lage entfernt, die seinen jedesmaligen 
Ort bestimmenden unabhängigen Grössen niemals im 
Laufe der Zeit beliebig anwachsen können, das System 
wird sich also niemals weit von seiner Gleichgewichts- 
lage entfernen, sondern immer in (durch geeignete Be- 
stimmung von M) beliebig eng zu ziehenden Grenzen um 
dieselbe oscilliren.“ 
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Ein Gleichgewicht dieser Art wird als ein stabiles bezeichnet. 
Ist die Kräftefunetion in der Gleichgewichtslage ein Minimum, 
so zeigt man wieder, in derselben Weise wie vorhin, dass jetzt alle 
Grössen ce positiv sein müssen. Dann hat man für die p, die Diffe- 
rentialgleichung 
und es ist jetzt deren Integral eine Exponentialfunetion 


Ps = Nds! . 

Die Coordinaten können also jetzt mit der Zeit jeden beliebig 
grossen Werth annehmen, d. i. das System, einmal aus seiner 
Gleichgewichtslage entfernt, wird niemals in dieselbe 
zurückkehren. Diese Art des Gleichgewichtes wird als labiles 
Gleichgewicht bezeichnet. 

Endlich ist noch der Fall zu betrachten, dass einige der 
Grössen c positiv, andere negativ sind. Seien daher 

Te y ey" 

eine beliebige Permutation der Zahlen 1, 2, ..., x; seien ferner 
Crin Cras etes Cry positiv, dagegen daat a a Or negativ. Dann 
wird, wenn wir den Körper aus einer Gleichgewichtslage durch eine 
Bewegung entfernen, bei der nur die Coordinaten Pr, Pr, +++» Pr, 
sich ändern, er niemals in die Anfangslage zurückkehren, jenes 
Gleichgewicht also labil sein. Andererseits sieht man ein, dass, 
wenn die dem Körper ertheilte Bewegung nur die Coordinaten 
Pruyit Pryga o Pre geändert hätte, jenes Gleichgewicht den Cha- 
rakter eines stabilen gehabt hätte. Wenn die Coefficienten so be- 
schaffen sind, wie wir eben annehmen, so wird, trotz der Bedin- 
gung U = 0, U, weder ein Maximum noch ein Minimum sein. 
In diesem Falle ist also das durch SU = O gegebene Gleichgewicht 
des Körpers so beschaffen, dass es für einige Bewegungen des Kör- 
pers stabil für andere dagegen labil ist. Es heisst dann ein neu- 
trales Gleichgewicht. 


89. 
Der Satz, dass für ðU = 0, U= Maximum, das Gleichgewicht 
eines starren Körpers stabil sei, kann auch direct aus dem Satz 
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für die Erhaltung der Energie hergeleitet werden und Lagrange 
und Andere haben dies auch gethan. Die Beweise liessen aber 
alle die erforderliche Strenge vermissen, bis Dirichlet im 32. Band 
des Journals f. Mathem. (pag. 35) eine exacte Darstellung der Sache 
gab. Wir nehmen wieder an, dass das Problem auf die kleinste 
Anzahl unabhängiger Variabeln zurückgeführt sei, die wir mit 
Js Jar ---, qx bezeichnen. Das Maximum der Function möge ein- 
treten, wenn sämmtliche Coordinaten g Null sind, d. h. wir zählen 
die Werthe dieser Grössen wieder von der Gleichgewichtslage aus. 
Da ferner im Satze der Erhaltung der Energie 
T—T = U—U, 

nur das Aggregat U— U, vorkommt, so kann der Function U auch 
eine beliebige Constante zugefügt werden, durch deren geeignete 
Wahl man erreicht, dass der Maximalwerth von U die Null ist. 
Es lässt sich nun die obige Gleichung so schreiben 


T = Uqi gar -s I 0, W, -o HT, 


wo ga, q®, ..., 4 und 7, zusammengehörige Werthe sind und 
wo U = Maximum für g =0I, g S0 g E 0; 

Da nun jeder Nachbarwerth des Maximums negativ sein wird, 
so lassen sich immer x Grössen & so bestimmen, dass für jedes 
System der qs, für welches 

|ds | < €s, 

U(g,: qas ---, 9x) stets negativ wird, ausgenommen den Fall, wo die 
Grössen q, alle der Null gleich werden. Das Eintreten dieses Aus- 
nahmefalles wird indessen vermieden, wenn wir, was geschehen 
soll, immer nur solche Werthsysteme der q in Betracht ziehen, bei 
denen stets wenigstens ein q den Betrag seiner Grenze & erreicht. 
Sei nun von allen diesen negativen Werthen der Function U der- 
jenige, dessen absoluter Betrag am kleinsten ist, mit — u bezeichnet. 
Wenn dann die Grössen q numerisch unter ihren Grenzen & bleiben 
und zugleich so angenommen werden, dass 


— UP, m ML <U, 


dann wird überhaupt im Laufe der Bewegung keine der Variabeln 
ihre Grenze überschreiten. Fände nämlich ein solches Ueber- 
schreiten statt, so müsste, da die Grössen q als stetige Grössen 
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vorauszusetzen sind, zuerst zwischen einer oder mehreren dieser 
Grössen Gleichheit mit den betr. Grenzwerthen eintreten, wäh- 
rend die übrigen q unter ihren Grenzen verblieben. Für diesen 
Moment würde dann aber der (negative) Werth von U numerisch 
grösser als « sein, d. h. es würde 
ne EA E aO 
was aber unmöglich ist, da dieser Ausdruck gleich T, einer wesent- 
lich positiven Function, sein muss. 

Die Grössen g überschreiten also ihre Grenzen wirklich nicht 
und das Gleichgewicht ist somit stabil. Auch die Geschwindig- 
keiten v können gewisse Grenzen nicht überschreiten, denn da das 
Maximum von U Null ist, so hat man 


T= 43m < — UUO ..., IE, 


Endlich sehen wir auch hier wieder, dass die Grenzen für die 
Variabilität der Grösse q und der Geschwindigkeiten beliebig eng 
gezogen werden können, denn wir können die Zahlen & beliebig 
klein annehmen. 


Kapitel XI. 
Von der potentiellen Energie. 


$1. 

Im Rahmen der Ball’schen Theorie ist es immer möglich, 
auch bei den allgemeinsten Untersuchungen, mit dem Begriff der 
allgemeinen Coordinaten eines starren Systems, den $ unabhängigen 
Variabeln des vorigen Kapitels, ganz bestimmte Vorstellungen zu 
verbinden. Betrachten wir z. B. einen starren Körper mit Freiheit 
ken Grades, der unter der Einwirkung eines beliebigen Systems von 
Kräften steht von der Art, wie wir sie in diesem Werke überhaupt 
nur betrachten wollen. (Kap. II $8.) Mit O wollen wir kurz 
eine Lage des Körpers bezeichnen, in der er unter dem Einfluss 
der gegebenen Kräfte in Ruhe verharrt. Aus dieser Lage entfernen 
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wir den Körper durch eine Windung von der (kleinen) Amplitude 
9 um eine Schraube 9, welche dem den Freiheitsgrad des Körpers 
charakterisirenden Schraubensystem 4'° Stufe angehört. Die hier- 
durch erreichte Lage des Körpers sei P; die bei der Bewegung ge- 
leistete Arbeit werde mit U bezeichnet. wo die Kräftefunetion U 
mit der potentiellen Energie V also in der Beziehung steht 
U+-V=0. Dabei können wir, wie im vorigen Kapitel schon ge- 
legentlich erwähnt, den Werth von U für die Anfangslage unbe- 
schadet der Allgemeinheit gleich Null setzen. was darauf hinaus- 
kommt, dass wir, ohne Rücksicht auf den vorherigen Zustand des 
Körpers, die Betrachtung desselben erst in dem Momente beginnen. 
wo er die Lage O einnimmt. 

Es ist nun, bei der Natur der hier vorkommenden Kräfte, der 
Werth von U oder V in der Lage P unabhängig von dem Wege, 
auf dem der Körper von OÖ nach P gelangt ist. Daher wird V 
sich darstellen lassen als eine Function der Coordinaten des Kör- 
pers in der Lage P, deren Coeffiecienten constante Grössen sind. 
Ueber die Wahl dieser Coordinaten haben wir uns noch schlüssig 
zu machen. Die einfachste Wahl wird die sein, wonach als 
Coordinaten genommen werden die Coordinaten der Windung, durch 
welche die Ueberführung des Körpers von O nach P bewirkt 
wurde. Im Allgemeinen kommen wir so auf sechs Coordinaten, 
aber, wenn Æ von den Coordinatenschrauben aus dem die Freiheit 
des Körpers definirenden System 4t Stufe ausgewählt werden, so 
werden Æ Coordinaten hinreichen zur völligen Beschreibung der 
Bewegung des Körpers. Diese Coordinaten (der Windung um %) 
werden, unserem Gebrauche gemäss, durch 9, 9, ..., Ik zu bo- 
zeichnen sein. 

Als Function dieser Grössen wird sich also V darstellen lassen, 
und zwar, da wir dieselben immer als kleine Grössen ansehen, in 
Form einer Potenzreihe: 


V = H+H9-+H,9,+ + H9 
—- Glieder zweiter und höherer Ordnung. 


Von der Grösse H = V, ist schon angenommen, dass sie Null sei; 
ebenso sind auch, wie in Kapitel X § 8, die Coefficienten der ersten 
Potenzen der Coordinaten Null. Es ist also, wenn wir Grössen von 
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höherer als der zweiten Ordnung vernachlässigen, 
A E A), 


wo der Index 2 an der Klammer anzeigt, dass unter F eine 
homogene quadratische Function ihrer Argumente soll verstanden 
werden. 


82. 

Wenn der Körper in die Lage P gelangt ist, wird das auf ihn 
wirkende Kräftesystem im Allgemeinen nicht mehr im Gleichge- 
wichte sein. Wir können sagen, dass durch die Windung um 9 
eine Dyname hervorgerufen worden sei. Die Coordinaten dieser 
Dyname, oder, genauer noch, die Coordinaten der äquivalenten re- 
dueirten Dyname auf einer Schraube des die Freiheit des Körpers 
definirenden Systems t°" Stufe, lassen sich nun mit Hülfe der 
Function V bestimmen. 

Wenn die Lage O des Körpers eine Lage stabilen Gleichge- 
wichts war, so hat bei dem Uebergang von O nach P die poten- 
tielle Energie zugenommen, da in jener Lage V ein Minimum ist. 
Möge nun durch die Bewegung um v eine reducirte Dyname auf 
einer Schraube 7 des Systems X'" Stufe hervorgerufen werden. 
Wir verschieben den Körper nach einer zu P unendlich nahen 
Lage P', sodass seine Coordinaten in P’ dargestellt werden durch 

+, IT, I. 
Die potentielle Energie V’ in der Lage P' ist 
gy + Sr OS, 
wo also die 09, kleine Grössen von einer höheren Ordnung als 
die 9, sind. Die bei der Verschiebung des Körpers von P nach 
P' geleistete Arbeit ist U'—- U = — (V'— V). Wenn die Schraube 


der gesuchten redueirten Dyname y heisst, so sind 4%, Nur <, Ng 


ee ZA 


die Coordinaten der Dyname, d. h. ihre Componenten auf den 4 Co- 
ordinatenschrauben. Die Arbeit dieser k Dynamen in Bezug auf 
die k Windungen um die Coordinatenschrauben, mit den Ampli- 
tuden 69;, muss nun gleich dem eben angegebenen Ausdruck der 
Arbeit für die Bewegung von P nach P' sein. Die Coordinaten- 
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un 


schrauben sind aber coreciprok, daher 


ASA ET E Er 
Set De a e ON Oai 


i 2p m, 99, +-2P; n a: "2p 7,99, 1 


Da diese Gleichung für jede beliebige Verschiebung des Kör- 
pers nach einer zu P unendlich nahe gelegenen Position P' 
gelten muss, und da die 09%; von einander unabhängig sind, so 
zerfällt sie in die Æ Gleichungen 


oV 
Jp p = — — s=l,2,...% 
á Pss 0J! s 
oder 
7 2% 
Ns = — seh nur 


Dp 09 
Diese Darstellung der reducirten Dyname ist also ganz analog der 
Darstellung der Kraftcomponenten in der elementaren Mechanik 
für den Fall des Bestehens einer Kräftefuncetion, wie wir denn 
auch obige Gleichungen mit der Kraftfunetion U so schreiben 
können 

1 oU 

A r. 

4ps Ods 

„Wenn ein starrer Körper mit Freiheit beliebigen 
Grades aus einer Gleichgewichtslage durch eine Windung 
entfernt wird, deren Coordinaten, nach den Fundamental- 
schrauben genommen, 9, Fy, ..., 9 sind, und wenn V 
die potentielle Energie bedeutet, so werden die Coordi- 
naten der durch die Windung hervorgerufenen redueirten 
Dyname bezüglich der Fundamentalschrauben gefunden, 
wenn man die negative potentielle Energie nach den Co- 
ordinaten der Windung % partiell differentiirt und durch 
den doppelten Parameter der entsprechenden Fundamen- 
talschraube dividirt.“ 

An dieser Stelle möge eine Bemerkung Platz finden, die an 
Kap. IX $ 17 anknüpft. Dort hatten wir die Coordinaten der re- 
dueirten impulsiven Dyname bestimmt, die dem Körper bei der 
Windung um eine Schraube $ die kinetische Energie ertheilt. Da- 
bei sind die Coordinaten auf die Hauptträgheitsschrauben des Kör- 
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pers bezogen worden. Es fand sich 


RE 
i MI, u? 
AT T ER 
Ps 
i -2 a Ad 9 Aa 
T= Ma ++ ++), 
also 
IT : 
O 24 
u == 2 Mu? Aia 
09, 


womit wir für die Coordinaten dieser Dyname eine ähnliche Dar- 
stellung finden, wie für die oben betrachtete 


m it, 97 
ne 
2p, OV, 


Eine Windung um eine Schraube $ möge eine Dyname auf 
einer Schraube 7 hervorrufen; und ebenso eine Windung um eine 


Wenn dann 3 reciprok ist zu ¢, so lässt sich beweisen, dass 


Schraube ø eine Dyname auf einer Schraube { veranlassen. 


auch g reciprok ist zu 7. 
Die Bedingung für die Reeiprocität von 9 und ¢ ist 
pI, A A SA Ma aada A C, e 0, 
die sich, wenn man beachtet, dass die Coordinaten einer Windung 
sowohl, wie die einer Dyname den Coordinaten der resp. Schrauben 
proportional sind, auch so Schreiben lässt 
PP E Hp Ib Hep E = O. 
‘s ist aber im vorigen Paragraphen gefunden worden 
tald ab l ôV, ET c —- 1 IM, 
Sy m ç ne ea. Ge o > Kg 
2p, ôg 2p, gh 
s 7 - $ $ í 1 ' 1 j 
wo V, die bei der durch (g1, P, ..., p) angedeuteten Bewegung 
verbrauchte Energie bedeutet, sodass die Reciprocitätsgleichung 
für + und Ë nun in der Form erscheint 


PPE aa EE L EA ES 
er ri X Iy! +49 Ip! =Q. 


Nun ist aber V, eine homogene quadratische Function der Coor- 
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dinaten g\, Yh, ---, P}, für die wir nach $ 1 schreiben werden 


Kz = A PHH Anm pr ++ Aug, 2Ang pt 
++ 2A Ppnpat::- 
An re Aut 
Wir erhalten also 
Tr — KAmyit+ Ampt + Amp t Anı gl 
OPa Sa 2( mi 9 mp2 —+ mm Ym- mx Pe). 


Damit wird nun endlich die Reciprocitätsgleichung für 9 und & 
A O: P E E- OT Aa aa a: T E ada 
Apr At AE 
At. 
Dies können wir noch so stellen: 
ED FF LANA 
woraus erhellt, dass wir es mit einer symmetrischen Function der 
9 und ọ' zu thun haben, sodass wir also sehen, dass wir zu ganz 
dem gleichen Resultate gekommen wären, wenn wir dieselbe Reihe 
von Transformationen auf die Gleichung der Reeiproeität zwischen 
y und n angewandt hätten. Die eine Reciproeität ist also eine 
nothwendige Folge der anderen, wie behauptet wurde. 
Zwei Schrauben dieser Eigenschaft nennt Sir R. Ball 
conjugirte Potentialschrauben. 
Die Bedingung für das Bestehen dieser Eigenschaft kann als 
Function der Coordinaten der Schrauben 9 und œ ausgedrückt 
werden, wenn man wieder setzt 


(9' 


m 


am P, ST D, g')—+ “ee TS 0, 


IN In, Pa = P" Pms 
wodurch wird 
Ahipa hpt HA in HI = O 

Wenn die Schraube 9 gegeben ist, so kann, in gewissem 
Sinne, das Schraubensystem fünfter Stufe, welches alle zu 7 reci- 
proken Schrauben enthält, als der „Ort“ der Schraube $ ange- 
sehen werden. Alle diejenigen Schrauben, deren jede mit 9 ein 
Paar conjugirter Potentialschrauben bildet — oder wie wir, ob- 
gleich weniger kurz, auch sagen wollen: zu 9 in Bezug auf das 
Potential conjugirt sind — und welche zugleich dem System C 
kt Stufe angehören, welches die Freiheit des starren Körpers 


mn m m 
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definirt, bilden ihrerseits ein Schraubensystem der (k—1)'® Stufe. 
Denn zunächst genügen sie den 6—/: Bedingungen, durch welche 
C gegeben wird, während noch hinzutritt die Bedingung, dass sie 
reciprok sind zu Ņ. Aber alle Schrauben, welche reciprok sind zu 
7—k Schrauben, bilden ein System (4—1)'" Stufe. 

Der Leser wird bereits die Analogie bemerkt haben, welche 
besteht zwischen den conjugirten Trägheitsschrauben und den 
conjugirten Potentialschrauben. Aber es muss doch wohl 
beachtet werden, dass ein wesentlicher Unterschied zwischen beiden 
besteht: dass nämlich die ersteren lediglich Bezug haben auf innere 
Eigenschaften des Körpers selbst, insofern sie nämlich nur von der 
Massenvertheilung in diesem abhängen, während die letzteren von 
extensiver Bedeutung sind. abhängig von den Kräften, deren 
Wirkung der Körper unterliegt. 


84. 


„Die Analogie der hier betrachteten Schrauben mit 
den conjugirten Trägheitsschrauben geht noch weiter. Es 
lassen sich für einen starren Körper mit Freiheit 4“ Gra- 
des stets 4 und nur k Schrauben so angeben, dass eine 
Windung um eine dieser Schrauben immer eine reducirte 
Dyname auf dieser Schraube selbst hervorruft.“ 

Solche Schrauben werden als Hauptpotentialschrau- 
ben bezeichnet. 

Sei œ eine solche Schraube, so bestehen nach $ 2 die % Glei- 
chungen: 

ER 
2p, da 


Entwickeln wir hier V, und beachten wieder die Relationen 


a = — 


' ' 
a! — Wa, % = da, 
so ergeben sich hieraus die Æ Gleichungen 
a"! 
a A,- zp) +0, A,t + Au —() 


. a!i 
[LA Arta PIRATEN y F + wpe) = 0. 


Ball, Mechanik, 15 
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Aus dieser Gleichung ergiebt sich durch Elimination der Grössen 
1 

2 . ee o ; 

Q, Q, ..., a, eine Gleichung k” Grades für Fa und zwar in 


Form einer Determinante. Es ist dies, nur eben allgemeiner, die- 
selbe Gleichung, wie die bei der Hauptaxentransformation der 
Oberflächen 2. Ordnung und vielen anderen Problemen auftretende. 
Sie hat bekanntlich lauter reelle Wurzeln. Substituirt man die 


1 
so gefundenen Werthe Æ des Verhältnisses — in die oben aufge- 


stellten linearen Gleichungen, so wird man hiernach die Coordi- 
naten der k Hauptpotentialschrauben bestimmen können. 

Diese k Schrauben sind coreciprok. In der That, sei S 
eine Hauptpotentialschraube und möge eine Windung um eine 
Schraube $ eine Dyname auf einer Schraube y hervorrufen. Dann 
geht aus $ 3 hervor, dass, wenn $ reciprok ist zu S, auch y reci- 
prok zu S sein muss. Sind nun S,, S,, ..., S die k Haupt- 
potentialschrauben, so sei Tẹ diejenige Schraube des Systems, die 
zu S, S, ..., Sı-ı reciprok ist (Kap. IX $ 15). Wenn dann der 
Körper durch eine Windung um fT, eine Lagenveränderung er- 
fährt, so wird die hierdurch hervorgerufene Dyname auf einer 
Schraube liegen, die reciprok ist zu $,, S,, ..., Sı-ı. Aber T; 
ist die einzige Schraube des Systems, welche diese Eigenschaft be- 
sitzt. Daher muss also eine Windung von T, eine Dyname auf 
T, hervorrufen, d.h. 7; muss eine Hauptpotentialschraube sein. 
Aber es giebt nicht mehr als 4 solcher Schrauben. Daher muss 
T, zusammenfallen mit S und muss also S; reciprok sein zu 
S, 8,5... Sk. Da die Reihenfolge, nach der wir die Schrauben 
S geordnet haben, völlig willkürlich war, so gilt das für S, Be- 
wiesene für jede andere Hauptpotentialschraube ebenso. 


85. 

Die bei einer Windung (mit der kleinen Amplitude «') eines 
starren Körpers um eine Schraube æ verbrauchte potentielle Energie 
kann in der Form 

Fa” v? 
dargestellt werden. Erinnert man sich nämlich wieder der Relationen 
a'au, = «a! und transformirt durch sie den Ausdruck für V,, so 
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kann man setzen 

Fi = A 0 + +4, +24 ,00,+ + 2A,undmlan tt, 
wo F eine Constante und v, eine der Schraube œ zugeordnete 
Liniengrösse (Strecke) ist, die abhängt von den Coordinaten der 
Schraube œ und den Coefficienten der Entwicklung der Function V. 
Der wesentliche Bestandtheil der Grösse F ist die Masse des 
Körpers. 

Diese Strecke v, kann zusammengestellt werden mit der oben 
eingeführten Strecke «,. Beide hängen von den Coordinaten von 
& ab, die letztere ausserdem aber nur noch von der Massenver- 
theilung in dem Körper. Endlich kann mit diesen beiden Strecken 
noch der Parameter pa, verglichen werden, der ebenfalls von den 
Coordinaten von œ abhängt, aber allein von diesen, also eine rein 
geometrische Grösse ist, während die anderen noch Functionen 
physicalischer Bedingungen sind. 

Wenn nun ein starrer Körper eine Windung um eine Haupt- 
potentialschraube œ ausführt, so wird die Intensität der hervorge- 
rufenen Dyname, die auf derselben Schraube wirkt, nach Obigem 
gegeben durch 


A 
a a DS gr Va . 
22. 00 
Wir setzen aber V, = Fa'v}, daher 
n > vs ’ 
a = —F.—«, 
Da 


woraus wir den Satz ziehen : 

„Wenn ein starrer Körper mit Freiheit ke“ Grades 
aus einer Gleichgewichtslage entfernt wird durch eine 
Windung um eine Schraube «, deren Coordinaten in Be- 
zug auf die Hauptpotentialschrauben resp. sind @, &, »-., 
&, dann sind die Coordinaten der durch die Windung 
hervorgerufenen Dyname beziehlich proportional den 
Grössen 


a3 2 2 

vi be dv, $ Vi % 
1) mi T OE k3 

Pı P: Pk 


wo die Grössen v, und p, die Werthe der Strecke v und 


des Parameters für die «* Hauptpotentialschraube sind.“ 
15% 
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Damit lässt sich nun auch die Bedingung, dass zwei Schrau- 
ben 9, g conjugirte Potentialschrauben sein sollen, leicht aus- 
drücken. Denn es muss dann 2 reciprok sein zu der Schraube, 
deren Coordinaten proportional sind den Grössen 


=s $ 2 
vi R Voa b vi 

TUS t TANEN: e r AET. a eS N Pk, 
P: Po Pk 


sodass sich die gesuchte Bedingung ergiebt in der Form 
vi J, pı tv; I, Pirr HDP =Q. 


Die potentielle Energie wird dargestellt durch den einfachen Aus- 


druck 
r 9 2 9 2 D 2 
V = Fv a +v2a), u tn a ii 


Wenn die Function V proportional ist dem Producte aus dem 
Parameter der Schraube, um die der starre Körper eine Windung 
ausführt, in das Quadrat der Amplitude dieser Windung, so wird 
jede Windungsschraube zusammenfallen mit der Schraube der 
durch die Windung hervorgerufenen Dyname. 


§ 6. 

Die k Hauptpotentialschrauben eines starren Körpers 
von Freiheit 4” Grades bilden eine eindeutig bestimmte 
Gruppe, da sie sowohl eoreciprok, als auch in Bezug auf 
das Potential conjugirt sind, und somit 15+15 = 30 Be- 
dingungsgleichungen erfüllen, also die volle Anzahl der 
zu einer vollständigen Bestimmung von sechs Schrauben 
erforderlichen Bedingungen. 

Wir wollen nun noch zeigen, dass die potentielle Energie stets 
durch eine Summe von & Quadraten dargestellt werden kann, so- 
bald sie auf irgend welche Gruppe von Æ conjugirten Potential- 
schrauben bezogen wird. 

Die Energie, welche verbraucht wird, wenn man den starren 
Körper durch eine Windung von der Amplitude 9’ aus einer 
Gleichgewichtslage O in eine benachbarte Lage P überführt, ist 
nach $ 5 dargestellt durch Foza”. Dabei wird auf einer Schraube 
7 eine Dyname hervorgerufen. Wenn wir nun annehmen, der 
Körper werde durch eine neue Windung von der Amplitude g’ 
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aus der Lage P in eine andere übergeführt, so wird es im Allge- 
meinen nicht gestattet sein, anzunehmen, dass die bei der zweiten 
Bewegung verbrauchte Energie ebenfalls noch proportional sei dem 
Quadrate der Amplitude der Windung. Denn wir haben jetzt 
noch die Arbeit der Dyname auf y in Betracht zu ziehen, durch 
welche die potentielle Energie jedenfalls modifieirt wird. Wenn 
nun aber 7 reciprok ist zu y, so wird also eine Dyname auf 7 
keine Arbeit leisten bei einer Windung des Körpers um 9, sie 
wird also die potentielle Energie nicht beeinflussen. 

Daher: 

„Wenn 9 und g zwei conjugirte Potentialschrauben sind, so 
wird die dadurch erzeugte potentielle Energie, dass man dem Körper 
zuerst eine Windung mit der Amplitude 9’ um eine Schraube % 
und darauf eine Windung mit der Amplitude g’ um eine Schraube 
œ ertheilt, dargestellt werden durch: 

I= Fo; n a E A a 

Es ist nun leicht zu sehen, wie man weiter geht, um die auf- 
gestellte Behauptung völlig zu erweisen. Durch Zufügen einer 
dritten Schraube, die sowohl zu $, wie zu $ in Bezug auf das 
Potential conjugirt ist, dehnt man die Darstellung von V auf den 
Fall dreier Schrauben aus. Nimmt man eine vierte, zu den vor- 
handenen drei in Bezug auf das Potential conjugirte Schraube und 
fährt so fort, so erlangt man zuletzt eine Darstellung von V als 
Summe von 4 Quadraten, bezogen auf k Schrauben, von denen jedes 
Paar einander conjugirt ist in Bezug auf das Potential. 


Kapitel XII. 
Harmonische Schrauben. 
$1. 
In Kapitel IX sahen wir, dass jeder Schraube 9 eines Systems 


ket Stufe eine Schraube 4 desselben Systems in ganz bestimmter 
Weise entspricht. Die Beziehung beider Schrauben auf einander 
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ist bestimmt, wenn der starre Körper, sowie das Schraubensystem 
kter Stufe, welches seine Freiheit definirt, vollkommen bekannt sind. 
Der physische Zusammenhang zwischen denselben besteht darin, 
dass, wenn eine impulsive Dyname auf 4 wirkt, sie dem Körper, 
wenn er sich vorher in Ruhe befand, eine Windung um % ertheilt. 
(Impulsive und instantane Schraube.) 

Weiter fanden wir im vorigen Kapitel, dass zu jeder Schraube 9 
des Systems A" Stufe eine bestimmte Schraube » desselben Systems 
gehört. Zur Bestimmung der Relation zwischen den Schrauben 4 
und x; bedürfen wir der vollen Kenntniss des starren Körpers, der 
auf ihn wirkenden Kräfte und des die Freiheit desselben bestim- 
menden Schraubensystems. Diese beiden Schrauben 9, n stehen 
in dem physischen Zusammenhang, dass, wenn der Körper aus 
einer Gleichgewichtslage durch eine Windung um 2 entfernt wird, 
hierdurch eine Dyname hervorgerufen wird, die, nach ihrer Re- 
duction auf das Schraubensystem 4 Ordnung, auf y wirkt. 

Wir haben also, wenn ein starrer Körper mit dem seinen 
Freiheitsgrad bestimmenden Schraubensystem C und den auf ihn 
wirkenden Kräften in einer Gleichgewichtslage gegeben ist, zu jeder 
Schraube 4 des Systems C zwei ihr in bestimmter Weise ent- 
sprechende Schrauben 4, y desselben Systems. 

Wenn wir die grosse Verschiedenheit uns vergegenwärtigen, 
welche zwischen diesen beiden Arten der Correspondenz zweier 
Schrauben eines Systems besteht, so wird man einsehen, dass im 
Allgemeinen die Schrauben å und 7, nicht zusammenfallen werden. 


Eine kleine Ueberlegung indessen führt doch zu der — nachher 
als richtig nachzuweisenden — Vermuthung, dass durch eine ge- 


eignete Wahl von 9 es zu erreichen sein möchte, dass 4 und 7 
identisch werden. 

Denn da k—1 willkürliche Grössen verfügbar sind bei der 
Auswahl einer Schraube eines Systems Åt" Stufe, so folgt, dass zur 
Herbeiführung der Coincidenz zweier solcher Schrauben (etwa 4 
und 7) k—1 Bedingungen erfüllt sein müssen, d. h. dieselbe An- 
zahl, die erforderlich ist zur Bestimmung von 9. Es wird daher 
wohl möglich sein können, dass für eine oder mehrere besondere 
Schrauben 3 des Systems die beiden correspondirenden Schrauben 
4, n zusammenfallen. 
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Die Frage wird entschieden werden mit Hülfe des folgenden 
Satzes: 

„Wenn ein starrer Körper aus einer Gleichgewichts- 
lage durch eine Windung um eine Schraube © entfernt 
wird, und wenn die durch diese Windung hervorgerufene 
Dyname dem Körper eine Windung um die Schraube 4 
selber zu ertheilen strebt, so ist die Anzahl dieser 
Schrauben v gleich dem Grade der Freiheit des starren 
Körpers, d. h. gleich der Stufenzahl k des diese Freiheit 
definirenden Schraubensystems. Schrauben 2 dieser Eigen- 
schaft heissen „harmonische oder periodische Schrauben“. 

Zum Beweise führen wir als System der Fundamentalschrauben 
die k Hauptträgheitsschrauben des starren Körpers ein. Der in- 
stantanen Schraube 9% entspricht dann eine impulsive Schraube, 
deren Coordinaten sind 


u: u; ur 
iR ei h T p ...,. h p Ir, 
2 k 


wo h eine Constante ist, die durch die Bedingung von Kap. V § 8 
bestimmt wird, indem man in die dortige Gleichung die Ausdrücke 
der Coordinaten einsetzt. Wenn nun $ eine harmonische Schraube 
ist, so haben wir, wenn beachtet wird, dass die Fundamental- 
schrauben ein coreciprokes System bilden, 


PR. E Pi Ka. 2 AA 
PST E Mi 
Definiren wir eine Grösse ø durch die Gleichung 
E A : 
We ai — Mo’, 


wo M die Masse des starren Körpers bedeutet, und führen wir für 
V seinen entwickelten Ausdruck aus dem vorigen Kapitel ein, so. 
erhalten wir die Æ Gleichungen: 


3(A,—Mo’u)+9,A,+ "+ IA = 0 
I Aa tH’, Aa tH HHI (A, —Mo’u}) =. 


Die Elimination der Grössen $,, ..., 9% liefert wieder für ø’ eine 
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Gleichung 4® Grades in der Determinantenform 


| Ap — Mo'ui, A ee Ai | 
A == : : : | = Q, 
| s fi 24,2 | 
ARR Au A EMO U 


die also auch + Wurzeln ø° liefert. Setzen wir jede Wurzel in 
das obige System von / linearen Gleichungen ein, so werden hier- 
durch der Reihe nach die Verhältnisse der A Coordinaten einer 
jeden der Æ harmonischen Schrauben erhalten. Und zwar erhellt 
klar, dass wir nicht mehr als Æ solcher Schrauben erhalten, wäh- 
rend andrerseits im Allgemeinen auch richtig ist, dass wir immer 
k, d. h. Æ verschiedene, Schrauben finden werden; wodurch unsere 
Behauptung erwiesen ist. 

Diese harmonischen Schrauben haben nun die bemer- 
kenswerthe Eigenschaft, dass je zwei derselben sowohl 
ein Paar conjugirter Trägheitsschrauben, als auch ein 
Paar conjugirter Potentialschrauben bilden. 

In der That, seien H., H,,...., H,_-ı irgend welche k—1 von 
den 4 harmonischen Schrauben, und seien S., S,, ..., Sx—1, die zu- 
gehörigen impulsiven Schrauben. Endlich sei T die, bekanntlich 
eindeutig bestimmte, Schraube des gegebenen Schraubensystems 
ker Stufe, welche reciprok ist zu S., S,, ..., Sı-ı (Kap. IX $ 15). 
Dann wird T mit jeder der Schrauben H,, H,,..., Hr—ı ein Paar 
congugirter Trägheitsschrauben bilden. Ferner, da 8, Sp, .... Sı-ı 
die Schrauben sind, auf denen durch Windungen um resp. H,, H,, 
..., Hh-ı Dynamen hervorgerufen werden, so wird offenbar 7’ mit 
jeder der Schrauben H., H,,.... Hr—ı auch ein Paar conjugirter 
Potentialschrauben bilden (Kap. XI $ 3). Daraus folgt nun, dass 
die impulsive Schraube, welche der als instantane betrachteten 
Schraube T entspricht, reciprok ist zu H,, H,,..., H_ı; und ebenso, 
dass eine Windung um T eine Dyname hervorrufen muss auf einer 
Schraube, die reciprok ist zu H,, H,,..., Hy—ı. Aber es giebt in 
dem Schraubensystem 4” Stufe nur eine einzige Schraube, die reci- 
prok ist zu H, H,,..., FR. Mithin muss die impulsive Schraube, 
welche zu der als instantane betrachteten Schraube T gehört, zu- 
sammenfallen mit derjenigen Schraube, auf der durch eine Win- 
dung um T eine Dyname hervorgerufen wird: d. h. es muss 7 
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eine harmonische Schraube sein. Und da es nur A harmonische 
Schrauben giebt, so muss T mit 4, identisch sein, sodass also Æ; 
mit jeder der übrigen #—1 harmonischen Schrauben sowohl ein 
Paar conjugirter Trägheitsschrauben als auch ein Paar conjugirter 
Potentialschrauben bildet. Was hier für Æ, gezeigt worden ist, 
kann auf dieselbe Weise für jede andere der 4—1 Schrauben H 
bewiesen werden. 


$ 2. 

Wir betrachten nun das kinetische Problem: 

„Ein starrer Körper mit Freiheit 4*" Grades wird aus 
einer Gleichgewichtslage durch eine Windung von kleiner 
Amplitude entfernt und erhält zugleich eine kleine an- 
fängliche Windungsgeschwindigkeit. Man soll nun die 
Bewegung des Körpers beschreiben, welche er unter der 
Einwirkung eines gegebenen Kräftesystems hiernach an- 
nimmt.“ 

Sei T die kinetische Energie des Körpers in einer Lage, in 
der seine Coordinaten, bezogen auf die Hauptträgheits- 
schrauben des zugehörigen Systems 4t" Stufe, resp. sind 9, 9), 
Dann ist 


fr AN d9? t dt, \? dF, 4 
T = u: a) +u; baai e te tg | 


während die potentielle Energie V eine homogene quadratische 
Function der Æ Argumente 9, i, ..., 9% ist, deren Ausdruck aus 
dem vorigen Kapitel zu entnehmen ist. Da die hier gebrauchten 
Coordinaten den Bedingungen von selbst genügen, denen die Be- 
wegung des Körpers unterworfen ist, so können die kinetischen 
Gleichungen direct in Lagrange’s Form aufgestellt werden. Setzen 
wir dabei noch zur Abkürzung 


d 9, 


a) 
u N zu 
Fr = 3, hal, Doek 


so haben wir also die Æ Gleichungen 
d oT oV 


TOn - -=+ a Á 
d 89 08 


N, kakae 
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' 4 PX T+V \ N ee 
wo wir —— statt hei schreiben durften, weil in Z die 
9 ð Hi 


Grössen 9, nicht vorkommen. Unter Berücksichtigung des Aus- 
druckes für T werden diese Gleichungen so lauten: 


Mu” 22 0 k 


AAAA, 
URT. a 


EEA 
rc. 
Dies ist jedoch noch nicht die definitive Form, welche wir 
diesen Gleichungen geben wollen, und in der sie integrirt werden. 
Die Herleitung dieser endgültigen Gestalt der Bewegungsgleichungen 
ist abhängig von der Lösung eines eben so einfachen, wie inter- 
essanten und einer eleganten Darstellung fähigen algebraischen 
Problems, zu dessen Behandlung wir uns nun wenden. Die Be- 
wegungsgleichungen können nämlich ohne Weiteres integrirt wer- 
den, wenn V in eine solche Form gebracht wird, dass nur die 
Quadrate der Variabeln darin vorkommen, während bei dieser 
Transformation der Ausdruck von T unverändert erhalten wird. 


Wenn zwei Reihen von je n Variabeln, 2i, Zi, ..., Zas Yis Yas 
..., Yn in dem Zusammenhange stehen, der durch die beiden Gruppen 
von Gleichungen 


wo eine lineare homogene Function der Æ Grössen 9, 9), 


DD Lp = aY t AY H ton Y 


n? 


(T) Y; Tis Ba z+ß,2%,++ß.2, i= 12n 


seinen Ausdruck findet, wo die Grössen « und ĝ Constanten sind, 
so stehen die Differentialquotienten irgend einer Ordnung der 
Grössen « und y in demselben Zusammenhang. Insbesondere ist 
also auch 

t, zu Y HOY ta Ye 

y. = Ba HBa Hua) 


. . 
tn n 


Wenn daher f(z,, £4, ..., n) eine beliebige homogene Function der 
Grössen æ ist, die durch die Transformation (I) übergeht in 
P(Yı»Yas++-,Yn), S0 geht auch, wenn f(2,, 23, ..., 2n) dieselbe Func- 


www.rcin.org.pl 


Kap. XII. Harmonische Schrauben. 235 


tion der ersten Differentialquotienten bezeichnet, dieses (2 ,«'/,,..., 81) 
durch dieselbe Transformation über in ¢(y', Yh, ..., Yr) wo g der- 
selbe Ausdruck der Grössen y' ist, wie vorher von den Grössen y. 
Auf Grund dieser einfachen Bemerkung erkennt man, dass die 
simultane Transformation der beiden Formen 
PEN NT, An kan Oh 
erledigt sein wird, wenn die Theorie der simultanen Transformation 
der Formen 
KEN TEN IT A E 
gegeben ist, wo also wieder unter f beide Male derselbe aus den 
n Argumenten æ gebildete arithmetische Ausdruck verstanden wird. 
Hiernach werden wir also den am Schlusse des vorigen Paragraphen 
angegebenen Zweck erreichen durch Behandlung des Problems: 
„Zweigegebene quadratische Formen von n Variabeln 
a) | = a, +4,05 ++ Ann 
(V= b atban aH Hb e + +, 
wo die Coefficienten a reelle positive und die b beliebige 
reelle Zahlen bedeuten, sollen durch eine lineare Sub- 
stitution 
a >= Re Airt mit 
(I) ; 
| DT PEE IARA 
so transformirt werden, dass identisch erhalten wird 
Í T= aY H aY t H annya 
LVE enyit enyi Heny“ 
Unsere Aufgabe besteht also darin, die unbekannten Grössen 
@x und c als Functionen der gegebenen Grössen a, und b so 
darzustellen, dass die Identitäten (III) stattfinden. Aus dem Be- 
stehen der ersten Gleichung (III) folgen für die Substitutionscoef- 
ficienten « sofort die Relationen 


| ai lir t Ala tHe et = 0, 


nn a, 


la,0,0, 40%, ke u 


Ea 
k=1,2,..,n 


(II) 


(IV) Pan? 


nn Qai A 
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Bezeichnen wir also allgemein mit ði den Ausdruck 

dx = A11 Qiri Oir + Q22 tsi Qar tt Ann ni Enks 

so ist 

Oa EE r AS 

ò; = (lkk für $z k. 

Wird nun unter 4 die Determinante der Substitution verstanden, 
also 


Au, Q23 ...y Oin 
ne 

Uni, Andy »--3 Onn 

oder nach Herrn Kronecker’s Bezeichnung 

(an| = 4 k 


gesetzt; und bildet man ferner die Determinante 


. >y Vam-Cın 
ER 


D == Vene. Van-t, TE Unn » kn 


Van-an, Vaz.an, 


| en |Van.an |, 
ETER aka llün: ETR VA 

so ist zunächst ohne weiteres offenbar 

D a aE i) 

Stellt man aber andererseits das Quadrat der Determinante D auch 
direct her mit Hülfe des Multiplicationssatzes für zwei Determi- 
nanten, so folgt, wegen der Bedingungsgleichungen (IV) 

M en a O 

1 Ne). Ya ARE EL 0 ER 


PS Aik’ ag 0 = Airas’ s.. + An» 


R A RR aT EEA ENT 
Somit ergiebt sich 
| 4 =1, | 
also d4==1. Wir nehmen der Einfachheit halber im Folgenden 
nur den Fall 4 = +-1 in Betracht. 


Kap. XII. Harmonische Schrauben. 237 


Bezeichnen wir nun durch A; die zum Elemente ai: gehörige 
Unterdeterminante der Substitutionsdeterminante 4, so haben wir 
nun für die umgekehrte Transformation, der Grössen y in die 
Grössen æ, die Gleichungen: 

(’' = A nH A ty HHA En 
(V) ; l . ; ; 
| Yn = Ain ti t+An& +: + Annan, 
und es ist 


N 


(V I) Í a, Ara Aut I A, mE Eik 
\ 0; Ap Pa Aag e A e 
al. 


| 
© 


Führen wir diese Ausdrücke für die Grössen y in die rechte Seite 
der ersten Gleichung (III) ein, so erhalten wir für die A die Be- 
dingungsgleichungen 
Id 3 2 Kis Pre 
(VI) Í um Fr adj, +4, Aia t az kn Ar 
! ee = £ ... ra mme 
l I, = a, Aa An ta AA, + ta An An m O, 
wo in Analogie mit dem Obigen noch das Zeichen ð' eingeführt ist, 
welches für ungleiche Werthe der Indices verschwindet, und für 
gleiche Werthe derselben die ebenso bezeichneten Grössen a bedeutet. 
Nun bilden wir in zwei verschiedenen Weisen die Summe 


PX RE 
i 
einmal, indem wir einfach setzen 
Y —— YA | 4 ... 4 ... H 
PA A Ai Qio AT Rag dT +4, m sw AE dk ? 
Er 0 7 g g 
woraus folgt 
YA BERN 
È ti di, ar? Cro z Aik : 
Das zweite Mal bilden wir diese Summe mit Hülfe der entwickelten 
Ausdrücke der Grössen ð'. Es ist also 
' f= A ... ... 
iy ia A, i Aii A Aut +a,4, Ant +9, An 4, 
u 
ai a, 1 A, A, +4, A dat ; aria An Anut ; a ae Ay kn 


| 


di = A At Ag Aut AA tt AA 


py 
Sx 
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und somit 


PLT a 4 Áp we 


ta A, Aut +a 4A,,- A. 


nn Rn “N ın 


= a, 1 A, 2 Cai s ia re A, Le, An ui ZN Gun‘ A kn” S ? 


d.h. 
2c; d' = (Q A 


io ik vo ku’ 


Die Vergleichung der beiden so gefundenen Ausdrücke für diese 
Summe liefert also die Relation 


a 
VI) A=a-—, 
Zog 

die zwischen den Elementen der Substitutionsdeterminante und den 
zugehörigen Unterdeterminanten der letzteren stattfindet. Die Ex- 
istenz der Gleichung (VIII) ermöglicht nun die definitive Lösung des 
Problems in ganz elementarer Weise, nämlich in derjenigen, die bei 
einer einfacheren Aufgabe schon in Kap. VII §6 angewandt wurde. 

Wir differentiiren die zweite der identischen Gleichungen (III) 
nach y, und erhalten zunächst 


Ur bitty E bye Ai a N Cr Ik s 
was sich aber mit Rücksicht auf (V) und (VIII) so schreiben lässt 


(ab s Habay te tl, b ‚te ta b,)®, = Zeu Ay; 
Cr 
ei Fa A E A 
i i n liy t 


Diese Gleichung muss unabhängig von den Werthen der æ be- 
stehen. Sie zerfällt somit in die » Gleichungen 


(VIID tt tal; —a,A)+ tabu = O, 


nk ni 


60 I ERBE IR 


wo zur Abkürzung gesetzt wird 


Eliminirt man aus diesen n linearen homogenen Gleichungen die 
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Unbekannten «, so erhält man zur Bestimmung der Unbekannten 
Ax die Gleichung 
(IX) AA) = 


a On N ee 7 
bz» b nAi ba, ’ n2 
b b AEM b |=0 
li? 2i ? i Ay» , ni | ge: 
. ., 
In? On ki bin re Ra Ri = ann^ l 


also eine Gleichung nt Grades für 44. Aus ihrer Herleitung, und 
aus dem Umstande, dass die Coefficienten von dem Werthe des 
Index gänzlich unabhängig sind, ergiebt sich, dass für jeden be- 
liebigen Werth des Index & für A dieselbe Gleichung folgen wird; 
mit andern Worten, die Wurzeln 


(1) (2) 3 (") 
PEATE. da ee N 
der Gleichung 4(4,) = 0 sind genau die n gesuchten Grössen 
c 
kk 
Ae er 
kk 


wonach denn auch sofort die Grössen e selber gefunden sind. 
Setzt man nun die einem beliebigen Werthe des Index % ent- 
sprechende Wurzel 4; der Gleichung (IX) in die Gleichungen (VIII) 
ein, so lassen sich aus (n—1) beliebigen dieser Gleichungen die 
Verhältnisse der n Grössen «i zu einer derselben bestimmen. Die 
absoluten Werthe dieser Grössen findet man dann mit Hülfe der 
Gleichungen (IV). Führt man diese Rechnung für jeden Werth des 
Index 4 aus, so wird man also zur Kenntniss der n’ Grössen æ ge- 
langen, sodass nunmehr in der That die vorgelegte Aufgabe gelöst ist. 
Sind nun å+, A, zwei zu den Indexwerthen X’ gehörige Wur- 
zeln der Gleichung A(},) = O, so beachte man, dass die Grössen 
as und & durch dasselbe Verfahren aus A, resp. A, hergeleitet 
werden, wenn beide Male dieselben (”—1) Gleichungen der Gruppe 
(VIII) benutzt werden. Es ist also æ dieselbe Function von 2x, 
wie es ae von Å» ist. Wenn nun unter den Wurzeln der Glei- 
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chung (IX) complexe vorkommen, so mögen År, Ar zwei conjugirte 
complexe Wurzeln sein. Also 
= P+Qi, Ae = P— Qi. 
Dann sind nach dem eben Gesagten auch &x, &x auch conjugirte 
complexe Zahlen, also etwa 
Ga = P F geh de P— get: 
Nun haben wir aber die Bedingungsgleichung 


a.) 
5 


wo die a, wesentlich positive Grössen sind. Diese Gleichung 
wird nun 
Sas. (p? +g) = 0. 

Dies kann aber nicht stattfinden, da eine Summe von lauter posi- 
tiven Zahlen nicht verschwinden kann. Die Annahme von com- 
plexen Wurzeln der Gleichung (IX) führt also auf eine unmögliche 
Bedingung. Diese Annahme kann also nicht zutreffen: die Glei- 
chung (IX) hat lauter reelle Wurzeln. 


§ 4. 


Wenden wir uns nun wieder zu dem ursprünglich vorgelegten 
Problem zurück, so ist also eine lineare Transformation 


g! y par) ne A 
Br oc a-t ER) , 
À = ku>u u=1,2,...,n 


so zu bestimmen, dass die potentielle Energie 
r 2 2 ç ç , 
V=4,9 +44, +24:9 424,994 
” Q! j 
l ikan Pig W 
übergeht in 


t2 


A S F 12 
y PA a du Pre ’ 


während gleichzeitig durch die Transformation der Ausdruck für 
die kinetische Energie in sich selbst übergeführt wird, d. h. 


LAN MARN 
r= n |a- arete =) | 


(da): Te: )] 
2 Th u Pe 
M le: dt )+ Br dt 


| 


wird. 
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Zu diesem Zwecke werden wir also nach $ 3 die Gleichung 


auflösen 
I 02 
| A — Mu s, 0. A 


2093| 
ats PN. lem CA 


| 
| A 
durch deren Wurzeln zunächst, wie a. a. O. gezeigt, die Grössen ce 
und dann die Coefficienten «,, bestimmt werden. Diese Gleichung 
ist aber dieselbe, welche, $ 1, zur Bestimmung der Coordinaten 
einer harmonischen Schraube aufgestellt wurde. Die Grössen æ, 
sind daher den Coordinaten einer harmonischen Schraube propor- 
tional. Die Bedeutung dieses Umstandes wird später erhalten. 
Beachten wir, dass nach $ 3 
ae 2 02 
„= Muis 


wird, so werden wir in den transformirten Coordinaten die Be- 
wegungsgleichungen haben 
2«1 
LEN N 1=1,2,...,% 
dt? EA ED er 
woraus folgt 
PRREE SEN; Det. oe i 
& = H,sin(s,t+h,), er 


sodass sich also für die ursprünglichen Coordinaten das Resultat 
ergiebt 


I, = a, HH, sin(st+h,)+a,,H,sin(s,t+h,)+ "+, ,H,sin(s,t+-h,) 


2 = a, H sin (s, t+) +a, Hsin (sth, ) ++ a H, sin(s, t+h,). 
Bevor wir in eine Discussion dieses Resultats eintreten, möge das- 


selbe noch einmal, und zwar in einer sehr einfachen von Herrn 
Ball angegebenen Weise hergeleitet werden. 


$5. 

Zunächst kann man zu den Bewegungsgleichungen in ihrer 
ursprünglichen Form auch ganz unabhängig von der Kenntniss der 
Lagrange’schen Gleichungen gelangen. 

In der That, wir haben den starren Körper ($ 2) aus der 
Ruhelage durch eine Windung herausgeführt und ihm eine Win- 

Ball, Mechanik. 16 


www.rein.org.pl 


242 Theoretische Mechanik. 


dungsgeschwindigkeit ertheilt, deren Coordinaten zur Zeit £ wir 

u de“ dD; 
mit Bezug auf die Hauptträgheitsschrauben durch —;", ..., i7 - 
bezeichneten. Wir können uns denken, dass der Körper diese Be- 


dt 
wegung erhalten habe in Folge der Wirkung einer impulsiven Dy- 


name, deren Coordinaten wir durch ¢;', 63, ..., &/ bezeichnen 
wollen. Dann haben wir nach Kap. IX $ 17 
2 1 
u? ds; 
H d ee. 
Pi di 


Nun wird aber durch die von dem Körper ausgeführte Windung in 
dem auf ż folgenden unendlich kleinen Zeitelemente dt eine Dyname 
hervorgerufen, deren Coordinaten resp. sein werden 
1I 7-11 1 
dd, dL, dis 
I A HERE.» 


In Kapitel XI § 2 ist aber gezeigt worden, dass diese Coordinaten 
resp. gleich sind 


RE Er 58 or oCV 
2p, 09°’ a OD E T 2p, EEA 


Wir haben also einerseits 


de __ ce 
de 2pi oi 
und andererseits folgt aus der Gleichung für © 
.n 2 2o! 
dbi m“ 
dt Pi dt 
n" 
Vergleichen wir nun diese beiden Ausdrücke für - Ea so folgt: 
í 
d’$; oV 
2 Mu? 2 hi 
Mu; dt? PET 0 0 


also dieselbe Gleichung, wie sie oben durch die Methode von La- 
grange erhalten worden ist. 
Um diese % Gleichungen zu integriren, setzt Herr Ball 


ern Beh... hehe, 


wo Q eine unbekannte Function der Zeit ist und die Grössen f 
noch zu bestimmende Grössen bedeuten. Hiermit nehmen, mit 
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Rücksicht auf den Ausdruck für V die Bewegungsgleichungen die 
Form an 


; d’ and 
Mu: f ET +(4 a f+ aae: E Am aa a A l, 


Mu} a nr +A,hntrAsht +4, IR =, 


was man auch so schreiben kann 


Mu? f, ta. a a) ERA. Mer Ahr Auh a= 


VAA eea ts’ sa). et. HA, MR 


Bestimmt man nun die Grösse s und die Verhältnisse der / so, 
dass den Gleichungen 


hr Au Mus HA, HA 0 


fh Auth Aut + (Au Mus) = 0 

Genüge geleistet wird, so erhält man die einzige Gleichung 

PQ 2 

dt? Be 
Eliminiren wir die f, so erhalten wir zur Bestimmung von s die 
shon mehrfach betrachtete Gleichung, und die einer jeden Wurzel s 
entsprechenden Werthe der f sind proportional den Coordinaten 
einer harmonischen Schraube. Die Gleichung für Q giebt 

= Hsin (st+h). t 
Seien nun H,, H,, ..., Hr; hi, hy, ..., A, willkürliche Constanten; 
und sei fa, derer Werth von f}, der aus den obigen Gleichungen 
folgt, wenn in diesen s®’—=; ist. Dann folgt aus der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen 
me = f H,sin(s, t-+h ER TONES RN t+h,) 
(9) ? 
boris = f„H sin (s, t+-h, = BR: dd t+h,), 

16* 
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wovon man sich auch leicht durch directe Anwendung der Bewe- 
gungsgleichungen auf diese Ausdrücke, welche die nothwendige An- 
zahl willkürlicher Constanten enthalten, überzeugt. 

Wir sind also wieder zu demselben Ergebniss gelangt, wie am 
Schlusse des $4 und wenden uns nun zur näheren Discussion un- 
serer Resultate. 


§ 6. 

Zunächst ist dies klar, dass s” stets eine positive Grösse sein 
muss, wenn die Ruhelage, von der aus der Körper die betrachtete 
Bewegung begonnen hat, eine stabile war. Denn andererseits 
würde wenigstens eine der Grössen ¢' des $4 als Exponential- 
function mit reellem Exponenten erscheinen, sodass also sämmt- 
liche 9’ im Laufe der Zeit beliebig anwachsen könnten, d. h. das 
System vor der Bewegung nicht in stabiler Gleichgewichtslage ge- 
wesen sein können. Es sind somit auch alle Grössen e positiv, da 

c, = Mus. 
Die 2k willkürlichen Constanten H und Æ werden aus den An- 
fangsbedingungen zu bestimmen sein. Zu dem Zwecke wird man 
die dem Körper anfänglich ertheilte Windung in ihre Componenten 
nach den Hauptträgheitsschrauben zerlegen und die erhaltenen 
Werthe in die Gleichungen ($) einsetzen, nachdem in diesen t= 0 
gesetzt worden ist. 

Ebenso wird man die anfängliche Windungsgeschwindigkeit in 
Componenten nach den genannten Schrauben zerlegen. Die er- 

' Q! 
haltenen Werthe sind gleich den Werthen von SE, EA > 
für = 0, wodurch also weitere k Gleichungen gefunden sind, 
welche mit den vorhin erhaltenen Æ Gleichungen hinreichen um 
die 24 Grössen H und 4 zu bestimmen. 

Wenn die anfänglichen Umstände so beschaffen sind, dass alle 
Grössen M mit Ausnahme von //, sich gleich Null ergeben, so er- 
halten wir für die Coordinaten die sehr einfache Darstellung 


3” = fi, Hsin(st+h) 


= f, Wsi sin(st-t-A), 


wo einfach H und 4 statt H, und A, geschrieben worden ist. 
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Die Bedeutung dieses Ergebnisses ist eine sehr bemerkens- 
werthe. Wir sehen, dass die Coordinaten des Körpers fortwährend 
proportional sind den Grössen f,,, ---, fip Der Körper kann also 
stets aus der Anfangslage in irgend eine beliebige andere Lage 
durch eine Windung übergeführt werden um eine Schraube, deren 
Coordinaten proportional sind den Grössen f. Aber wir haben 
schon mehrfach darauf hingewiesen, dass die so definirte Schraube 
eine harmonische ist, sodass wir nun folgendes Theorem aussprechen 
können: 

„Wenn ein starrer Körper in einer stabilen Gleich- 
gewichtslage sich unter dem Einfluss eines conservativen 
Kräftesystems befindet, so können aus dem die Freiheit 
des Körpers definirenden Schraubensystem Åt" Stufe stets 
k harmonische Schrauben ausgewählt werden. Wenn nun 
der Körper aus jener Gleichgewichtslage durch eine Win- 
dung um eine solche harmonische Schraube herausgeführt 
wird und zugleich eine Windungsgeschwindigkeit um 
diese selbe Schraube erhält,- so wird der Körper ohne 
Unterlass oscillatorische Windungen um diese Schraube 
ausführen und die Amplitude der Windung wird in jedem 
Augenblick gleich der Amplitude eines einfachen Pen- 
dels sein, welches in Bezug auf seine Länge, sowie in Be- 
zug auf den Beginn seiner Bewegung geeignet ausge- 
wählt ist.“ 

Eine harmonische Schraube und ein Pendel, welche so zu ein- 
ander in Beziehung gesetzt sind, wollen wir isochron nennen. Dann 
können wir aus der allgemeinen Form der Integrale der Bewegungs- 
gleichungen den Satz entnehmen: 

„Ein starrer Körper, der unter dem Einflusse eines 
conservativen Kräftesystems steht, wird aus einer sta- 
bilen Gleichgewichtslage durch eine kleine Windung her- 
ausgeführt und erhält eine kleine anfängliche Windungs- 
geschwindigkeit. Die Windung und die Windungsge- 
schwindigkeit zerlegen wir in ihre resp. Componenten auf 
den & harmonischen Schrauben, welche für den Körper 
existiren. Nun denke man sich 4 einfache Pendel, deren 
jedes isochron mit einer der harmonischen Schrauben ist. 
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Man setze ferner alle diese Pendel gleichzeitig mit dem 
Körper in Bewegung und zwar jedes mit einer Amplitude 
und einer Winkelgeschwindigkeit, welche gleich sind 
resp. der Amplitude der anfänglichen Windung und der 
anfänglichen Windungsgeschwindigkeit des Körpers um 
die harmonische Schraube, mit der das betr. Pendel iso- 
chron ist. Handelt es sich nun darum, die Lage des Kör- 
pers zu einer beliebigen späteren Zeit zu bestimmen, so 
hat man nur nöthig, für die betreffende Epoche die Am- 
plituden der k Pendel zu berechnen und dann dem Kör- 
per in seiner Gleichgewichtslage Windungen um die A har- 
monischen Schrauben zu ertheilen, deren Amplituden 
gleich sind den soeben für die entsprechenden Pendel be- 
rechneten Amplituden.“ 


h 


AD 


Man kann sich leicht auch ohne Rechnung klar machen, 
warum ein Körper, der einmal um eine harmonische Schraube 
oscillatorische Windungen ausführt, niemals von dieser Schraube 
abweichen wird. Wenn nämlich der Körper aus der Gleichgewichts- 
lage entfernt wird durch eine Windung um eine harmonische 
Schraube 2, so wird durch diese Windung eine Dyname hervor- 
gerufen auf einer Schraube y. Nun würde aber die Wirkung einer 
impulsiven Dyname auf der Schraube »; die sein, dem Körper eine 
Windung um die Schraube 9 zu ertheilen. Nun können wir aber 
eine continuirliche Dyname uns bestehend denken als eine Reihe 
unendlich nahe aufeinander folgender impulsiver Dynamen von un- 
endlich kleiner Intensität. Alle diese kleinen Impulse werden dem 
Körper also immer wieder eine Windung um % ertheilen. Es er- 
wächst somit aus der Existenz des Einflusses der gegebenen Kräfte 
auf den Körper keine Ursache, die den Körper zu einer Abweichung 
von der Schraube 9 zwänge. 
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Kapitel XII. 
Kinetik eines starren Körpers mit Freiheit ersten Grades. 


SAN 

In dem vorliegenden Kapitel werden die in den vorhergehen- 
den entwickelten allgemeinen Principien angewandt werden, um 
die Bewegung eines starren Körpers zu untersuchen, der Freiheit 
ersten Grades besitzt. In gleicher Weise werden die folgenden 
Kapitel den verschiedenen Graden der Freiheit gewidmet werden. 
Dabei werden wir immer den gleichen Gang einhalten, zuerst, so- 
weit kleine Bewegungen in Betracht kommen, die Kinematik des 
starren Körpers zu bearbeiten unter keiner anderen Voraus- 
setzung als derjenigen der Kenntniss des Grades der Frei- 
heit, welche der Körper besitzt. Auf diese Weise gelangen wir 
zur Kenntniss des Schraubensystems, welches eben den Freiheits- 
grad des Körpers in exacter Weise definirt. Ist dieses bekannt, 
so wird auch leicht das reciproke System gefunden, mit Hülfe 
dessen dann die Theorie des Gleichgewichts erledigt wird. 

Vornehmlich aber wird sich unserer Betrachtung darbieten jene 
Gruppe von Fragen, welche sich auf die Wirkung eines Impulses auf 
ein ruhendes starres System beziehen, welches um alle Schrauben des 
Schraubensystems Windungen ausführen kann. Endlich sind dann 
immer noch zu discutiren die kleinen Schwingungen des starren 
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Systems, welche dasselbe ausführen kann in der Nähe einer sta- 
bilen Gleichgewichtslage unter dem Einflusse eines gegebenen Kräfte- 
systems, wenn die Beweglichkeit des Systems also auf Windungen 
um die Schrauben des zugehörigen Schraubensystems beschränkt ist. 

82. 

Ein starrer Körper mit Freiheit ersten Grades kann keine an- 
dere Bewegung ausführen als Windungen um eine einzige be- 
stimmte Schraube. Die Lage des Körpers zu irgend einem Zeit- 
punkte ist nur von einer einzigen Grösse, Coordinate, abhängig. 
für die wir die Amplitude derjenigen Windung um die gegebene 
Schraube nehmen können, durch welche der Körper von einer ge- 
gebenen Anfangslage in die Lage übergeführt wird, welche er zu 
der betreffenden Zeit einnimmt. 

Es lassen sich ohne Weiteres zwei elementare Beispiele an- 
geben von Körpern mit Freiheit ersten Grades: nämlich ein Kör- 
per, der ohne Gleiten um eine feste Axe rotiren kann; und ein 
Körper der längs einer festen Geraden gleiten, aber nicht sich um 
diese Gerade drehen kann. Im ersteren Fall besteht das zuge- 
hörige Schraubensystem erster Stufe aus einer Schraube vom Para- 
meter Null; im anderen aus einer Schraube von unendlich grossem 
Parameter. 

83. 

Die Stufenzahl des Schraubensystems, welches die Freiheit 
eines starren Körpers definirt und diejenige des reciproken Systems 
ergänzen einander immer zur Summe sechs. Das zu einem 
Schraubensystem erster Stufe reciproke System wird daher von der 
fünften Stufe sein. 

Wir werden daher schon in diesem Kapitel einige Eigen- 
schaften der Schraubensysteme fünfter Stufe zu discutiren haben, 
welche nachher nochmals ihren Platz finden werden in Kap. XVII. 

Damit eine beliebige Schraube 9 zu einem System fünfter 
Stufe gehöre ist es nothwendig und hinreichend, dass sie zu einer 
gegebenen Schraube œ reciprok sei. Diese Bedingung findet den 
uns wohlbekannten Ausdruck 

(p,+P,)eos0 —dsnO = 0, 
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wo O der Winkel und d die kürzeste Distanz zwischen beiden 
Schrauben 9, « ist. 

Es lässt sich nun sofort erkennen, dass jede beliebige Gerade 
im Raume, wenn ihr ein geeigneter Parameter ertheilt wird, Ele- 
ment eines Schraubensystems fünfter Stufe werden kann. Denn 
es sind in der That, wenn die Gerade und «œ gegeben sind, die 
Grössen d und O ebenfalls gegeben, und es kann daher aus der 
obigen linearen Gleichung ein einziger bestimmter Parameter py 
gefunden werden. 

Es sei nun gegeben die Schraube œ und ein beliebiger Punkt 
A ausser ihr im Raume. Dann wird jede Gerade des Punktes A, 
wenn mit einem geeigneten Parameter versehen, welche die 
Schraube « schneidet, reciprok sein zu dieser Schraube. Die An- 
zahl der Geraden des Punktes A ist doppelt unendlich, woraus 
folgt, dass eine einfach unendliche Zahl von Geraden des Punktes 
A reciprok zu « sein wird. Es lässt sich nun in der That be- 
weisen, dass alle Schrauben gleichen Parameters, welche durch A 
gehen und zu a reciprok sind, in einer Ebene liegen. Es möge 
dies zunächst mit Herrn Ball für den Fall gezeigt werden, wo es 
sich um Schrauben vom Parameter Null handelt, worauf wir dann 
den allgemeineren Satz beweisen werden. 

Dieser Satz ist nun allerdings schon früher einmal vorgekom- 
ınen und ist auch damals bewiesen worden. Er soll indessen hier 
mit Sir R. Ball einer eingehenderen Betrachtung unterworfen werden. 

Betrachten wir also zunächst eine unendlich kleine Windung 
um die Schraube œ, so wird ein Punct A des starren Körpers in 
die Position B übergeführt werden. Bei dieser Bewegung leistet 
nun eine in A angreifende Kraft, deren Richtung senkrecht steht 
auf der unendlich kleinen Strecke AB, keine Arbeit. Mit andern 
Worten: jede durch A gehende Gerade, die normal zu AB ist, 
kann als eine Schraube vom Parameter Null aufgefasst werden, 
die reciprok ist zu der gegebenen Schraube. Alle diese Geraden 
liegen aber offenbar in einer Ebene, womit der specielle Fall des 
in Rede stehenden Satzes bewiesen ist. 

Um weiter zu gehen, erinnern wir an ein allgemeines Princip, 
von dem bereits in Kap. IV wiederholter Gebrauch gemacht worden 
ist. Dieses Prineip bestand darin, dass ein Schraubensystem be- 
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liebiger Stufe seinem Wesen nach nicht geändert wird, wenn die 
Parameter sämmtlicher ihm angehörenden Schrauben um eine und 
dieselbe beliebige, positive oder negative, Grösse vermehrt werden. 
Denn es hängt ja in der That die Gleichung der Reciprocität nur 
von der Summe der Parameter der betr. reciproken Schrauben ab. 
Wenn daher alle Parameter eines Systems P um eine bestimmte 
positive oder negative Grösse vermehrt werden, während man 
gleichzeitig die Parameter des reciproken Systems Q um die ent- 
gegengesetzt gleiche Grösse vermehrt, so wird die aus P abgeleitete 
Gesammtheit P’ von Schrauben wieder reciprok sein der aus Q 
abgeleiteten Gesammtheit Q'. Es wird also jede der Schrauben 
des Systems 7” reciprok sein zu 6—4 beliebig ausgewählten Schrau- 
ben des Systems Q’ und somit P’ in der That wieder ein System 
kter Stufe sein. 

Hiernach kann der aufgestellte Satz nun so bewiesen werden. 
Wir betrachten eine Schraube y vom Parameter p„+-4, welche 
dieselbe Gerade zum Träger hat, wie @«. Vorhin wurde bewiesen, 
dass alle Schrauben « vom Parameter Null, deren Träger durch 
den Punkt A gehen, und die reciprok zu y sind, in einer Ebene 
liegen. Diese Reeiprocität wird nun nach dem dargelegten Princip 
nicht gestört, wenn, bei festgehaltenen Trägern, aus 7 und u an- 
dere Schrauben abgeleitet werden, sofern nur die Parametersumme 
unverändert, also bier gleich p,—+4, bleibt. Sie wird also insbe- 
sondere stattfinden, wenn den Schrauben der Parameter Æ und 
der Schraube auf dem Träger von 7 der Parameter p, zuertheilt 
wird, d. h. wenn wir wieder zur Schraube « zurückgehen. Da 
nun die Schrauben u alle in einer durch A gehenden Ebene liegen, 
wie oben bewiesen, da ferner die Grösse Æ eine ganz beliebige 
war, so ist nun offenbar auch der allgemeine Satz bewiesen. 

Von der Gültigkeit der Umkehrung des Theorems haben wir 
uns a. a. O. bereits überzeugt, sodass wir uns hier nicht mehr da- 
mit aufhalten wollen. Es möge jedoch noch eine kurze Bemerkung 
hier Platz finden. Es kann also immer, wenn ein Parameter % 
gegeben ist in einer ebenfalls gegebenen Ebene ein Punkt A so 
bestimmt werden, dass alle in der gegebenen Ebene liegenden 
Schrauben des Punktes A, die den Parameter k besitzen, zu einer 
gegebenen Schraube «œ reciprok sind. Wenn wir nun eine Reihe 
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von Parametern haben, A, k, ..., An, so gehört zu jedem der- 
selben ein Punkt A. Die Reihe dieser Punkte, die mit A, 4,, 
. A, bezeichnet seien, liegt nun offenbar auf einer Geraden, 
welche «œ unter rechtem Winkel trifft. Denn, man verbinde die 
Punkte A,, A, der Reihe durch eine Gerade, so muss, wenn auf 
dieser Geraden eine Schraube 4 liegt, die entweder den Parameter 
ku oder k, hat, A reciprok sein zu œ. Dies ist aber nur möglich, 
wenn die Gerade A, A, die Gerade «œ rechtwinklig schneidet. 


S4. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für das Gleich- 
gewicht eines starren Körpers mit Freiheit ersten Grades besteht 
darin, dass die auf den Körper wirkenden Kräfte äquivalent sein 
müssen einer Dyname auf einer Schraube, die dem Systeme fünfter 
Stufe angehört, welches reciprok ist zu der die Freiheit des Kör- 
pers definirenden Schraube. Daraus folgt also, dass jede Gerade 
des Raumes Träger einer Schraube sein kann, derart dass eine 
Dyname auf dieser das Gleichgewicht des Körpers nicht stört. 

Wenn zwei Dynamen auf den Körper wirken, so wird man die 
Frage, ob unter diesen Umständen das Gleichgewicht des Körpers 
bestehen bleibe, so beantworten. Die beiden Dynamen können 
mit Hülfe des Cylindroids zu einer einzigen zusammengesetzt wer- 
den. Auf dem Cylindroid giebt es aber, wie wir wissen, nur eine 
einzige Schraube, welche zu einer gegebenen reciprok ist. Die 
Wirkung beider Dynamen wird also dann das Gleichgewicht des 
Körpers nicht stören oder mit anderen Worten: die Dynamen sind 
im Gleichgewichte, wenn ihre Resultante auf der eben angeführten 
Schraube des Cylindroids liegt. 

‚ Mit Hülfe der Schraubencoordinaten lässt sich die Bedingung 
des Gleichgewichts zweier Dynamen, von den Intensitäten 9", œ", 
auf den Schrauben 9 und g, für den Fall sehr leicht ausdrücken, 
dass sie auf einen Körper wirken, der nur um eine Schraube « 
gewunden werden kann. 

Wir legen ein beliebiges System von Fundamentalschrauben 
(coreciprokes System) als Coordinatensystem zu Grunde und zer- 
legen jede der Dynamen auf 9 und in ihre sechs Componenten 
auf diesen Fundamentalschrauben. Dann hat die resultirende Dy- 
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name auf der Fundamentalschraube ®, eine Componente von der 
Intensität 
In p" Pn. 


Die Coordinaten der resultirenden Dyname sind also proportional 
zu 

I'A Ho'p, -a It Y' Pe 
Soll Gleichgewicht bestehen, so muss die Schraube dieser Dyname 
reciprok sein zu œ, es muss also sein 


pa (I DH" p) Hpt ty p) = O 


7 n 
P Da9 HY Daop = Ö, 


zu welcher Gleichung man übrigens auch direct mit Hülfe des 
Prineips der virtuellen Geschwindigkeiten hätte gelangen können. 
Denn diese Gleichung drückt nichts anderes aus, als dass die 
Summe der Arbeiten, welche die Dynamen auf 9 und œ bezüglich 
einer Windung um « leisten, verschwindet. 

Andererseits kann die letzte Gleichung auch so interpretirt 


werden, dass — hinsichtlich der Wirkung auf einen Körper, der 
nur um eine Schraube œ Windungen ausführen kann — eine ge- 


gebene Dyname stets ersetzt werden kann durch eine Dyname von 
geeignet bestimmter Intensität auf irgend einer anderen Schraube. 
Sir Robert Ball weist auf die Analogie hin, die besteht zwi- 
schen unserer Gleichung 
IDs Hp Day = 0 


und derjenigen, welche sich als Bedingung findet dafür dass zwei 
Kräfte P, Q, die auf einen Massenpunkt wirken, der nur in einer 
gegebenen Geraden sich bewegen kann, im Gleichgewicht sind. 
Denn wenn l, m die Winkel sind, welche P und Q mit dieser 
Geraden machen, so ist die erwähnte Bedingung 


Peos!+ Wcosm = 0, 


welche Gleichung die bemerkenswerthe Thatsache zeigt, dass eben 
zwischen dem virtuellen Coefficienten zweier Schrauben und dem 
Cosinus des Winkels zweier Geraden eine gewisse Analogie be- 
steht. 
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§ 5. 

Aus dem vorigen ergiebt sich eine interessante Folgerung für 
einen speciellen Fall. Nämlich man überzeugt sich ohne jede Mühe 
von der Richtigkeit dieses Satzes: 

Wenn ein starrer Körper mit Freiheit ersten Grades unter der 
Wirkung der Schwerkraft im Gleichgewicht ist, so liegt die Verti- 
cale durch den Trägheitsmittelpunkt in der Ebene der reciproken 
Schrauben vom Parameter Null, die man durch den Trägheits- 
mittelpunkt ziehen kann. (§ 3.) 


§ 6. 

Wir haben schon früher gesehen, wie man die Windungsge- 
schwindigkeit finden kann, welche eine Dyname von der Intensität 
q” (auf der Schraube 7) einem Körper ertheilt, welcher nur um 
eine gegebene Schraube œ bewegt werden kann. Wir haben 
bei der Aufstellung des betreffenden Ausdrucks Rücksicht zu neh- 


men gehabt auf die — in Folge der beschränkten Freiheit des 
Körpers — bei der Einwirkung der Dyname auftretenden impul- 


siven Reactionen. Diese letzteren sollen nun hier näher dargestellt 
werden. 

Zunächst wissen wir von vornherein, dass diese Reactionen zum 
Ausdruck kommen in einer Dyname von der Intensität A’ auf 
einer Schraube 4, welche reciprok ist zu «. 

Sei also 7 die Schraube der gegebenen Impulsivdyname. Es 
ist nun ein sehr einfacher Gedankengang, welcher zur Auffindung 
und constructiven Darstellung von A führt. Denn die Dyname auf 
/ und die Dyname auf 7 müssen offenbar zur Resultanten diejenige 
Dyname haben, welche dem Körper eine Windung um « ertheilen 
würde, wenn derselbe vollkommen frei wäre. Nennen wir die 
Schraube dieser resultirenden Dyname g, so müssen also 7, 4, u 
„eoeylindroidal“ sein, d. h. auf einem Cylindroid liegen (Kap. II). 
Die Schraube 4 ist demnach, da sie auch noch zu « reciprok sein 
soll, vollkommen bestimmt, denn u kann jederzeit angegeben 
werden. Construiren wir also das durch y, u gegebene Üylindroid 
(n, u), und bestimmen auf dieser Fläche diejenige Schraube, welche 
reciprok ist zu œ, so ist das bekanntlich eindeutige Ergebniss der 
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Construction die Schraube 2. Nachdem so alle drei Schrauben, n, 
2, u bekannt sind, kann mit Hülfe der bekannten Intensität 4" 
auch die Intensität 2” der Dyname der impulsiven Reactionen be- 
stimmt werden. 


ST. 

Wir wollen nun einen Körper betrachten, der in einem be- 
stimmten Momente unter dem Einfluss eines Systems gegebener 
Kräfte, von der hier zu betrachtenden Natur, sich in einer Lage 
stabilen Gleichgewichtes befindet. Der Körper soll Freiheit ersten 
Grades besitzen, also nur um eine Schraube æ sich bewegen kön- 
nen*). Nun führe man den Körper durch eine Windung von 
kleiner Amplitude aus der Ruhelage heraus und ertheile ihm zu- 
gleich eine kleine anfängliche Windungsgeschwindigkeit. Dann 
wird der Körper ohne Unterlass kleine oscillatorische Windun- 
gen um « ausführen. Die Zeit einer Oscillation soll bestimmt 
werden. 


Zu dem Zwecke erinnern wir uns, dass die von der Win- 
j 


arasf hun. ga å FATA TEN O An 
dungsgeschwindigkeit — — herrührende kinetische Energie des Kör- 


dt 
da! 2 
T Miaa 
a ( ir ) t 


Ferner ist, unter Anwendung früher gebrauchter Bezeichnungen 
Foza 

die potentielle Energie, welche der Körper in der Lage besitzt, in 

die er durch die Windung von der Amplitude «' von der Gleich- 

gewichtslage aus übergeführt wurde. Da die totale Energie des 

Körpers constant ist (Kap. I), so haben wir also die Gleichung 


pers ist 


a NE u ae’ a 
Mus ( a) A n O 
„(Ei 


*) Es wird im Folgenden öfter der Kürze halber der Ausdruck gebraucht 
werden: „ein Körper bewegt sich um eine Schraube“, worunter natürlich 
immer zu verstehen ist: „der Körper führt um die gegebene Schraube eine 
Windung aus von der Art und in dem Sinne, wie dies im Kapitel II definirt 
worden ist“. 
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welche durch Differentiation übergeht in 


d’a’ a, —- (6) 
dt? Be een! 


Das Integral dieser Gleichung kann in der Form dargestellt 
werden 
| Fo? 


N IA. 
j YV 
' . / "O 
a = Asin (V2 +1) + Beos (Y. _ +); 
Muž Mu? i 
wo A, B die durch die Integration eingeführten willkürlichen 
Constanten sind. Die Zeit einer oscillatorischen Windung (kürzer: 


die Schwingungszeit) ist demnach 


Halten wir also den Körper und das auf ihn wirkende Kräfte- 
system fest, so kommen wir bei Vergleichung der Schwingungs- 
zeiten, die sich auf verschiedene Schrauben « beziehen, zu dem 
Resultate, dass diese Zeiten proportional sind, für jede Schraube, 
dem Verhältniss 


, 
(2 


§ 8. 

Die Schwingungsdauer ist wegen der in ihrem Ausdruck vor- 
kommenden Grössen wa, Va abhängig von der Lage der Schraube 
a, sodass wir naturgemäss zu der Frage nach derjenigen Schraube 
geleitet werden, für welche die Schwingungsdauer ein Maximum 
oder Minimum wird. Stellen wir dann, behufs vollständiger Erle- 
digung, die Frage gleich in allgemeiner Form auf, so liegt fol- 
gendes Problem vor: 

Ein Körper vom Freiheitsgrade Æ und ein auf ihn wirkendes 
Kräftesystem sind gegeben. In dem Schraubensysteme Ate" Stufe 
soll nun diejenige oder — falls es deren mehrere giebt — dieje- 
nigen Schrauben bestimmt werden, für welche, wenn der Körper 
um sie Windungen der in § 7 beschriebenen Art ausführt, die 
Dauer einer solchen oscillatorischen Windung grösser oder kleiner 
wird, wie die auf alle benachbarten Schrauben des Systems be- 
züglichen Schwingungszeiten. 
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Nehmen wir die Æ Hauptträgheitsschrauben des Systems als 
Coordinatenschrauben, so haben wir die Æ Coordinaten einer 
Schraube «œ so zu bestimmen, dass die Bedingung 


u . 
—_ — Max. oder Min., 
va 

oder 
v, j 
—_ — Min. oder Max. 
Ua 


erfüllt wird. 

Führen wir die bekannten Ausdrücke von ta, va durch die 
Coordinaten von «@ ein, so ist also das Maximum oder Minimum 
der Function 

Mu 2 19 2 
Aneit +4,93 H2 Aot ty H2 Agt, H 


2m... 202 
ut tue, 


a = 


zu bestimmen. 
Schreiben wir dies so 
a 2.19 27 Yan 
(Ar +4, +24,0,0,+24,%0,+ ) 
Si a E O EN 
— aluat Huai) = p = O, 
bilden die Differentialquotienten 
ôg 
da; 
und beachten, dass für ein Maximum oder Minimum von æ 
Ox 
00; 
so erhalten wir die Æ Gleichungen, aus denen die Coordinaten- 
werthe hervorgehen, die æ die extremen Werthe ertheilen: 


(A — uie) +4, + +A,a, rs 


V: E A, HA, —=(. 


„Es giebt also in einem Schraubensystem A*° Stufe immer $ 
Schrauben, für welche die in Rede stehende Schwingungsdauer ein 
Maximum oder ein Minimum wird. Sieht man die Gleichungen 
aber näher an, so findet man, dass die eben bestimmten Schrauben 
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nichts anderes sind, als die zu dem System gehörenden & harmo- 
nischen Schrauben.“ 

Wenn somit ein vollkommen freier Körper, zu dem also das 
alle Schrauben des Raumes umfassende System 6t° Stufe gehört, 
auf einer der sechs harmonischen Schrauben oscillirt, so wird die 
dabei stattfindende Dauer einer Schwingung stets grösser (oder 
kleiner) sein, als diejenige, die für irgend eine benachbarte Schraube 
stattfindet. 

Werden diese sechs harmonischen Schrauben als Fundamental- 
system genommen, so redueiren sich nach früherem u, und va auf 
Summen von je sechs quadratischen Termen. Sind dann ins- 
besondere die Coefficienten dieser Ausdrücke einander proportional, 
sodass u% und v3 nur durch einen constanten Factor von einander 
verschieden sind, so sieht man, dass jetzt alle Schrauben des 
Raumes harmonische sind und dass die Schwingungsdauer für jede 
denselben Werth hat. 


Kapitel XIV. 


Kinetik starrer Körper mit Freiheit zweiten Grades. 


$1. 

Wenn ein starrer Körper um zwei gegebene Schrauben © und 
e Windungen ausführen kann, so kann er solche, wegen der 
Grundeigenschaft des Cylindroids, auch um jede Schraube des durch 
*, g gelegten Cylindroids (9, y) ausführen. Wenn nun umgekehrt 
‚der Körper um keine weitere Schraube sich bewegen kann, als 
um diejenigen des Cylindroids (9, œ), so können wir zurück- 
schliessen, dass die Beweglichkeit des Körpers ursprünglich auf 
Windungen um $ und g beschränkt war, denn jede Windung um 
eine Schraube von (9, o) ist ja äquivalent dem Zusammenbestehen 
aner Windung um 3 und einer solchen um 9. Wir sagen daher: 
der Körper hat Freiheit zweiten Grades. Und als geome- 
trisches Characteristieum dieser Freiheit erscheint also das Cylin- 
droid. Diese Fläche bildet also das Schraubensystem zweiter Stufe. 


Ball, Mechanik. 17 
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Zur Bestimmung des Cylindroids sind acht Daten erforderlich. 
Nämlich, wir bedürfen zur Bestimmung der Doppellinie vier Daten, 
zwei weitere sind nothwendig zur Angabe der Endpunkte der 
Strecke, welehe auf der Doppellinie von der Fläche ausgeschnitten 
wird. Endlich wird ein Datum erfordert zur Bestimmung der 
Richtung einer Generatrix der Fläche und als letzte Grösse muss 
gegeben sein der Parameter irgend einer als Schraube betrachteten 
Erzeugenden, oder was auf dasselbe hinauskommt, die Excentrieität 
des zum Üylindroid gehörenden Parameterkegelschnitts muss 
gegeben sein. 

Im Widerspruch mit dieser Constantenzählung für die Be- 
stimmung des Cylindroids steht nicht der Umstand, dass zur 
Construction der beiden Schrauben 9, g. durch welche das Cylin- 
droid hindurchgeht, zehn Data nothwendig sind. Denn es ist zu 
bedenken, dass durch diese zehn gegebene Grössen nicht nur das 
Cylindroid (9.g) als solches, sondern auch zugleich zwei ganz 
bestimmte Schrauben auf demselben gefunden werden. 

8.2. 

Sind nun «, $ zwei Schrauben des Cylindroids, welche sich 
unter rechtem Winkel schneiden, so können bekanntlich die 
Coordinaten einer Schraube, welche mit æ den Winkel / macht, in 
der Form dargestellt werden 

«a, cosl+ 8, sinl, 

œ, c0s!+B, sin/, 
wenn, wie immer ein System von sechs coreeiproken Schrauben 
als Coordinatensystem benutzt wird. Wir wollen mit Hülfe dieser 
Ausdrücke diejenige Schraube 9 des Cylindroids («, 3) bestimmen, 
welche zu einer gegebenen Schraube 7 reciprok ist. Bekanntlich 
giebt es nur eine einzige solche Schraube, wie sich nun auch 
rechnungsmässig zeigen muss. 

Wir gehen aus von der Grundgleichung der Reciprocität 

p, 9, (a, cosl +p, sind)+ + +p,n, (a, cos!+B, sin!) = 0, 
die wir dann so schreiben 


(P, 71,0, HEP N a, )cosi+-(p, Pt" 2% Basin? =W 
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oder 

Day COSL Darsini = Q. 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich der Werth von tang? eindeutig 
und für / zwei um 180° verschiedene Werthe, welche den beiden 
Seiten der ins Unendliche ausgedehnten Geraden 9 entsprechen. 


Daher ist also die Bestimmung dieser Geraden — die, da sie auf 
dem Cylindroid liegt, eben nur noch von / abhängig war — in 


der That eindeutig geleistet. 

Die letzte Gleichung ist nur ein specieller Fall der folgenden. 
Sei wieder 9 eine Schraube des Cylindroids (æ, 8) und n irgend 
eine beliebige Schraube, so ist, wenn @,9 den virtuellen Coef- 
ficienten beider Schrauben bedeutet 

9,9 = Day COSl + @;,sinl. 
Sind aber 7, $ reciprok, so wird 
0, = 0, 
d. h. wir haben wieder die obige Gleichung. 

Wenn wir also auf jeder Schraube $ des Cylindroids, von der 
Doppellinie aus gerechnet, eine Strecke abtragen, gleich dem halben 
virtuellen Coefficienten dieser Schraube mit irgend einer anderen n, 
so werden die Endpunkte aller dieser Strecken auf einem geraden 
Kreiscylinder liegen, dessen Gleichung diese ist 

e’ Hy’ = Oant + pyy. 
Die Interpretation der letzten Gleichungen liefert die Sätze: 

Diejenige Schraube des Cylindroids, welche mit einer gegebenen, 
ausserhalb liegenden, Schraube y den grössten virtuellen Coefficienten 
hat, steht senkrecht auf derjenigen Schraube der Fläche, welche 
reciprok ist zu 7. 

Im allgemeinen können auf einem Cylindroid zwei Schrauben 
gefunden werden, welche mit einer gegebenen, ausserhalb liegenden, 
Schraube 7 einen gegebenen virtuellen Coefficienten æg, haben. 


Wie wir gesehen haben erleidet der Satz eine Ausnahme im Fall 
Dt) = 0. 


§ 3. 


Wir haben früher gesehen, dass eine Schraube, die reciprok 
ist zu zwei Schrauben eines Cylindroids, in der gleichen Beziehung 
119 
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zu jeder Schraube der Fläche steht, also, nach dem von uns 
adoptirten Ausdruck, reciprok zu dem Cylindroid ist. Wir be- 
trachten nun zwei Cylindroide (œ, 8) und (4, u) und nehmen an, 
auf dem Cylindroid (æ, 8) könne eine Schraube ø so gefunden 
werden, dass sie reciprok ist zu (A, u). Die Coordinaten von ø 
sind nach obigem 
o, = a, cosi+ß, sin!, 
o, = a,cosi+ß, sinl, 
wenn der Winkel (ø, «) =! ist. Wir erhalten also als Gleichungen 
der Reeciproeität der Schraube ø und des Cylindroids (2, u) 
p, å (a, cos! +B, sind)++-+Pp,4,(a, cosl +p, sin!) = 0 
p, u, (a, cosl g, sinl)+: +p, u, (a, cos!+ß, sin!) = 0 
oder 
Da). cosl 0p sinl = 0 
Dau COSL @;,sinl = O 
und hieraus durch Elimination von cos/, sin/ 


| Dals o7) i heri 
| =): 


| Daus Dhu 
Zu demselben Resultate gelangt man aber, wenn man die Be- 
dingungsgleichungen aufstellt, für die Reciprocität einer Schraube 
o' von (å, u) mit der Fläche («, 8), indem man beachtet, dass dann 


! 


On = Ån COSM u, sinm, 
wenn (o', 4) = m gesetzt wird. 

Es besteht somit der Satz: 

„Stehen zwei Cylindroide («, 8), (4, u) in solcher Be- 
ziehung, dass die virtuellen Coefficienten der Schrauben 
«@, 8 mit den Schrauben 4, u die Gleichung erfüllen 

Dal Du — Dau Daa = Q, 
so liegt auf jedem Cylindroid eine Schraube, welche dem 
anderen Cylindroid reciprok ist.“ 


§ 4. 


Die Coordinaten dreier auf demselben Cylindroid liegender 
Schrauben genügen vier von einander unabhängigen Relationen, 
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wie man mit Hülfe von Kap. IV, §§ 5 u.6 durch eine einfache 
Ueberlegung findet. Indessen würde die Darstellung dieser Rela- 
tionen zu einem wenig eleganten Resultate führen. Man kommt 
aber zu einem sehr symmetrischen Ergebnisse, wenn man noch 
drei Hülfsgrössen, resp. deren beide Verhältnisse einführt und dann 
sechs Gleichungen für die Coordinaten der drei Schrauben aufstellt. 
Aus diesen können dann jederzeit durch Elimination der beiden 
überzählig eingeführten Grössen die vorhin erwähnten vier Rela- 
tionen abgeleitet werden. 

Seien also /, u, v drei Schrauben eines Cylindroids und be- 
zeichnen wir zur Abkürzung die Winkel 

Be erh 
Wenn nun drei auf den Schrauben A, u, v wirkende Dynamen 
mit den Intensitäten 2", u'"', v” im Gleichgewicht sind, so bestehen 
bekanntlich die Gleichungen 
A" u" y" 
sind sinB  sinC' 
Andererseits werden die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen 
den drei Dynamen gefunden, wenn man jede der letzteren in ihre 
sechs Componenten nach sechs Fundamentalschrauben zerlegt und 
die Summe der drei Componenten, die man so auf jeder Funda- 
mentalschraube hat, gleich Null setzt. Mit Benutzung des vorigen 
kommen wir so zu den sechs Gleichungen 
2 sin A+ u, sin B+», sin C = 0 


å, sin A+ u, sin B+ vr, sin C = O0, 
TE S sind sinB 

welche also mit Hülfe der Verhältnisse ———, —- 
sinc’ sinc 


die Relationen 
darstellen, die zwischen den Coordinaten dreier auf einem Cylin- 
droid liegender Schrauben bestehen. 

Beachtet man die Form, in der auf Grund dieser Gleichungen 
die Coordinaten der Schraube v als Function derjenigen von 4 und 
u auftreten, so erhält man noch den Zusatz: 

Eine Schraube, deren Coordinaten den linearen Functionen 
al, +bu,, ..., aå +bu, proportional sind, liegt auf dem Cylindroid 
(4, u) und bildet mit den Schrauben 4, u Winkel, deren Sinus 
resp. umgekehrt proportional sind den Coefficienten a und b. 
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Man sieht leicht, wie diese Bemerkung aus der gewöhnlichen 
Darstellung der Coordinaten einer Schraube auf einem Cylindroid 
hätte gezogen werden können. 

Weiter wird man noch auf Grund des obigen anmerken: 

Die beiden Schrauben o, ø, deren Coordinaten resp. propor- 
tional sind zu a4; +bu, und al, —bu;, und die beiden Schrauben 
A, u sind beziehungsweise parallel zu den vier Strahlen eines 
ebenen harmonischen Büschels. 


Dii 


$ 


Die geometrischen Gebilde, welche wir als Schraubensysteme 
bezeichnen, sind bisher nur auf Grund ihrer Bedeutung für die 
Kinematik resp. Statik aufgetreten und in dieser Hinsicht allein 
betrachtet worden. Diese Beschränkung soll jetzt aufgegeben 
werden, weshalb uns eine kleine Digression von dem Gegenstande 
dieses Kapitels gestattet sein möge. 

Das Schraubensystem fünfter Stufe ist definirt als die Gesamt- 
heit aller der Schrauben im Raume, um welche ein starrer Körper 
mit Freiheit fünften Grades Windungen ausführen kann; und wir 
wissen, dass alle diese Schrauben reciprok sind zu einer und der- 
selben Schraube, mit andern Worten, dass der reciproke Complex 
aus einer einzigen Schraube besteht. Diese letztere Eigenschaft des 
Schraubensystems fünfter Stufe ist nun eines einfachen analytischen 
Ausdrucks fähig. Denn, wenn 9 irgend eine beliebige Schraube 
des Systems ist, so genügen ihre Coordinaten, die also als Variable 
aufzufassen sind, der bekannten linearen Gleichung der Reciprocität 
zwischen $ und der erwähnten Schraube, welche das reciproke 
System darstellt. 

Dabei möge hier sofort ausdrücklich bemerkt werden, dass 
eine Gleichung zwischen den Coordinaten einer Schraube nie für 
sich allein, sondern immer als zusammenbestehend mit der in 
Kap. V, § 8 entwickelten Identität gedacht werden muss. Indem 
wir also das Hinzutreten dieser Identität als etwas selbstverständ- 
liches nicht besonders erwähnen, können wir sagen: das Schrau- 
bensystem fünfter Stufe ist analytisch durch eine homogene li- 
neare Gleichung in den sechs Schraubencoordinaten characterisirt. 
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In diesem Sinne könnte man mit Herrn Ball von dem System 
fünfter Stufe und ersten Grades reden. 

Wenn wir in jedem Falle an den sechs Coordinaten eine 
Schraube bei analytischen Untersuchungen festhalten, so sieht man 
leicht, dass ein Schraubensystem beliebiger t Stufe nicht durch 
eine Gleichung zwischen den sechs Coordinaten dargestellt wird. 
Auf diesen Punkt wird aber erst später zurückgekommen werden. 

Wir wollen im Gegentheil hier gerade ein Gebilde untersuchen, 
welches definirt wird durch eine homogene quadratische Function 
zwischen den sechs Schraubencoordinaten, ein Gebilde welches von 
Sir R. Ball System fünfter Stufe und zweiten Grades genannt 
worden ist, welche Bezeichnung hier zunächst beibehalten werden 
möge. Wir werden dieses System auch vorzugsweise vom analytisch- 
geometrischen Standpunkt aus betrachten und in Erörterungen über 
seine Bedeutung in der Mechanik an anderer Stelle eintreten. 


§ 6. 


Ug: == a R a I, 9) = 0 
die Gleichung des Systems fünfter Stufe und zweiten Grades, also 
Uy eine homogene quadratische Function der Grössen 9, ..., %. 
Ferner seien y und ¢ zwei beliebige Schrauben. Setzen wir dann 
— uns einer durch die Salmon’schen Lehrbücher allgemein be- 
kannten Methode bedienend — 
J, =Iin-tm£, 


Sei somit 


J, =im,+mk, 
in die obige Gleichung ein und entwickeln, so kommt 
l U, +1mU,.-+-m’U;—=0, 


wenn in bekannter Weise 


ee 
MR an ` On 


Lösen wir die in quadratische Gleichung auf, so erhalten wir 
m 


à L > 
also zwei Werthe von aa Beachten wir dann noch, dass nach 


$ 4 die Schraube 9 wegen der Gleichungen 


www.rcin.org.pl 


264 Specielle Kinetik. 


Ir = lmg 

auf dem Cylindroid (y, &) liegt, so ergiebt sich die Folgerung, dass 
auf jedem beliebigen Cylindroid (y, © des Raumes zwei 
Schrauben des Gebildes liegen. 

Besteht insbesondere zwischen den Schrauben », £ die Relation 

Un: = 0, 

so werden die beiden Wurzeln der obigen quadratischen Gleichung 
einander gleich und entgegengesetzt. Daher: 

„Wenn die Bedingung U, = O erfüllt ist, so sind die 
beiden Schrauben n, & und die beiden Schrauben des 
Cylindroids (y, ¢), welche auch dem Gebilde U = O ange- 
hören beziehungsweise parallel zu den vier Strahlen 
eines ebenen harmonischen Büscheln.“ 

Wenn eine der Schrauben Ņ, £, etwa n, als fest gegeben an- 
gesehen wird, so definirt 

Up= 0 
ein Schraubensystem fünfter Stufe und ersten Grades, welches un- 
schwer zu construiren ist. Man lege durch 7 ein Cylindroid und 
bestimme die beiden Schrauben (4, u) der Fläche, welche dem 
System Uş = O angehören. In einer zur Doppellinie des Cylin- 
droids normalen Ebene ziehe man durch einen beliebigen Punkt 
drei Strahlen, welche resp. parallel zu 7, 2, u sind und construire 
den vierten harmonischen zu diesen drei Strahlen. Diejenige Er- 
zeugende des Cylindroids, welche dem letzten Strahle parallel ist, 


tæ 


ist eine der Schrauben ¢. Wiederholt man dieses ganze Verfahren 

für noch vier andere durch y gelegte Cylindroide, so erhält man 

fünf Schrauben £, welche dann die Construction des Systems 
Ux=0 

ermöglichen. 

Bei der Ableitung dieser Resultate sind wir nicht abhängig 
gewesen von dem Fundamentalsystem, auf welches sich die ge- 
brauchten Schraubencoordinaten beziehen. 

Nun bemerke man noch, dass die Schraube, welche das dem 
System U,;= O reciproke System bildet, Coordinaten erhält, die 
resp. proportional sind den Grössen 
1 oU, 1.00, 


www.rein.org.pl 


Kap. XIV. Kinetik starrer Körper mit Freiheit 2. Grades. 265 


wo also, wie vorhin, %4 eine fest gegebene Schraube bedeutet. 
Dann wollen wir die Schraube, deren Coordinaten eben gegeben 
wurden, als Polarschraube oder einfacher als Polare von 7 
bezeichnen, sodass wir also, da als Schraube 7 jede beliebige 
"Schraube des Raumes gewählt werden kann, sagen können: 

„Wenn Us =Q ein Schraubensystem fünfter Stufe 
und zweiten Grades darstellt, so lässt sich durch dieses 
System jeder Schraube 7 des Raumes eine andere, die 
Polare von 7, zuordnen, deren Coordinaten proportional 
sind den Grössen 

1:05 t EOL 


Pii Mm’ Pe Ms 
Die Beziehung zwischen einer Schraube und ihrer Polare ist also 
völlig unabhängig von dem zur Coordinatenbestimmung zu Grunde 
gelegten Fundamentalsysteme. 


7. 

Ein interessanter specieller Fall eines solchen Systems U = 0 
bietet sich dar in jenem, welches aus allen Schrauben des Raumes 
besteht, welche gleichen Parameter haben. Um die Gleichung des 
Systems in homogener Form zu erhalten, machen wir Gebrauch 
von der mehrfach erwähnten Identität. Dieselbe ist bekanntlich 


N in u u Frl a I, cos(w,, wH eH, I,c0s(w,, 9,)+ = |1, 
wo die œw die Coordinatenschrauben bedeuten. Der Kürze halber 
führen wir für die linke Seite das Zeichen R ein, sodass also die 
Identität R=1 wird. Damit wird die Gleichung des zu betrach- 
tenden Systems in homogener Form 
PHP RhR—=0, 

wenn Ah den Werth des Parameters bedeutet, welchen alle Schrauben 
des Systems besitzen sollen. Dieses Gebilde ist seiner Natur nach 
vollkommen unabhängig vom Coordinatensystem. Das gleiche gilt 
von der Polare einer Schraube 7 in Bezug auf das System, und 
man erkennt leicht, schon aus Gründen der Symmetrie, dass hier 
die Schraube y und ihre Polare in dieselbe Gerade fallen, (natür- 
lich aber im Allgemeinen verschieden sind, d. h. verschiedene Pa- 
rameter haben). 
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Beachtet man nun weiter die Form, unter der sich hier die 
Coordinaten der Polare von 7 darstellen werden, so kommt man 
zu dem Schlusse, dass die Coordinaten einer Schraube £, welche 
mit y auf derselben Schraube liegt, aber einen von p, verschie- 
denen Parameter p; besitzt, stets in der Form erscheinen müssen 

1 h p= 1a h -g 
AA) 
wo A und & noch zu bestimmende Constanten sind. 

Wir werden den gegebenen Parameter der Schraube 7 der 
Einfachheit wegen hier mit ¢ bezeichnen, sodass also 


Pt tPpN =: 
Und es bestehen nun für den Parameter p; der Schraube & die 
beiden bekannten Gleichungen: 


43, (a h OR ) Ay (: ee 3) ni 
4 Pi (N — A on, .+4% ls P, on, Pt 
AWA i h OR ) | ( h OR ) 
APM, (n- P, Mm, A FR Ns \ Ns P, On, A $p: +0). 


Nun ist R eine homogene quadratische Function der 7 und daher 
nach Euler’s Satz: 


ul E > 
sodass die obigen Gleichungen werden: 
f 2 A 2 

A’(e— 4h) A’ h’ (> (5 ++ E )) = p; 

A(2c—4h) = p;+ e. 
Durch die letzte Gleichung ist % immer sofort einfach bestimmt, 
wenn man A kennt. Der Werth dieses Factors bestimmt sich 
aber ohne Rechnung, wenn man bedenkt, dass für p,—= « die 
Schraube & 
.., N, werden müssen, woraus folgt, dass A = 1 sein muss. Es 
ist dann A immer gegeben durch 


in y übergeht, dass also ihre Coordinaten dann n,, 


c— P; 


h=- m 


Nachdem wir die Untersuchung allgemein, d. i. für einen beliebigen 
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Werth des Parameters von y durchgeführt haben, steht nun nichts 
im Wege für die fernere Anwendung einen bestimmten Parameter 
c zu Grunde zu legen und wir wählen naturgemäss den Werth, 
der die einfachste Darstellung der Coordinaten von £ ergiebt, also 


I: 
c = 0, wonach 4 = — s wird und die Coordinaten diese Form 
erhalten 
Pe) OR A Pe ƏR 
kr nie EA Rh a 


wo also, wie zu grösserer Deutlichkeit nochmals bemerkt sei, 
R=17+-+1+27,n,008(0,0,)+- E= 1 
ist. 

Diese Darstellung der Coordinaten einer Schraube führt zu 
wichtigen Consequenzen. Zunächst lehrt der Anblick der beiden 
für p, erhaltenen Gleichungen, unter Berücksichtigung, dass A = 1, 
das Bestehen der Identität 

1 ( OR i 1 ( OR ) 

er el. 

P, on, Pa 5 / 
Um die Bedeutung derselben zu erkennen, wollen wir uns die- 
jenige der partiellen Derivirte von R zunächst klar machen. Bil- 
den wir zu dem Zwecke den Ausdruck für den virtuellen Coeffi- 
cienten der Schraube 7 und der Fundamentalschrauben œp, so 
haben wir einmal die elementare Form 

28,0, = (P+P,)c0os0—dsinO, 

wo O den Winkel und d den kürzesten Abstand der Schrauben 7 
und w, bedeutet; und dann nach Kap. V § 6 in Verbindung mit 
obigem 


Pr Oft 
AAEE ( iR a). 
Aid: P\mt 4p, o, 
Da diese beiden Darstellungen von #,., für jeden beliebigen Werth 
von p, identisch sein müssen, so ergiebt sich 
1 08 
2 On, = c080. 


„Es stellt also die partielle Derivirte von R nach 4, 
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_ 


den Cosinus des Winkels dar, den die Schraube y mit der 
Fundamentalschraube œ, bildet.“ 


Die Grössen sind also stets reell und ihre Quadrate so- 


On, 
mit stets positiv. Wir kommen somit, wegen der obigen Identität 
— und darin liegt deren Bedeutung — zu dem Schlusse: 

„Jede Gruppe von sechs coreciproken Schrauben zer- 
fällt in zwei Tripel der Art, dass die Parameter des einen 
Tripels alle drei positiv, die des andern sämmtlich ne- 
gativ sind.“ 

Ein Satz, der sein Analogon in der Theorie der linearen Com- 
plexe hat, für welche er schon vor dem Erscheinen der Theory 
of Screws durch Herrn Felix Klein aufgestellt wurde (Math. 
Annal. Bd. II pag. 204). 

Der Beweis des Satzes wird im Zusammenhang dieses Werkes 
am einfachsten nach Herrn Ball so geführt. 

Man nehme an, die Scheidung der coreeiproken Gruppe in 
zwei Tripel fände nicht statt, sondern es hätten etwa vier der 
Parameter p, gleiches, die beiden anderen das entgegengesetzte 
Zeichen. Dann wollen wir die obige Identität aufstellen für eine 
Schraube 7, die auf den letzten beiden Fundamentalschrauben, die 
wz, ©, heissen mögen, senkrecht steht. In diesem Falle ergiebt 
sich aber nach obigen 
BR OR 


— = Q0, ——=0 
Mu ON; 


es muss also jetzt die Summe von vier positiven Gliedern ver- 
schwinden, was aber unmöglich ist, woraus also auch die Unmög- 
lichkeit der angenommenen Vertheilung der Vorzeichen der Para- 
meter folgt. In der gleichen Weise überzeugen wir uns, dass auch 
nicht etwa fünf der Schrauben œw Parameter gleichen Zeichens und 
die sechste einen solchen mit entgegengesetzten Zeichen besitzen 
können: sodass also in dieser apagogischen Weise der Satz er- 
wiesen ist. 

Indem wir diese Digression vorläufig abschliessen, sei noch 
erwähnt, dass eine zu { (oder n) parallele Schraube von unendlich 
grossem Parameter Coordinaten besitzt, welche beziehlich propor- 
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tional sind den Grössen 
1 OR 1 ôR 
PE a A-T 


$ 8. 

Die Ergebnisse der letzten Paragraphen erleichtern sehr die 
Untersuchung eines speciellen Falles in der Theorie starrer Körper 
mit Freiheit zweiten Grades, der besondere Aufmerksamkeit erfordert. 

Es handelt sich nämlich um den Fall, in welchem das die 
Freiheit definirende Schraubensystem zweiter Stufe, also das Cylin- 
droid, unbestimmt wird. Dies tritt ein, wenn die beiden ur- 
sprünglich gegebenen Schrauben Y, g, aus denen das Cylindroid 
hergeleitet werden soll, dieselbe Gerade zum Träger haben. 

Den beiden von einander unabhängigen Windungen des Körpers 
mögen resp. die Amplituden 9’ und g’ zukommen. Der Körper 
führt also beim Zusammenbestehen dieser Windungen eine Rotation 
mit der Amplitude $'’+g' um die Gerade, auf der I, @ liegen, 
und gleichzeitig eine Translation $’pg+-gy'p, parallel zu dieser 
Geraden aus. Diese Bewegung ist aber dieselbe wie eine Windung 
um eine Schraube (auf demselben Träger) vom Parameter 


IpI +e Py. 
9 ’ + p' 


r . . l . . 
Da nun das Verhältniss —,, von dem dieser Ausdruck abhängt, 


alle möglichen Werthe annehmen kann, so erhellt, dass in diesem 
Falle das die Freiheit des Körpers characterisirende Schrauben- 
system aus allen auf der gegebenen Geraden, als Träger, liegenden 
Schrauben besteht, und dass deren Parameter alle Werthe von 
—% bis +x annehmen. 

Alle diese Schrauben können nun auf Grund des obigen leicht 
durch ihre Coordinaten dargestellt werden. Diese sind nämlich 


p OR BR IR: 


€ 


An E N S N 


wenn der Grösse p alle Werthe von — x bis + æ zuertheilt 


werden. 
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Wir haben nun eines der wichtigsten Sätze Erwähnung zu 
thun, der in der Theorie starrer Körper mit Freiheit zweiten Grades 
besteht. 

„Es sei P ein Punkt eines solchen Körpers und «, 3 
zwei Schrauben des zugehörigen*) Cylindroids. Durch 
eine Windung des Körpers um die Schraube @ möge der 
Punkt P in die Lage P' gelangen, dagegen durch eine 
Windung des Körpers um 3 in den Punkt P” übergehen. 
Diese drei Lagen des Punktes, P P' P", bestimmen eine 
Ebene und 

welches auch die Schraube y immer sein möge, um 
die man den Körper eine Windung ertheilt, der Punkt ? 
wird niemals aus der Ebene P P' P" heraustreten.“ 

Denn die Windung um y kann zerlegt werden in zwei Win- 
dungen resp. um @ und f, woraus ohne weiteres folgt, dass jede 
Verschiebung des Punktes P sich muss zusammensetzen lassen aus 
solchen längs PP’ und P P", also in der durch diese beiden 
Geraden bestimmten Ebene P P' P" stattfindet. 

Es kann also durch jeden Punkt P des Raumes eine Ebene 
gelegt werden, auf welche die Verschiebungen dieses Punktes be- 
schränkt sind, welche von Windungen eines durch ihn gehenden 
Körpers um Schrauben eines gegebenen Cylindroids herrühren. 

Die einfachste Construction dieser Ebene ist folgende: 

Wir legen durch den Punkt P zwei Ebenen, deren 
jede eine der Schrauben vom Parameter Null enthält. 
Die durch P gelegte Normalebene zur Durchschnittslinie 
beider Ebenen, ist die gesuchte. 

Die Verification der Construction ist einfach genug, um hier 
übergangen werden zu können. Die Construction versagt aber 
offenbar, wenn P selbst auf einer der Schrauben vom Parameter 
Null liegt. Dann sind aber überhaupt die Verschiebungen von 
P nicht auf eine Ebene, sondern auf eine Gerade beschränkt. 


*) Unter dem „zu einem Körper gehörigen“ Schraubensystem oder dem 
„zugehörigen System“ wollen wir der Kürze halber immer dasjenige System 
verstehen, welches die Freiheit des Körpers definirt. 


www.rcin.org.pl 


1 


~q 


Kap. XIV. Kinetik starrer Körper mit Freiheit 2. Grades. 2 


Diese Gerade bestimmt sich aber leicht als die, Normale durch P 
zu der durch P und die andere Schraube vom Parameter Null 
gehende Ebene. 

Es ergiebt sich somit die folgende merkwürdige Eigenschaft 
der Schrauben vom Parameter Null: 

„Liegt ein Punkt eines starren Körpers auf einer 
Schraube vom Parameter Null, so wird derselbe stets in 
der nämlichen Richtung anfangen sich zu bewegen, um 
welche Schraube des zugehörigen Uylindroids man auch 
dem Körper eine Windung ertheilen möge.“ 

Es lässt sich dies auch leicht in folgender Weise einsehen. 
Man kann dem Körper um zwei Schrauben «, 3 des Cylindroids 
Windungen ertheilen, deren Amplituden so gewählt sind, dass die 
Windungen sich in eine solche um die Schraube 4 vom Parameter 
Null zusammensetzen. Aber die Windung um å wird einen Punkt 
auf 4 nicht aus seiner Lage herausbringen. Ist ein Punkt P von 
Å also durch die Windung um « aus seiner Anfangslage heraus- 
gebracht worden, so muss ihn die Windung um 3 wieder in diese 
zurückführen. Also müssen Windungen um « und 3 den Punkt 
in derselben Gerade verschieben. (Es sei hier daran erinnert, dass 
die von uns betrachteten Windungen stets unendlich kleine Ampli- 
tuden haben.) 


$ 10. 


Der Parameter einer Schraube auf einem Cylindroid ist be- 
kanntlich umgekehrt proportional dem Quadrate des der Schraube 
parallelen Durchmessers des Parameterkegelschnittes. Die Asymp- 
toten dieses Kegelschnittes müssen daher parallel sein den Schrauben 
vom Parameter Null. Und da weiter ein Paar reciproke Schrauben 
auf einem Cylindroid parallel ist einem Paar conjugirter Durch- 
messer, so folgt, dass die beiden Schrauben vom Parameter 
Null mit irgend einem beliebigen Paar reciproker 
Schrauben auf dem Cylindroid ein Schraubenquadrupel 
bilden, dessen Elemente beziehlich parallel sind zu den 
vier Strahlen eines ebenen harmonischen Büschels. 

Wenn der Parameterkegelschnitt eine Ellipse ist, so giebt es 
keine reellen Schrauben vom Parameter Null. Ist der Parameter- 
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kegelschnitt eine Parabel, so giebt es nur eine einzige Schraube 
vom Parameter Null und dies ist eine der beiden, die sich unter 
rechtem Winkel schneiden. Diese Schraube ist nun sowohl sich 
selber, als auch der sie schneidenden reciprok: sie ist daher dem 
ganzen Cylindroid reciprok. Dies ist der einzige Fall, 
in welchem eine Schraube auf einem Cylindroid dem 
Cylindroid reciprok ist. 


$ 11. 

Wir wollen nun mit Ausführlichkeit die Bedingungen discu- 
tiren, unter denen ein starrer Körper mit Freiheit zweiten Grades 
im Gleichgewichte verharren wird. Die fundamentale nothwendige 
und hinreichende Bedingung ist die, dass die angreifenden Kräfte 
einer Dyname äquivalent sein sollen, welche auf einer Schraube 
wirkt, die reciprok ist zu dem die Freiheit des Körpers definirenden 
Cylindroid. 

Wir haben nun schon früher Veranlassung genommen, die 
Gesammtheit aller zu einem Cylindroid reeiproken Schrauben näher 
zu betrachten. Wir erinnern uns, dass alle solche Schrauben, die 
durch einen beliebigen Punkt P des Raumes gehen, auf einem 
Kegel zweiter Ordnung liegen, den wir als den Reciprocalkegel 
bezeichneten. Wir wenden uns nun der wichtigen Frage der 
Parametervertheilung auf einem solchen Kegel zu. 

Wir wissen, dass der Parameter einer reciproken Schraube 
gleich und entgegengesetzt ist dem Parameter der beiden Schrauben 
gleichen Parameters auf dem Cylindroid, welche sie schneidet. 
Nun sind p, und ps resp. der grösste und der kleinste Werth, den 
der Parameter einer Schraube auf dem Cylindroid annehmen kann, 
(wo œ und ĝ die stets benutzten ausgezeichneten Schrauben des 
Cylindroids sind). Es ist dies leicht einzusehen, denn 


p = pacos’l + posin’ l 
liegt stets zwischen den Werthen 
Pacos’!+p,sin’! und pzecos’!+p;sin”l. 


Es werden somit auch diejenigen Erzeugenden des Reciprocalkegels, 
welche das Cylindroid in drei reellen Punkten treffen Parameter 
besitzen müssen, die zwischen p, und pp liegen. Und wir bemerken 
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gleich noch, dass immer nur eine Schraube von gegebenem Para- 
meter auf dem Reciprocalkegel gefunden werden kann. Denn wir 
können nur eine einzige Schraube durch den Scheitel des Kegels 
so legen, dass sie irgend zwei Schrauben des Cylindroids schneidet. 

Die Gerade, welche durch den Scheitel des Kegels parallel zur 
Doppellinie des Cylindroids gelegt wird, ist eine Erzeugende des 
Kegels der wir den Parameter œo beilegen müssen. Gehen wir von 
dieser Geraden aus und immer zur nächsten und nächsten Schraube 
über, so wird der Parameter fortwährend kleiner und kleiner 
werden, durch Null in das Gebiet der negativen Werthe übertreten 
und bis — oo gelangen, bei welchem Werthe wir auch wieder bei 
der Ausgangslinie angekommen sind. Ueberhaupt unterscheiden 
wir bei einem unendlich grossen Parameter nicht, ob derselbe 
. diesen Werth von der positiven oder von der negativen Seite her 
erlangt hat. 

Wir können also für jeden beliebigen Werth des Parameters 
zwischen — œ und +œ eine Schraube auf dem Reciprocalkegel 
finden. Denken wir uns vom Scheitel desselben aus auf jeder 
Erzeugungslinie eine Strecke abgetragen, welche gleich ist dem 
zugehörigen Parameter, so bilden die Endpunkte dieser Strecken 
eine Curve doppelter Krümmung, die die oben erwähnte Parallele 
zur Doppellinie des Cylindroids zur Asymptote hat. 

Als ein Ergebniss der hier angestellten Ueberlegungen ist noch 
zu beachten, dass wir zu der Annahme imaginärer Schrauben auf 
dem Cylindroid genöthigt sind, denen gleichwohl ein reeller Para- 
meter zukommt. 

Der Reeciprokalkegel zerfällt in zwei Ebenen, wenn sein Scheitel 
P auf dem Cylindroid liegt. Die eine dieser Ebenen ist normal 
zu der durch P gehenden Erzeugungslinie æ. Jede Gerade dieser 
Ebene kann durch Ertheilung eines geeigneten Parameters eine 
zum Cylindroid reciproke Schraube werden. Die andere der beiden 
Ebenen wird bestimmt durch P und diejenige Schraube, welche 
mit æ gleichen Parameter hat. 

Nachdem somit erkannt war, dass beim Gleichgewicht eines 
starren Körpers mit Freiheit zweiten Grades die resultirende Dyname 
der wirkenden Kräfte auf eine Schraube liegen muss, die reciprok 
ist zu dem die Freiheit characterisirenden Cylindroid, nachdem 
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ferner nicht nur die räumliche Vertheilung der Träger zu einem 
Cylindroid reeiproker Schrauben, sondern auch die Vertheilung der 
zugehörigen Parameter völlig klar geworden ist, erscheint das 
Problem der Bestimmung dieses Gleichgewichts in allgemeinster 
Weise gelöst, und es mögen nur noch einige specielle Fälle ange- 
führt werden. 

Ein Körper mit Freiheit zweiten Grades ist unter der Wirkung 
einer Kraft im Gleichgewicht, wenn die Richtungslinie der Kraft 
die beiden auf dem zugehörigen Cylindroid liegenden Schrauben 
vom Parameter Null schneidet. 

Wenn ein Körper mit Freiheit zweiten Grades nur unter der 
Wirkung der Schwerkraft steht, so ist die nothwendige und 
hinreichende Bedingung für das Gleichgewicht des Körpers die, dass 
die Verticale durch den Trägheitsmittelpunkt die beiden Schrauben 
vom Parameter Null auf dem zugehörigen Cylindroid schneidet. 

Das Gleichgewicht eines Körpers mit Freiheit zweiten Grades 
wird durch die Einwirkung eines Kräftepaares nicht gestört 
werden, wenn die Axe des Paares parallel zur Doppellinie des 
zugehörigen Cylindroids ist. 

Ein Körper mit Freiheit zweiten Grades verharrt auch dann 
im Gleichgewicht, wenn auf der Doppellinie des zugehörigen 
Cylindroids eine Dyname auf einer Schraube von irgend einem 
beliebigen Parameter wirkt. 


$ 12. 

Ein starrer Körper M sei in der Lage P in Ruhe. Wenn nun 
M ein Impuls in Gestalt einer Dyname auf der Schraube X, 
ertheilt wird, so wird er beginnen sich um eine instantane Schraube 
A, zu bewegen. Ganz ebenso mögen X, und X, Schrauben 
zweier anderer impulsiven Dynamen (vor deren Auftreten der 
Körper stets in der Ruhelage P gewesen sein soll) bedeuten, denen 
die instantanen Schrauben A, und A, entsprechen. 

Dann haben wir zunächst den folgenden Satz: 

„Wenn X,, X,, X, auf einem Cylindroid S liegen, das 
wir kurz als das impulsive ÖCylindroid bezeichnen wollen, 
so werden auch A, A,, A, auf einem Uylindroid S’ liegen, 
dass dann das instantane Uylindroid heissen soll.“ 
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In der That, den drei Dynamen können geeignete Intensitäten 
ertheilt werden, sodass sie zusammen äquivalent Null sind, denn 
die Schrauben X sind ja, nach Voraussetzung cocylindroidal. Wenn 
die Dynamen aber so beschaffen sind, also sich das Gleichgewicht 
halten, so müssen auch die durch sie hervorgerufenen Windungen 
zusammen äquivalent Null sein. Dies ist aber wieder nur möglich, 
wenn die instantanen Schrauben A,, A,, A, cocylindroidal sind, 
wie der Satz behauptet. 

Wenn durch irgend einen Punkt P vier Strahlen gezogen wer- 
den, welche beziehungsweise parallel sind zu vier Erzeugenden eines 
Cylindroids, so ist klar, dass diese vier Strahlen in einer Ebene 
liegen werden. Dieser Umstand ermöglicht folgende Festsetzung: 

Unter dem Doppelverhältniss von vier Erzeugungslinien eines 
Cylindroids ist das Doppelverhältniss eines zu den vier Geraden 
parallelen ebenen Strahlenbüschels von vier Strahlen zu verstehen. 

Damit können wir nun folgenden Satz aussprechen: 

„Das Doppelverhältniss von vier Schrauben des 
impulsiven Cylindroids ist gleich dem Doppelverhältniss 
der vier jener entsprechenden Schrauben des instantanen 
Cylindroids.“ 

Bevor wir in den Beweis eintreten möge auf eine Bemerkung 
hingewiesen sein, deren Richtigkeit aus früherem leicht folgt, dass 
nämlich, wenn eine Dyname von der Intensität F auf einer 
Schraube X eine Windungsgeschwindigkeit = 1 um eine Schraube 
A hervorbringt, eine Dyname von der Intensität Fw auf X eine 
Windungsgeschwindigkeit œ um A erzeugt. 

Seien nun X,, X,, X, X, vier Schrauben des impulsiven 
Cylindroids und auf ihnen vier Dynamen gegeben, deren Intensi- 
täten beziehungsweise Fw, Fo, F,o,, Fo, sein mögen. Die 
vier entsprechenden instantanen Schrauben seien A,, A,, 4, A, 
um welche Windungsgeschwindigkeiten w, ®,, ®,, œ, stattfinden 
sollen. Endlich bezeichnen wir mit øm den Winkel, der eine 
Schraube X, auf dem impulsiven Cylindroid bestimmt und analog 
sei m der Winkel, durch den eine Schraube Am des instantanen 
Cylindroids gegeben ist. 

Wenn nun drei impulsive Dynamen im Gleichgewicht sind, 
so sind auch die drei hervorgerufenen Windungsgeschwindigkeiten 

187 
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zusammen äquivalent Null. Dann können aber (Kap. II $ 6) 
Grössen ®,, @,, @,, ®, so gefunden werden, dass man hat 


2 3 4 

w f w, w 0, 
0,9) 09) ORS. 

Fo, win Fo, rar i Fyw, E 
sin(p,— 5) v sin(p,- 9.) sin (9, — Pz) 

w, w; pN vr 
iind, 3) ne) u)’ 

Bo, Fa, 


ing) ng) sinp, p) 
Aus diesen Gleichungen folgt aber 
Sal) _ eg) 


sin(I,—I,)sin(,—9,)  sin(g,— p, )sin(y, — p) 
wodurch der aufgestellte Satz bewiesen ist. Dadurch ist nun auch 
die Beziehung zwischen dem impulsiven und dem instantanen 
Cylindroid völlig klar. Diese beiden Flächen stehen in projectiver 
Verwandtschaft; und wenn drei Schrauben des einen und die 
entsprechenden drei Schrauben des anderen Cylindroids gegeben 
sind, so kann jedes beliebige weitere Paar entsprechender Schrauben 
auf diesen Flächen construirt werden. 


$ 13. 

Wenn an einem unvollkommen freien Körper eine impulsive 
Dyname auf einer Schraube X, angreift, so entsteht im gleichen 
Momente in Folge der geometrischen oder physischen Bedingungen 
(der Widerstände), denen der Körper unterworfen ist, eine impul- 
sive Reaction, die wir, wie früher, als Dyname auf einer Schraube 
R, darstellen. Die beiden Dynamen auf X, und R, setzen sich 
zusammen in eine Dyname auf eine Schraube Y,. Wenn der 


l 
Körper vollkommen frei wäre, so würde die Schraube Y, diejenige 
sein, welcher die im vorigen Paragraphen mit 4A, bezeichnete 
Schraube als instantane Schraube entspricht. Sind demnach wieder 
X, X,, X, drei cocylindroidale impulsive Schrauben, so sind die 
zugehörigen instantanen Schrauben A,, A,, A, ebenfalls cocylin- 
droidal. Daher müssen auch Y,, Y,, Y, cocylindroidal sein, wenn 
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Meo, 


BASTA 
stehen, wie Y, zu X,. 

Bezeichnen wir für einen Augenblick die Dynamen mit den- 
selben Buchstaben, wie die Schrauben, auf welche sie wirken, 
so müssen also die neuen Dynamen X,, X, X,; R. Ra R; 
— Y, —Y,, —Y, im Gleichgewicht sein. Wenn nun aber 
X. X,, X, im Gleichgewicht sind, so müssen die Windungen um 
A; A; 
Gleichgewicht der Dynamen Y,, Y,, Y, und endlich auch das von 


R,, R,. R, folgt. Die drei Schrauben gleicher Bezeichung sind 


die Schrauben sind, die zu X,, X, in derselben Beziehung 


zusammen äquivalent Null sein, woraus wieder das 


somit cocylindroidal. 

Unter Anwendung des im vorigen Paragraphen befolgten 
(iedankenganges beweist man nun leicht den folgenden Satz: 

„Wirken aufeinen theilweise freien Körper impulsive 
Dynamen auf vier coeylindroidalen Schrauben, so werden 
die entsprechenden vier anfänglichen Reactionen eben- 
falls Dynamen auf vier cocylindroidalen Schrauben sein, 
und zwar sind die beiden Gruppen von je vier Schrauben 
projectiv aufeinander bezogen, d. h. das Doppelverhältniss 
der einen Gruppe ist gleich demjenigen der anderen 
Gruppe.“ 


§ 14. 


Wenn nun auf einen ruhenden starren Körper mit Freiheit 
zweiten Grades drei impulsive Dynamen wirken, deren Schrauben 
X, X,, X, auf dem die Freiheit des Körpers characterisirenden 
Cylindroid liegen, und wenn ferner mit A,, A,, A, die zugehö- 
rigen instantanen Schrauben bezeichnet werden, so ist jedes an- 
dere Paar X, A zusammengehöriger impulsiver und instantaner 
Schrauben bestimmt durch die Beziehung 

(XX,X,X,)= (AA,A,4,), 
wenn, wie üblich, das Doppelverhältniss von vier Elementen a, b, 
c, d durch (abcd) bezeichnet wird. 

Wir hatten nun der Gesammtheit der impulsiven Schrauben 
sowohl, wie derjenigen der instantanen Schrauben je ein ebenes 
Strahlbüschel zugeordnet derart, dass die Elemente des einen den 
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impulsiven, die Elemente des anderen den instantanen Schrauben 
parallel waren. Die gegenseitige Lage dieser Büschel ist vollständig 
willkürlich. Man kann daher die einfachste aller Lagen wählen, 
nämlich die concentrische. 

Wenn wir uns nun die Aufgabe stellen, eine Schraube so zu 
bestimmen, dass eine impulsive Dyname auf ihr dem Körper eine 
Windungsgeschwindigkeit um diese selbe Schraube ertheilt, so ist 
dies gleichbedeutend mit der Frage nach demjenigen Strahl, wel- 
chen die beiden aufeinanderliegenden Strahlbüschel, die wir einge- 
führt haben, mit einander entsprechend gemein haben. Zwei 
projective einförmige Gebilde auf demselben Träger*) haben aber 
immer zwei Elemente entsprechend gemein, die beide stets reell 
sind, wenn die Grundgebilde entgegengesetzt projectiv sind. 

Wir kommen somit hier durch specielle Betrachtungen zu 
einem Resultate. welches in allgemeiner Form uns schon früher 
entgegengetreten ist. Nämlich: 

„Für einen starren Körper mit Freiheit zweiten Grades giebt 
es stets zwei Schrauben des zugehörigen Schraubensystems von der 
Eigenschaft, dass eine Impulsivdyname auf einer solchen Schraube 
dem Körper eine Windungsgeschwindigkeit um dieselbe Schraube 
ertheilt.* | 

Diese beiden „Hauptträgheitsschrauben“ des starren 
Körpers mit Freiheit zweiten Grades können aber stets 
durch ein einfaches geometrisches Verfahren gefunden 
werden. 


$ 1. 


Es lässt sich aber noch durch eine andere interessante Be- 
trachtung zu diesen beiden Schrauben gelangen. Erinnern wir uns 
der Grösse «,., welche zu einer Schraube «œ gehört und deren Be- 
deutuug die ist, dass die kinetische Energie eines sich um « mit 
der Einheit der Windungsgeschwindigkeit bewegenden Körpers aus- 
gedrückt wird durch das Product aus der Masse des Körpers in 
das Quadrat der Strecke «,. Die Vertheilung aller dieser Strecken 
ua auf die Schrauben des Uylindroids, welches in dem in diesem 


*) Als Träger eines Strahlbüschels sehe ich dessen Centrum an. 


www.rein.org.pl 


Kap. XIV. Kinetik starrer Körper mit Freiheit 2. Grades. 279 


Kapitel betrachteten Fall das die Freiheit des Körpers definirende 
Schraubensystem darstellt, soll nun betrachtet werden. Wenn wir 
mit u, u, die Werthe von u, bezeichnen, welche diese Grösse 
für irgend ein Paar conjugirter Trägheitsschrauben des Cylindroids 
besitzt, und wenn ferner «,, «, die entsprechenden Componenten 
einer auf der Schraube «œ wirkenden Dyname von der Einheit der 
Intensität bedeuten, so ist bekanntlich 


u, = U titut. 


Nun ziehen wir durch das Centrum des Cylindroids zwei gerade 
Linien. die resp. parallel sind zu dem obigen Paar conjugirter 
Trägheitsschrauben, nehmen dieselben als Axen eines rechtwink- 
ligen ebenen Coordinatensystems und construiren die Ellipse 


2 m3 PR e A 
ua’ e e 


wo Æ eine beliebige Constante bedeutet. Bedeutet r den Radius- 
vector in dieser Ellipse, so ist 


sodass sich mit Obigem ergiebt: 


u; nn 5" 
p? 


Die hier eingeführte Ellipse ist also dadurch characterisirt, dass 
ein Paar conjugirter Durchmesser derselben parallel ist zu einem 
Paar conjugirter Trägheitsschrauben des Cylindroids. Sie wird nach 
Herrn Ball als Trägheitsellipse bezeichnet. Mit Benutzung 
dieses Begriffes können wir also das letzte Resultat so aussprechen: 

„Die zu einer Schraube « eines Cylindroids gehörige 
Strecke u, (die man auch als auf «a aufliegend denken 
kann), ist umgekehrt proportional dem parallelen Semi- 
diameter der Trägheitsellipse.“ 

Die grosse sowohl wie die kleine Axe dieser Ellipse sind pa- 
rallel zu Schrauben auf dem Cylindroid, denen für eine gegebene 
Windungsgeschwindigkeit ein Maximum resp. ein Minimum der 
kinetischen Energie entspricht. 

Mit Hülfe der Trägheitsellipse wollen wir nun zunächst fol- 
gende Aufgabe behandeln: 
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Auf einen in Ruhe befindlichen starren Körper mit Freiheit 
zweiten Grades wirkt eine impulsive Dyname auf der Schraube 7%. 
Auf dem Cylindroid, welches die Freiheit des Körpers characteri- 
sirt, soll die Schraube 9 bestimmt werden, um welche der Körper 
zufolge jenes Impulses anfangen wird, sich zu bewegen. 

Die Lösung ergiebt sich leicht, wie folgt. Man bestimme auf 
dem Cylindroid diejenige, einzige, Schraube ø, welche zu n reci- 
prok ist. Zieht man dann in der Trägheitsellipse den zu y pa- 
rallelen Durchmesser D und gleichzeitig den zu D conjugirten 
Durchmesser D', so ist die zu D' parallele Schraube des Cylin- 
droids die gesuchte Schraube #. 

Man beachte, dass das umgekehrte Problem, nämlich die Be- 
stimmung der Schraube 7, auf welcher eine impulsive Dyname 
wirken muss, um eine Windung um Y hervorzurufen, unbestimmt 
ist. Jede zu œ reciproke Schraube des Raumes kann hier als Lö- 
sung figuriren. 

Für das Folgende knüpfen wir an den im Kapitel IX einge- 
führten Begriff der „redueirten Dyname“ an. Es ist dies bekannt- 
lich diejenige Dyname auf einer Schraube eines Schraubensystems, 
durch welche eine impulsive Dyname auf irgend einer Schraube 
des Raumes äquivalent ersetzt wird. Wenn wir also das soeben 
behandelte Problem weiter verfolgen, so handelt es sich nun dar- 
um, an Stelle der dort gegebenen Dyname auf y die äquivalente 
reducirte Dyname einzuführen. Hierzu ist dann die Aufgabe zu 
lösen, auf einem Cylindroid eine Schraube € so zu bestimmen, 
dass eine auf derselben wirkende Impulsivdyname dem betrachteten 
starren Körper eine Windung ertheilt um eine gegebene Schraube 
I desselben Cylindroids.. Auch die Lösung dieser Aufgabe lässt 
sich ganz einfach rein geometrisch bewerkstelligen. Hierzu be- 
nutzen wir den Parameterkegelschnitt und zwar auf Grund des 
Satzes, dass irgend zwei reciproke Schrauben des Cylindroids pa- 
rallel sind zu einem Paar conjugirter Durchmesser des Parameter- 
kegelschnitts. 

Das Verfahren zur Bestimmung von & wird sich nun mit 
Rücksicht auf das oben gelöste Problem so gestalten: 

Wir bestimmen zunächst in der Trägheitsellipse den Durch- 
messer, welcher conjugirt ist zu dem mit der gegebenen Schraube 
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J parallel gezogenen. Er heisse A. Da nun Parameterkegelschnitt 
und Trägheitsellipse concentrisch sind, so liegt auf A auch ein 
Durchmesser der ersteren Curve. Zu diesem construiren wir wie- 
derum den conjugirten (also in Bezug auf den Parameterkegel- 
schnitt), und nennen die erlangte Gerade B. Die zu B parallele 
Schraube des Cylindroids ist dann nach den obigen Auseinander- 
setzungen die gesuchte Schraube c. 

Zwei concentrische Kegelschnitte haben im Allgemeinen ein 
und nur ein Paar conjugirter Durchmesser gemein. Es trifft dies 
also auch bei dem Parameterkegelschnitt und der Trägheitsellipse 
ein. Als Durchmesser der letzteren Curve betrachtet hat das Paar 
gemeinsamer conjugirter Durchmesser die Bedeutung, dass die pa- 
rallelen Schrauben des Cylindroids conjugirte Trägheitsschrauben 
sind. Da dasselbe Durchmesserpaar aber auch dem Parameter- 
kegelschnitt angehört, so sind die erwähnten Schrauben auch noch 
reciprok. Sie sind somit, nach der früher gegebenen Definition, 
Hauptträgheitsschrauben. Ihre Zahl ist im Allgemeinen zwei 
und nur zwei, dem Freiheitsgrad des Körpers entsprechend, in 
Uebereinstimmung mit dem allgemeinen Satz über die Hauptträg- 
heitsschrauben. 

Die hier zuletzt benutzte Eigenschaft zweier concentrischen 
Kegelschnitte findet nicht statt, wenn die beiden Curven ähnlich 
und ähnlich gelegen sind. Dann haben sie jedes Paar conjugirter 
Durchmesser gemein. Wenn also die Vertheilung der Masse in 
einem Körper und die Anordnung der Bewegungshindernisse so 
beschaffen sind, dass Parameterkegelschnitt und Trägheitsellipse 
die angeführte besondere Beziehung zu einander haben, so folgt, 
dass in diesem Falle jede Schraube des Cylindroids die Eigenschaft 
der Hauptträgheitsschrauben besitzt. 


§ 16. 

Bei Aufstellung eines Ausdruckes für die Arbeit, welche ge- 
leistet wird, wenn ein Körper unter dem Einflusse eines gegebenen 
Kräftesystems aus einer Lage stabilen Gleichgewichtes in eine an- 
dere Lage übergeführt wird durch eine Windung von gegebener 
Amplitude um eine Schraube æ, haben wir eine Grösse v, einge- 
führt, deren Quadrat eben jener Arbeit proportional ist. 
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Es folgt nun aus Kap. XI $5, dass in unserem Falle eines 

Körpers mit Freiheit zweiten Grades gesetzt werden kann 

va = Viw Hvas, 
wenn «,, &, die Coordinaten der Schraube « bedeuten in Bezug 
auf zwei conjugirte Potentialschrauben des zugehörigen Schrauben- 
systems, also des Cylindroids; und wenn v,, v, die resp. Werthe 
von va sind für diese beiden Schrauben. 

Diese Gleichung giebt nun wieder Anlass zu einer einfachen 
geometrischen Darstellung der Vertheilung der Grösse v, auf den 
Schrauben « des Cylindroids. Denn ziehen wir durch den Mittel- 
punkt des Cylindroids Parallelen zu den beiden conjugirten Po- 
tentialschrauben, und construiren unter Annahme dieser beiden 
Geraden als Axen der æ und y die Ellipse 


19 


2 m2 SR T EEE 
ad TOY ET H, 


wo H eine Constante bedeutet, so ist, wenn durch r der Radius- 
vector in der Ellipse bezeichnet wird, 
v y 


— = k, 
r 1: r 


womit durch Substitution in die Ellipsengleichung folgt 
H 


A: > 
r 


„Die zu jeder Schraube œ eines Cylindroids gehörige Strecke 
v„ ist umgekehrt proportional dem zu «œ proportionalen Durch- 
messer einer bestimmten Ellipse, deren Construction aus obigem 
erhellt. Und ein Paar conjugirter Potentialschrauben des Cylin- 
droids ist proportional einem Paar zu ihnen paralleler Durchmesser 
dieser Ellipse.“ 

Herr Ball bezeichnet diese Curve als die Potentialellipse. 

Die grosse und kleine Axe derselben sind parallel zu Schrauben 
des Cylindroids, denen beziehungsweise ein Maximum und ein Mini- 
mum potentieller Energie für eine Windung von gegebener Ampli- 
tude entspricht. 

Wenn auf einen Körper, der sich in der Gleichgewichts- 
lage befindet, eine Dyname von gegebener Intensität auf eine 
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Schraube y einwirkt, so wird derselbe in eine neue Lage überge- 
führt werden durch eine Windung um eine Schraube 2. 

Die Construction dieser Schraube wird nun ohne weiteres ge- 
leistet werden können, sobald die Potentialellipse eingeführt ist. 

Denn wenn wir auf dem die Freiheit des Körpers characterisi- 
renden Cylindroid C diejenige Schraube g bestimmen, welche zu 7 
reciprok ist und gleichzeitig jenen Durchmesser der Potentialellipse 
ziehen, der zu œ parallel ist, so wird der zu diesem conjugirte 
Durchmesser offenbar parallel sein der gesuchten Schraube 9, wo- 
durch diese dann also auch bestimmt erscheint. Von der Richtig- 
keit dieser Construction überzeugt man sich sofort, wenn man sich 
der Grundeigenschaft der conjugirten Potentialschrauben erinnert. 

Betrachten wir diese Construction eingehender, wenn die Auf- 
gabe so specialisirt wird, dass 7 und 3 zusammenfallen sollen. In 
diesem Falle ist aber y eine Schraube des Cylindroids C. Wir 
construiren also die zu 7 reciproke Schraube 7’ des Cylindroids. 
Dann sind nach einem bekannten Satze 7, 7’ parallel zu einem 
Paar conjugirter Durchmesser d, d’ des Parameterkegelschnitts. 
Verfahren wir nun weiter ganz analog dem obigen, so ist nun d’ 
als Durchmesser der Potentialellipse zu nehmen und der ihm in 
dieser conjugirte Durchmesser d’ zu construiren. Es soll aber 
nach Forderung der Aufgabe d” mit d zusammenfallen. Daher 
ist dieses specielle Problem identisch mit demjenigen, das gemein- 
same Paar conjugirter Durchmesser des Parameterkegelschnitts und 
der Potentialellipse zu construiren. Diese Aufgabe ist eindeutig, 
d. h. es giebt im Allgemeinen nur ein Paar gemeinsamer conjugirter 
Durchmesser für zwei concentrische Kegelschnitte, wie schon im 
vorigen Paragraphen gesagt wurde. Das Schraubenpaar 7, Ņ' ist 
daher ebenfalls eindeutig bestimmt. Und ferner ist sofort zu sehen, 
dass y und Ņ' beide die Eigenschaft haben, dass der Körper, unter 
Einwirkung einer Dyname auf einer von ihnen, in seine neue Lage 
durch eine Windung um dieselbe Schraube übergeführt wird. Es 
giebt also für einen Körper mit Freiheit zweiten Grades nur zwei 
solche Schrauben: sie sind die Hauptpotentialschrauben, deren 
Existenz schon im Kapitel XI $4 für den allgemeinen Freiheitsgrad 
n nachgewiesen worden war, und die wir nun hier, conform mit 
den dortigen Darlegungen, für den speciellen Fall wieder gefunden 
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haben. Aus der Construction geht auch hier deutlich hervor, dass 
sie zugleich conjugirte Potentialschrauben und reciprok sind. 


8.17. 

Ganz analog werden auch die Trägheitsellipse und die 
Potentialellipse ein Paar gemeinschaftlicher conjugirter Durch- 
messer besitzen. Die Constituenten dieses Paares sind dann parallel 
zu einem Schraubenpaar, welches gleichzeitig in Bezug auf Träg- 
heit und Potential conjugirt ist. Es giebt im allgemeinen wieder 
nur ein solches Schraubenpaar. Dasselbe ist, der früher gegebenen 
Definition nach, das Paar der harmonischen Schrauben des Systems 
zweiter Stufe. 

Wenn also der Körper eine Lagenänderung erfährt durch eine 
unendlich kleine Windung um eine solche Schraube, und dann 
dem Einflusse der wirkenden Kräfte überlassen wird, so wird er 
in Folge dessen oscillatorische Windungen um eben diese Schraube 
ausführen. 

Stehen die beiden hier betrachteten Kegelschnitte wieder in 
der besonderen Beziehung, ähnlich und ähnlich gelegen zu sein, so 
haben sie also alle Paare conjugirter Durchmesser gemeinschaftlich. 
Es sind also dann auch alle Schrauben des Systems zweiter Stufe, 
des Cylindroids, harmonische Schrauben. 


$ 18. 

Es erübrigt noch eine eingehendere Betrachtung des in § 9 
angeführten Falles, in dem das Cylindroid illusorisch wird, wenn 
nämlich die beiden Schrauben «, p, welche es bestimmen, einen 
gemeinschaftlichen Träger haben. 

Seien also &, ¢ ein Paar conjugirter Trägheitsschrauben auf 
der Geraden, um welche der Körper in diesem Falle Freiheit hat 
sich entweder ohne Gleitung zu drehen oder längs ihr zu gleiten 
ohne Drehung. Wir wollen als Coordinatensystem diejenigen 
sechs Schrauben wählen, welche im Falle der vollkommenen Freiheit 
die Hauptträgheitsschrauben des Körpers wären — es sind dies 
also die Hauptaxen des Körpers, Herr Ball nennt sie die absoluten 
Hauptträgheitsschrauben —, und wollen mit y die Schraube vom 
Parameter Null auf dem gegebenen Träger bezeichnen. Es ist dann, 
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unter Anwendung bekannter Bezeichnungen, 


re en ae BA y 
ni it ai 4p, Mm, ee TON EA 08 
Entwickelt man hier und bringt auf die einfachste Form. so er- 


hält man 


2 1 v A 1 ) en )=0 
u +4 +P; <P: on, 16P:P-= on, FEN 
Nun ist aber sofort einleuchtend, dass in diesem Falle der Ausdruck 
R die einfache Form annimmt 

R = (mH HAE) HAN), 


woraus man erhält 


oR OR 
On, On, ea 9. 
OR OR 
Ge Mt) 
OR OR 

— — —— —2n,+7,). 
on, on, (N; Ns) 


Unter gehöriger Rücksichtnahme auf die Eigenschaft des Coordinaten- 
systems ergiebt sich nun 


TP E =23p 4 = 2p, =0 
und weiter 
Om, 


da ja R = 1 ist. Die obige Gleichung redueirt sich somit auf 
diese einfache 

2u’+p.P- = 0, 
die mit Rücksicht darauf, dass hier w den Trägheitsradius des 
Körpers in Bezug auf den Träger von y bedeutet, den Satz enthält, 
dass im vorliegenden Falle das Product der Parameter zweier 
conjugirter Trägheitsschrauben constant ist. 


19. 
Es möge zum Schlusse dieses Kapitels noch die Frage erörtert 
werden, wie die Schraube å zu finden sei, auf der wir uns die- 
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jenige Dyname zu denken haben, welche die Reaction der Wider- 
stände darstellt, wenn auf den Körper eine impulsive Dyname auf 
einer Schraube y wirkt. Das Cylindroid, welches die Freiheit des 
Körpers definirt, heisse €. Mit €’ wollen wir dasjenige Cylindroid 
bezeichnen, dessen Schrauben, wenn der Körper vollständig frei 
wäre, zu denen von C als impulsive Schrauben gehörten, wenn 
diejenigen der eben genannten Fläche als instantane betrachtet 
werden. 

Da nun eine Dyname auf 7 und eine auf 4 zusammen dem 
Körper eine unendlich kleine Windung um eine Schraube von C 
ertheilen, so muss das Cylindroid (y, 4) eine Schraube ọ gemein 
haben mit C’. Nun kann die Dyname auf 4 zerlegt werden in 
zwei Componenten, eine auf y und eine auf oe, von denen die 
letztere wieder zerlegbar ist in zwei Dynamen auf irgend zwei 
Schrauben von €". Es muss also å zu dem System dritter Stufe 
gehören, welches bestimmt ist durch 7 und irgend zwei Schrauben 
von C'. Nehmen wir nun irgend welche drei diesem System ange- 
hörende Schrauben und irgend zwei von C, so sind dies fünf 
Schrauben, zu denen Å reciprok sein muss, wonach diese Schraube 
bekanntlich eindeutig construirt werden kann. 

Wenn nun Å bestimmt ist, so gilt dies auch von dem Oylin- 
droid (n,4) und endlich auch von der den Flächen €" und (y, A) 
gemeinsamen Schraube og. Die Lage von ọ auf C' wird dann 
diejenige Schraube auf € bestimmen, um welche die Elementar- 


! 


windung seitens des Körpers ausgeführt wird; andererseits wird 
durch die Lage von ọ auf (7,4) und die bekannte Intensität der 
Dyname auf y die Intensität der Reactionsdyname auf A gegeben sein. 


Kapitel XV. 
Kinetik starrer Körper mit Freiheit dritten Grades. 


81. 
Die Theorie starrer Körper mit Freiheit dritten Grades ist 
von ganz besonderem Interesse, da sie als speciellen Fall das 
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berühmte Problem der Drehung eines starren Körpers um einen 
festen Punkt in sich schliesst. Sie wird daher, unter Innehaltung 
des im Kap. XIV befolgten Ganges der Entwicklungen, mit ein- 
gehenderer Ausführlichkeit behandelt werden. Die Theorie der 
kleinen Schwingungen eines schweren Körpers um einen festen 
Punkt herum wird sich insbesondere ebenso vollständig wie einfach 
darstellen. 

Eine reiche Fundgrube interessanter Sätze wird sich aus dem 
Umstande ergeben, dass das Reciprocalsystem eines Schrauben- 
systems der dritten Stufe ebenfalls von der dritten Stufe ist. Wir 
werden dabei wieder auf den schon öfter betonten Zusammenhang 
zwischen der modernen Mechanik und der Liniengeometrie hinge- 
wiesen werden. Es wird sich ergeben, dass die Träger der Schrauben 
des Systems dritter Stufe ein Strahlensystem zweiter Classe und 
dritter Ordnung bilden. 


ur 
I 


Wenn der Körper Freiheit dritten Grades besitzt, so lässt sich 
jede Bewegung desselben darstellen als Resultirende von Windungen 
um drei von einander unabhängige Schrauben. Zur Kenntniss 
dreier solcher Schrauben gelangt man mit jeweiliger Berücksichti- 
gung der besonderen Umstände, unter denen die Bewegung vor 
sich gehen kann, auf diese Weise. Es sei A eine Anfangslage des 
Körpers. Man führe denselben nun in eine unendlich nahe Lage 
B über. Die Schraube, um welche die ausgeführte Elementar- 
windung stattgefunden hat, möge mit & bezeichnet sein. In analoger 
Weise kann der Körper von der Lage A aus nach den unendlich 
nahen Lagen 3’, B" gelangen durch Windungen um die Schrauben 
n resp. &. Nachdem wir so von drei Schrauben, um welche der 
Körper Bewegungen ausführen kann, Kenntniss erhalten haben, 
können wir nun überhaupt die möglichen Bewegungen des Körpers 
näher beschreiben. Der Körper kann sich also ausnahmslos um 


. 


eine jede der Schrauben &, 7, © bewegen. Er wird demnach, wie 
leicht gezeigt wird, überhaupt fähig sein, Windungen auszuführen 
um eine doppelte Mannigfaltigkeit von Schrauben. Denn, stellen 
wir uns vor, dem Körper seien gleichzeitig Elementarbewegungen 


um die Schrauben €, n, & ertheilt, denen die resp. Amplituden &', 
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, © zukommen mögen. Nach Ausführung der so zu Stande kom- 
menden Bewegung wird der Körper sich in der Lage V befinden. 
Aber der Körper hätte auch von der Lage A aus nach der un- 
endlich nahen Lage V durch eine einzige Elementarwindung können 
übergeführt werden, deren Schraube wir mit v bezeichnen wollen. 
Nun sind aber die Verhältnisse der drei Amplituden willkürlich. 
Es sind also hier zwei Veränderliche vorhanden, nämlich die beiden 
Verhältnisse, die man aus diesen Grössen bilden kann. Sowie sich 
nun auch nur eines dieser beiden Verhältnisse ändert, so wird 
auch die Schraube » eine andere werden, sodass es also in der 
That zweifach unendlich viele Schrauben v giebt. Diese doppelte 
Mannigfaltigkeit von Schrauben ist eben das Schraubensystem S 
dritter Stufe. Wenn nun eine Dyname auf einer Schraube $ auf 
den Körper wirkt, das reciprok ist zu den Schrauben ë, n, E, so 
wird sie nicht fähig sein, das Gleichgewicht des Körpers zu stören. 
Wenn also 9 reciprok ist zu drei Schrauben des Systems S, so 
wird sie auch reciprok sein zu sämmtlichen Schrauben dieses 
Systems. Zur Bestimmung einer solchen Schraube $ haben wir 
also die drei Bedingungen der Reciprocität zu £, n, & Da zur 
vollständigen Bestimmung einer Schraube aber fünf Bedingungen 
genügt werden muss, so ist nun wieder sofort oflenbar, dass auch 
die Schrauben 9 eine zweifache Mannigfaltigkeit S’ bilden, die wir 
bekanntlich als das dem System S reciproke System bezeichnen. 
Eine Dyname auf einer Schraube von S’ übt keine Wirkung auf 
einen Körper aus, der Freiheit der Bewegung in Bezug auf die 
Schrauben des Systems S hat, und umgekehrt wird eine Dyname 
auf einer Schraube von S niemals einen Körper beeinflussen 
können, dessen specielle kinematischen Verhältnisse durch das 
System 5’ definirt sind. 


$3. 

Wir wenden uns zu einem näheren Studium des Schrauben- 
systems der dritten Stufe, und untersuchen zunächst die Verthei- 
lung der zugehörigen Schrauben des Raumes hinsichtlich der Grösse 
ihrer Parameter. 

Nehmen wir also drei Schrauben p, q, r an, die geometrisch 
unabhängig von einander sein sollen, aus denen wir also jedenfalls 
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ein System © herleiten können. Dabei soll aber die Auswahl 
dieser Schrauben so getroffen sein, dass sie alle drei gleiche Para- 
meter, +k, besitzen. Nun nehmen wir irgend drei andere Schrauben, 
!, m, n, deren Träger diejenige von p, g, r schneiden. Diesen 
neuen Schrauben ertheilen wir den Parameter —4. Nun sind 
zwei Schrauben von entgegengesetzt gleichen Parametern einander 
reciprok. Also ist jede der Schrauben l, m, n reciprok zu jeder 
der Schrauben p, q, r. Das ist aber nichts anderes, als dass 
die Schrauben /, m, n Elemente des zu S reciproken Systems 8’ 
sind. Alle anderen Schrauben nun vom Parameter +, welche 
gleichzeitig l, m, n schneiden, sind nun ebenfalls reciprok zu /, 
m, n und gehören daher dem System S an. Alle Strahlen aber, 
welche drei beliebige Strahlen im Raume schneiden bilden die eine 
Regelschaar eines einfachen Hyperboloids. Wir kommen somit 
leicht zu dem Satze: 

„Alle Schrauben eines Systems dritter Stufe, deren 
Parameter den Werth +4 haben, bilden die eine Regel- 
schaar eines einfachen Hyperboloids, dessen andre Regel- 
schaar aus Schrauben mit dem Parameter —% gebildet 
wird, die dem reciproken System angehören.“ 

Wir sehen also, wie, wenn die Schrauben nach den numeri- 
schen Werthen ihrer Parameter geordnet werden, sich die ge- 
sammte Mannigfaltigkeit des Schraubensystems zusammensetzt aus 
den einfachen Mannigfaltigkeiten, den Regelschaaren zweiten Gra- 
des, die von den Trägern der Schrauben gleichen Parameters ge- 
bildet werden. $4 


Unter dieser Schaar von Hyperboloiden ist namentlich eine 
Fläche besonderer Beachtung werth, nämlich diejenige, welche den 
geometrischen Ort aller Schrauben des Systems dritter Stufe bildet, 
welche den Parameter Null haben. Aber nicht nur durch diese 
Definitionseigenschaft, sondern wesentlich durch einen anderen für 
die ganze Theorie wichtigen Umstand zeichnet sich diese Fläche 
so aus, dass Sir Robert Ball ihr einen besonderen Namen beige- 
legt hat, wonach sie als die „Parameterfläche“ zu bezeichnen 
ist. Es ist also festzuhalten, dass die Parameterfläche immer ein 
einfaches Hyperboloid ist. 

Ball, Mechanik, 19 
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Um die Gleichung des Hyperboloids aufzustellen verfahren wir 
nun so. Nehmen wir eine der Hauptaxen der Fläche als Axe der 
æ, so wird diese Gerade die Fläche in zwei Punkten treffen, durch 
deren jeden ein Paar von Erzeugungslinien gezogen werden kann. 
Eine der Geraden jedes dieser Paare gehört der einen Regelschaar, 
also auch etwa dem System S, die andere der zweiten Regelschaar, 
also dem System S' an. Und bekanntlich ist jedes Paar dieser 
Erzeugungslinien parallel zu den Asymptoten des ebenen Schnittes 
der Fläche, der durch die die beiden anderen Hauptaxen der 
Fläche, die Axen der y und der z, enthaltende Ebene gemacht 
wird. Seien demnach u, ~ diejenigen beiden Erzeugenden der 
Fläche, welche dem System S angehören. In der Ebene der y und 
x ziehen wir Parallelen zu u und v durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten. Wenn wir nun den Winkel der so erhaltenen Geraden 
und auch seinen Nebenwinkel halbiren, so sind die beiden Hal- 
birungslinien zwei von den Hauptaxen der Fläche. Nun wollen 
wir das Cylindroid (u,v) construiren. Auf diesem haben die zwei 
Schrauben vom Parameter Null gleichen Abstand vom Mittelpunkt 
des Cylindroids. Und andererseits halbiren die beiden auf einander 
senkrechten Schrauben des Cylindroids sowohl den äusseren wie den 
inneren Winkel der beiden Parallelen zu den Schrauben vom Pa- 
rameter Null. Hieraus folgt nun, dass die Träger der beiden ortho- 
gonalen Schrauben des Cylindroids (u, v) in die Axen y und 2 des 
Hyperboloids fallen müssen. Wir wollen diese, als Schrauben 
betrachtet, jetzt mit 8 und y bezeichnen, ihre Parameter also mit 
Pa und p,. Aus den bekannten Eigenschaften des Cylindroids folgt 
nun, dass wir die Halbaxe a, nach der üblichen Bezeichnung, des 
Hyperboloids aus den Gleichungen zu bestimmen haben werden 

u (pa —p,)sin lcos! 
pacos?’ +p sinl” = 0, 
aus denen durch Elimination von ¿ gefunden wird 
PA V-P; P,- 
Sind d, c die beiden anderen Halbaxen des Hyperboloids, so müssen 
wir haben 


cos’? sin’? 
b? ce? 


= Ó, 
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da die Schrauben u, v parallel sind zu den Asymptoten der Curve 


2 2 
y ET PEA 
Eee A 
wie schon vorhin bemerkt worden. Hiermit finden wir 
a? b? c? a’ b’ e? 
po ae u Se ? — — —l 
P, pT Py c 


und mit Hülfe der Tangentenebenen an die Flächen in den End- 
punkten der Axe y hätten wir ganz analog gefunden 


a’ b’ c’ : a 


PITSER Pr ; RR A Pr . 


Beachten wir nun, in welcher Weise wir zu den Axen des Hyper- 
boloids hier gelangt sind, d. h. wie sie constructiv aus den Schrauben 
u, v des vorliegenden Schraubensystems hergeleitet wurden, so sehen 
wir, dass diese Axen selbst Elemente eben dieses Schraubensystems 
sind. Also: 

„Ertheilt man den drei Hauptaxen der Parameter- 
fläche geeignete Parameter p,, Pa, P,, SO können diese 
Axen vollkommen als Schrauben betrachtet werden und 
zwar gehören sie dem Schraubensystem dritter Stufe 
an, für welches die Parameterfläche construirt wird. 
Die Gleichung dieser Fläche ist, bezogen auf ihre 
Hauptaxen, 


Pa HPY Ep, Z +P. PeP, = 0“ 

Es lässt sich nun auch nachweisen, dass jede Schraube $ vom 
Parameter Null, die dem System dritter Stufe angehört, als Träger 
eine Erzeugende der Parameterfläche haben muss. Denn muss 
reciprok sein zu allen Schrauben vom Parameter Null, die der- 
jenigen Regelschaar der Parameterfläche angehören, deren Geraden 
Elemente des dem System dritter Stufe reciproken Systems S’ sind, 
wie dies aus $3 folgt. Nun können aber zwei Schrauben vom 
Parameter Null nur dann reciprok sein, wenn sie sich in endlichem 
oder unendlichem Abstande schneiden. Daraus folgt also, dass 4 
die Parameterfläche in einer unendlichen Reihe von Punkten treffen, 
also selbst auf der Fläche liegen muss. 

19% 
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Wenn wir nun die Parameter aller Schrauben des Systems S 
um eine constante Grösse 4 vermindern, so wird dadurch (Kap. XIII 
$ 4) der Charakter des Systems nicht alterirt, sodass Schlüsse die 
für das neue System gelten leicht ausnutzbar sind für das frühere. 
Nach Verminderung aller Parameter um den Betrag 4, heisst die 
Gleichung der Parameterfläche 


(pa — het (p — ky Hp, — k) t Hp; NP, —M=0. 


In dem transformirten System ist dies also der Ort der 
Schrauben vom Parameter Null. In dem ursprünglichen somit, 
nach dem a. a. O. angeführten Princip der Ort der Schrauben vom 
Parameter +4, sodass also in sehr einfacher Weise aus der 
Parameterfläche sich jedes andere Hyperboloid ableiten lässt, das 
durch die Schrauben der Systeme S und © gebildet wird. 

Bezeichnen wir 


ya y, z; k) = (p, — Ma’+lp,—k)y’+lp,—h)2’ 
+p, NP; — Kp, — k), 


so ist also durch (æ, y, z; k) = O eine Schaar von Flächen zweiten 
Grades dargestellt, wenn 4 als ein variabler Parameter (dies Wort 
im gewöhnlichen Sinne genommen) angesehen wird. Und zwar ist 
dies also die Schaar von Hyperboloiden, welche sowohl das System 
S als auch sein reeiprokes 5’ constituiren. Und insbesondere sind 
alle Erzeugenden einer Regelschaar einer solchen Fläche Schrauben, 
vom Parameter k, um welche der Körper Freiheit der Bewegung 
hat; während die andere Regelschaar aus Schrauben gebildet wird 
von der Eigenschaft, dass eine Dyname auf irgend einer derselben 
neutralisirt wird durch die Widerstände und Bewegungshindernisse, 
welche die Bewegungsfreiheit des Körpers auf den dritten Grad 
herabgedrängt haben. 

Die Bedingung für die Realität der Fläche (a, y,2; k) = U 
ist die, dass A grösser als der kleinste und kleiner als der grösste 
der drei Parameter p,, pp, p, sein muss. Es liegen also die Para- 
meter aller reellen Schrauben eines Systems dritter Stufe ihrem 
numerischen Werthe nach zwischen dem grössten und kleinsten der 
drei Parameter p,, P3, P, 
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84. 
Wenn wir bei unbestimmt gelassenem A die Coordinaten eines 
gegebenen Punktes in die Form (w, y,2; k) einsetzen, so erhalten 
wir für k die cubische Gleichung: 


y(a,y,2; k) =0. ' 
Dies besagt also, dass durch einen gegebenen Punkt des Raumes 
drei Flächen der Schaar p = O gehen. Jede dieser Flächen besitzt 
in diesem Punkte eine Tangentenebene, und in jeder dieser Ebenen 
liegen zwei Erzeugende des Hyperboloids, deren eine dem Systeme 
S selber, deren andere dem reciproken System S’ angehört. Wir 
haben somit den wichtigen Satz: 

„In einem Schraubensystem dritter Stufe gehen durch 
jeden Punkt des Raumes drei Schrauben des Systems.“ 

Es mag noch der leicht zu beweisenden Thatsache Erwähnung 
gethan sein, dass die drei Tangentenebenen an die eben betrachteten 
drei Hyperboloide sich in einer Geraden schneiden. 

Entwickeln wir die Form y(w,y,2; k) nach Potenzen von %k, 
so ist 
— pa, y, z; k) = k'’— (p, + Pat p,)k’ 

+P Pa tP P, PeP, te Hy +2 )k 

~A p AS 
Sind nun k,, k, k, die drei Wurzeln der Gleichung 

y(a,y,2; k) = 0, 
wenn æ, y, 2 die Coordinaten eines gegebenen Punktes bedeuten, 
so ist 
kitki tk, = pu +P +P, 

woraus der Satz zu entnehmen ist: 

„Die Summe der Parameter der drei durch einen 
gegebenen Punkt gehenden Schrauben eines Systems 
dritter Stufe ist constant.“ 

Zwei einander schneidende Schrauben können nur dann reciprok 
sein, wenn sie auf einander senkrecht stehen, oder wenn die Summe 
ihrer Parameter Null ist. Beschreiben wir demnach um einen 
Punkt O des Raumes eine Kugel mit beliebigem Radius und nennen 
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A, B, C die Punkte, in welchen die Kugelfläche getroffen wird 
von den drei durch O gehenden Schrauben eines Systems dritter 
Stufe S, sind ferner A’, B', €' die Punkte, in denen die Kugel 
von den drei durch O gehenden Schrauben des reciproken Systems 
durchsetzt wird, so ist das sphärische Dreieck ABC die Polarfigur 
des sphärischen Dreiecks A’B’C". 

Alle Erzeugungslinien der Fläche (v, y, 2; k) = O sind denen 
des Kegels 

(p, — kja +p; —kjy’ +p, —k)? = 0 

beziehlich parallel; und & kann so bestimmt werden, dass dieser 
Kegel eine Erzeugende hat, die parallel ist zu einer bestimmten 
gegebenen Richtung. Dieser gegebenen Richtung werden auf dem 
zu demselben Werthe von k gehörenden Hyperboloid zwei und 
nur zwei Erzeugende parallel sein, jede in einer der beiden Regel- 
schaaren der Fläche, von denen die eine also dem System S, die 
andere dem reciproken System S’ angehört. Es giebt also durch 
einen Punkt des Raumes nur eine einzige Schraube des Systems 
dritter Stufe, welche zu einer gegebenen Richtung parallel ist. 

Schreiben wir die Gleichung des eben betrachteten Kegels so 


Pa +Pe y’ +p, = k(æ’ +y’ 2’) 
nennen ” die Strecke. die auf eine der Erzeugenden des Kegels 
durch die Parameterfläche abgeschnitten wird, sodass also 
P = e’ Hy’, 
und schreiben endlich noch die Gleichung der Parameterfläche in 
der Form 
A dau T ar daa d aT 


so ergiebt sich sofort 


Dies ist der Satz: 

„In einem Schraubensystem dritter Stufe besitzt jede 
Schraube einen Parameter, der umgekehrt proportional 
ist dem Quadrate des ihr parallelen Durchmessers der 
Parameterfläche des Systems.“ 

Aus Kap. VIII § 7 geht hervor, dass neun Data gegeben sein 
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müssen, um ein Schraubensystem der dritten Stufe vollständig zu 
bestimmen. Genau so vieler Data bedarf man zur Bestimmung 
einer Fläche zweiten Grades. Aus dieser Bemerkung schliesst man 
noch einmal, was schon anderweit klar ist, dass das ganze Schrauben- 
system dritter Stufe bekannt sein wird, wenn man seine Parameter- 
fläche kennt. 

85. 

Betrachten wir nun eine Gruppe dreier coreciproken Schrauben 
des Systems dritter Stufe und nennen deren Parameter p,, Pa Pa 
Dann ist, wenn ọ irgend eine andere Schraube des Systems ist 
und ọ,, 0,, 0, also ihre Coordinaten bedeuten, nach bekannten Sätzen: 

P, = P, 01 + P103 + P303- 
Nun wollen wir durch den Mittelpunkt der Parameterfläche vier 
Gerade ziehen, deren drei erste beziehlich parallel sind den drei 
coreciproken Schrauben, während die vierte parallel sein soll zur 
Schraube ọ. Auf jeder dieser vier Geraden schneiden wir nun 
solche Strecken ab, dass wir ein Parallelepiped erhalten, dessen 
Diagonale in der zur Schraube ọ parallelen Geraden liegt. Die 
Länge der Diagonalen bezeichnen wir durch r, während «, y, z die 
Längen der Kanten des Parallelepipeds bedeuten. 
Dann ist bekanntlich 


2 
— = Q, I =e, TA TA? 


Also muss p, umgekehrt proportional sein dem Quadrate des zu @ 
parallelen Durchmessers einer Fläche zweiten Grades, nämlich 
Ppa’+py'+p2 = H. 
Nun ist aber oben gezeigt worden, dass pọ auch umgekehrt pro- 
portional sein muss dem Quadrate des zu ọ parallelen Durch- 
messers der Parameterfläche. Die eben hingeschriebene Gleichung 
muss also geradezu die Gleichung der Parameterfläche — nach 
richtiger Bestimmung von H — sein. Die Gleichung 
P2’ +p: Y +p = H 
ist nun offenbar auf conjugirte Durchmesser bezogen, sodass wir 
als Endergebniss dieser kurzen Betrachtung den Satz aufstellen 
dürfen: 
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„Irgend drei coreciproke Schrauben eines Schrauben- 
systems dritter Stufe sind beziehlich parallel zu einem 
Tripel eonjugirter Durchmesser der Parameterfläche des 
Systems.“ 

Und es folgt nun ganz von selbst: 

„Die Summe der reciproken Werthe der Parameter 
dreier coreciproken Schrauben eines Systems dritter Stufe 
ist constant.“ 


$ 6. 

Wir haben bisher die Schrauben des Systems der dritten 
Stufe nur in Bezug auf die Grösse ihrer Parameter in Gruppen 
gebracht; indem wir die Theilsysteme von Schrauben constanten 
Parameters untersuchten. Wir waren dabei schon einmal auf einen 
rein geometrischen Gesichtspunkt geführt worden, als wir aus der 
Gleichung y(«, y, 2; k) = O erkannten, dass durch einen beliebigen 
Punkt des Raumes stets drei und nur drei Schrauben des Systems 
gezogen werden können. Es entsteht ganz naturgemäss nun die 
Frage, wieviel Schrauben des Systems in einer Ebene liegen, durch 
deren Beantwortung dann der geometrische Charakter des Schrau- 
bensystems der dritten Stufe klar gelegt wird. 

Im Anschlusse an Herrn Ball’s Darlegung betrachten wir zu- 
nächst die zu einer gegebenen Ebene parallelen Schrauben des 
Systems. Herr Ball zeigt nun, dass diese eine einfach unendliche 
Mannigfaltigkeit von Schrauben constituiren, und zwar, dass diese 
Mannigfaltiekeit gebildet wird durch die Schrauben eines Cylindroids. 
Denn man nelıme an, eine Schraube von unendlich grossem Para- 
meter stehe senkrecht auf der gegebenen Ebene. Dann sind alle 
zu dieser Ebene parallelen Schrauben des Systems reciprok zu 
dieser Schraube. Aber sie sind auch reciprok zu irgend welchen 
drei Schrauben des Systems 8’, welches dem System & dritter 
Stufe, von dem wir reden, reciprok ist. Sie bilden daher ein 
Schraubensystem zweiter Stufe — weil sie nämlich reciprok sind 
zu vier Schrauben — das ist aber eben ein Cylindroid. 

Um zum endgültigen Resultate zu gelangen, verfahren wir so. 
Bekanntlich berührt eine Fläche zweiter Ordnung, die eine Gerade 
enthält, jede durch diese Gerade gelegte Ebene. Die Anzahl von 
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Schrauben eines Systems dritter Stufe, die in einer Ebene liegen, 
wird daher gleich der Anzahl der Fläche der Schaar 


y(a,y,2; k)= 0 
sein, welche diese Ebene berühren. Nun ist für diese Fläche oder 
für 
(p —k)a’ (p — hy’ tp, —k)2* +p, — kpa — kp, — k) = 0 
die Ebene 
Læa+My+-Nz+ P = 0 


. eine Tangentenebene*), wenn 


L’(p;,—A)(p,—k)+M’ (p, — k) (p, — EN’ (p — Ap — h) +P 
un. 


*) Man überzeugt sich leicht von dem Bestehen dieser Bedingung, wenn 
man die Gleichung der Fläche in die Form 


und die der Ebene in die Form 
Ax+By+Cz+1=0 
bringt. Ist überhaupt 
a?r? +a? ritare tati = 0 
die Gleichung einer Fläche zweiten Grades und soll die Ebene 
j tix + Era + Es ts + Eata = O 
die Fläche im Punkte x’ berühren, so hat man die Bedingungsgleichungen, 
in denen p einen Proportionalitätsfactor bedeutet, 
a? x} = pË, 


die man auch so schreiben kann 


aeea ; 
ajx! = p. z . 
i 


Quadrirt man und summirt, so ist 

` a? rl? — 

Za? z? = 0, 
veil x’ auf der Fläche liegt, und man erhält die Bedingung dafür, dass die 
Ebene & die Fläche berührt: 


A & 3 fi 
a ta En a? + a? =N, 


vomit dann zugleich auch die Gleichung der Fläche in Ebenencoordinaten 
erhalten ist. 
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Diese Gleichung ist nun vom zweiten Grade für den Parameter k. 
Es giebt also zwei Flächen aus der Schaar (x, y, 2; k) = 0, welche 
die Ebene Læ+- My+Nz+ P = 0 berühren. Daher liegen auch 
zwei Schrauben des Systems dritter Stufe S in dieser Ebene. Es 
mag hier gleich noch einmal ausdrücklich darauf hin gewiesen 
werden, dass alle diese rein geometrischen Ergebnisse, die wir 
über das System dritter Stufe S erhalten, gleichzeitig auch für das 
reciproke System 8’ gültig sind, da dieses ja auch von der dritten 
Stufe ist. 

Halten wir dies Resultat mit dem in $ 4 erlangten zusammen, 
so ersehen wir also, dass in rein geometrischer Beziehung das 
Schraubensystem dritter Stufe — oder hier besser das System 
seiner Träger — definirt ist als ein Strahlensystem dritter Ordnung 
und zweiter Klasse. 

Auf dieses Strahlensystem werde ich hier nicht näher ein- 
gehen, da ich dasselbe an anderer Stelle ausführlich behandle, wo 


Ist allgemein die Fläche 
a a2+2a r x +2a xx +2a ‚2,2, ta s? +2a xx +2a, z,x 


19:3 13° 1.9 18% 1.8 293 2 38 3 8 24 


2 ar 
Ha +28, 9,8, taz ai 
gegeben, so haben wir dafür, dass die Ebene Ẹ im Punkte x tangiren soll, 


zunächst die Bedingungen 
pē + anti Hata +a323 + u = 0 
pE + ası 2ı + aaa Ta F A23 T3 F agg 24 = 0 
PEs + azı £1 F aza 22 + aga Ta + au, = 0 
p Ea + aai Ti F aga To tag F au = O 
die wir verbinden mit 
Eiti + Eao + Eata F Eara = O. 
Die Elimination von p und den vier Grössen x aus diesen fünf Gleichungen 


giebt die Bedingung, dass die Ebene Ẹ die Fläche berührt, in der Determi- 
nante 


| is a1, Ay, Ay, Ay 
|a, Go, Qog, Ay, Ay 
| Es, ar Q32, a33, @34 = 0, 


| Eas Qa, Ay, Ay, Ay 
E E Pe E 
wobei also noch zu bemerken ist, dass 


Ge Sa: i 
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ich auch eine Construction der sehr bemerkenswerthen Brennfläche 
dieses Strahlensystems geben werde. 

Nachdem wir nun so die Anzahl der in einer Ebene liegenden 
Schrauben des Systems festgestellt haben, können wir wieder rück- 
wärts zeigen, dass alle einer Ebene parallelen Systemschrauben auf 
einem Cylindroid liegen. Denn man nehme eine Ebene Æ und 
zwei ihr parallele dem System angehörige Schrauben ø und r. 
Durch ø und v legen wir ein Cylindroid €. Dann wird jede zu 
E parallele Ebene Æ, die Fläche C in zwei Schrauben oy und ty 
schneiden, die dem System S angehören; aber die Ebene E, kann 
nach obigem auch keine andere Schraube mehr enthalten, welche 
dem Systeme S angehören. Daraus folgt also wieder, dass alle 
zur Ebene Æ parallelen Schrauben von S auf dem Cylindroid C 


liegen. 
87. 


Wir wollen uns in diesem Paragraphen mit der thatsächlichen 
Ausführung der Construction des am Schlusse von § 6 betrachteten 
Cylindroids C beschäftigen, indem wir uns dabei auf solche Data 
stützen, welche durch den Charakter des Systems S als der eines 
Systems dritter Stufe gegeben werden. Es sei also gegeben eine 
beliebige Ebene im Raume, Æ; und gesucht wird das Cylindroid 
C der zu Æ parallelen Schrauben eines gegebenen Schraubensystems 
dritter Stufe S. 

Durch den mit dem System S gegebenen Mittelpunkt O der 
Parameterfläche legen wir eine Ebene A parallel zu Æ. Dann 
wird der Mittelpunkt der Fläche € in dieser Ebene liegen. 

Die Ebene des Blattes stelle Fig. 17. 

irgend eine zu A parallele 
Ebene A’ vor. Dann wissen 
wir, dass es zwei bestimmte 
Flächen g(x, y, z; k) = 0 
giebt, die diese Ebene A' 
berühren. Seien also T, T, 
diese Berührungspunkte, sei 
ferner P der Durchschnitts- 
punkt der beiden in A’ lie- 
genden Schrauben des Sy- 
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stems S. Dann können wir uns durch 7, R, und T,R, die beiden 
ebenfalls in A’ liegenden Schrauben des receiproken Systems vorge- 
stellt denken (T, R, ı PT,, T,R, 4 PT,). Ihren Schnittpunkt wollen 
wir mit P' bezeichnen. Die PT, und PT, sind also Systemschrauben, 
die der Ebene Æ parallel sind. Sie liegen somit auf dem Cylindroid 
C, und die Axe des Cylindroids muss durch den Punkt P gehen. 
Ebenso liegen die reciproken Schrauben auf einem Cylindroid C’, 
dessen Axe durch den Punkt P' hindurchgeht. Diese beiden Flächen 
C und €’ werden sich metrisch, d. h. durch die Constante in der 
Gleichung z(@°-+y?)—axy=0, überhaupt gar nicht unterscheiden. 
Sie sind nur verschieden gelegen. Wenn der Winkel T, PT, ein 
rechter wird, so rücken bekanntlich die Punkte T,, T, ins Unend- 
liche, d. h. die Ebene A’ berührt im Unendlichen die Fläche 
y(a,y,2;k)—=0. Sie muss daher den Asymptotenkegel berühren 
und somit durch den Mittelpunkt O der Parameterfläche hindurch- 
gehen. Wenn aber diese orthogonale Lage der Schrauben PT,, PT, 
eintritt, dann ist P Mittelpunkt des Cylindroids €. Wie eben ge- 
zeigt, geht dann die Ebene A’, in der er angenommen wurde durch 
den Punkt O; aber es giebt durch O nur eine einzige zu Æ paral- 
lele Ebene; es muss also A’ mit A zusammenfallen, sodass also in 
der That diese letztere Ebene, wie behauptet, den Mittelpunkt der 
Fläche € enthält. 

Nachdem nun einmal festgestellt ist, dass 
der Punkt P in der Ebene A enthalten ist, 
wird man zu seiner Construction innerhalb 
dieser Ebene so verfahren. Durch den Punkt 
O ziehen wir einen Durchmesser der Para- 
meterfläche, der conjugirt ist zur Ebene A in 
Bezug auf diese Fläche. Dieser Durchmesser 
möge die Fläche in den Punkten M,, M, tref- 
fen. Von M,, M, fällen wir dann Lothe auf 
die Ebene A, deren Fusspunkte S, ‚S’ heissen 
sollen. Nun construiren wir die Asymptoten 
OL, OM des ebenen Schnittes der Parameter- 
fläche, der in A liegt. Dann ziehen wir 

ST OM, ST'|| OL 
ST |OM, S’T|| OL, 
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so sind 7’, T die Mittelpunkte resp. des aus den Schrauben von 8 
— parallel zu Æ — bestehenden Cylindroids © und des aus den 
Schrauben von S analog gebildeten Cylindroids €". 

Diese Construction beweist sich so: | 

Jede der Tangentenebenen in M,, M, schneidet die Fläche ọ 
in zwei Geraden, die parallel sind zu OM und OL. Diese Geraden 
mögen für den Punkt M, durch M,M', ML! bezeichnet werden und 
für M, durch M, M", M, L". Dann sind M, M' und M, L'"' Schrauben 
des Systems S, und M, L' und M, M" Schrauben des reciproken 
Systems S’. Nun ist aber OM eine Tangente der Parameterfläche. 
Dieser Strahl muss daher von zwei Erzeugenden der Fläche ge- 
schnitten werden, von denen eine der einen, die andere der an- 
deren Regelschaar angehört. Und diese beiden Erzeugenden müssen 
in einer Ebene liegen mit OM. Da nun der Berührungspunkt von 
OM mit dem Hyperboloid im Unendlichen liegt, so müssen diese 


Erzeugenden parallel zu OM, und daher ihre Projectionen auf der 


durch A gehenden Ebene ST und S'T' sein. Ganz ebenso kommt 
zur Kenntniss von der Bedeutung der Geraden ST’ und S'T. Es 
sind also S7' und S' T’ Projectionen zweier Schrauben des Systems 
S und somit ist 7’ das Centrum des Cylindroids C. Ganz ebenso 
gelangt man zu dem Nachweise, dass 7 das Centrum des Cylin- 
droids €" ist. 

Hat man so den Mittelpunkt von C bestimmt, so ist es leicht 
die Construction zu Ende zu führen. Die Parameter zweier 
Schrauben der Fläche ø müssen proportional sein zu dem reci- 
proken Quadrat der ihnen beziehlich parallelen Diameter des 
ebenen Schnittes der Fläche, der durch die durch A gehenden 
Ebene erzeugt wird. Demgemäss wird der grösste und der kleinste 
Parameter Schrauben zukommen, die den Hauptaxen des Schnittes 
parallel sind. Zieht man also durch 7” Strahlen, die parallel sind 
der äusseren und inneren Halbirungslinie des Asymptotenwinkels, 
so sind dies die beiden rechtwinkligen Schrauben des Cylindroids 
€. Nach Kenntniss dieser ist die Fläche aber vollständig, auch 
nach ihrer Orientirung, bekannt. Ganz ebenso kommt man zur 
vollständigen Bestimmung von €", 

Man sieht übrigens leicht, dass jedes dieser Oylindtalde jede 
der Flächen y in zwei Poski berührt. 
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Es folgt noch aus den Ergebnissen dieses Paragraphen, dass 
jede Ebene, die ein Paar orthogonaler Systemschrauben enthält, 
durch den Mittelpunkt der Parameterfläche geht. 


§ 8. 

Wir sind nun auch im Stande, die wirkliche Lage einer 
Schraube 9 eines Systems dritter Stufe zu bestimmen, deren Rich- 
tung gegeben ist. Und zwar wird sich die Construction so gestalten: 

Durch den Mittelpunkt © der Parameterfläche ziehen wir 
einen Durchmesser OR parallel zu der gegebenen Richtung von 9, 
der die Fläche in R schneidet. Im Punkte R legen wir eine Tan- 
gentenebene an die Fläche. In dieser Ebene construiren wir die 
Gerade RS, die senkrecht steht auf dem Diameter OR. Legen 
wir dann durch OR, RS eine Ebene «, so ist in dieser Ebene die 
Schraube 9 enthalten. Denn wir haben die Ebene œ ja ausdrück- 
lich so construirt, dass der Schnitt derselben mit der Parameterfläche 
in R eine Tangente besitzt, die normal ist zu OR. Danach ist 
also die Strecke OR eine Hauptaxe dieser Fläche, und es muss 
nach $ 7 eine der beiden Schrauben des Systems, die in der Ebene 
a liegen, parallel zu OR sein. Um nun die wirkliche Lage von 9 
in dieser Ebene zu finden, beachten wir, dass, weil die Richtung 
von $ bekannt ist, auch der Parameter dieser Schraube gegeben 
ist, da er ja umgekehrt proportional ist zu dem Quadrate von OR. 
Wir können also diejenige Fläche (æ, y, z; k) = O construiren, für 
welche & den zur Schraube 9 gehörigen Werth besitzt, und welche 
ja der geometrische Ort ist aller Schrauben gleichen Parameters 
mit 9. Diese Fläche wird von der Ebene « in zwei Strahlen ge- 
schnitten, die einander parallel sind. Einer derselben ist der 
Träger von 9%, während der andere Strahl, der zu der zweiten 
Regelschaar von ø == O gehört, Träger einer Schraube des reci- 
proken Systems 8’ ist, welche einen Parameter besitzt, der dem 
von 3 entgegengesetzt gleich ist. 

Für eine Schaar von Flächen y(z, y,2; k) constanten Para- 
meters ist das System der Ebenen der Kreisschnitte gemeinschaft- 
lich. Daher schneidet jede Ebene durch den Mittelpunkt die Fläche 
in einem System von Kegelschnitten mit gleichen Axenrichtungen. 

Dasjenige Cylindroid nun, welches alle die Schrauben eines 
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Systems dritter Stufe enthält, welche zu der Ebene eines solchen 
Kreisschnittes parallel sind, muss aus Schrauben gleichen Para- 
meters gebildet sein. Aber ein solches Cylindroid ist bekanntlich 
kein eigentliches Cylindroid mehr, sondern degenerirt in einen 
ebenen Strahlbüschel erster Ordnung. Wir haben also auf der 
durch a bezeichneten Axe der Parameterfläche zwei Punkte, durch 
deren jeden ein ebener Strahlbüschel 1. O. geht, dessen Elemente 
Träger sind von Schrauben des Systems dritter Stufe. Die Schrau- 
ben eines jeden solchen Büschels haben gleiche Parameter unter 
einander. Ist p, der Parameter der Schrauben des einen, p, der- 
jenige der Schrauben des anderen Büschels, so stehen beide Grössen 
in der Beziehung 
p, +9 = 0. 

Der absolute Betrag von p, und p, ist gegeben durch den 
Werth des Parameters jener Systemschraube, die auf der Axe a 
der Parameterfläche liegt. Sind überhaupt in dem üblichen Sinne 
a, b, c die drei Halbaxen der Parameterfläche und d der Abstand 
der hier betrachteten Punkte vom Centrum der Fläche, so folgt 
leicht aus $ 7, dass 

a’ d’? = (a’—b’)(a’—c?). 
Es ist also d die vierte Proportionale zur Axe a der Parameter- 
fläche und der Axen gleicher Bedeutung von deren Focalellipse und 
Focalhyperbel. 


$9. 

Es möge o eine Schraube des Systems S bedeuten, deren 
Richtungscosinus /, g, A sind, wenn als Fundamentalschrauben die 
drei Schrauben «, $, y genommen werden, deren Träger die Axen 
der Parameterfläche sind. Dann sind, in Bezug auf irgend welches 
System von sechs coreciproken Schrauben, die Coordinaten von g 

e, = fa +g fp, +4y, 

es = fast g Pet AYs. 
Ist nun 7 irgend welche andere Schraube, so ist der. virtuelle Coef- 
ficient von ọ und 7 


20,5 = 2f Oan +2995,+2ho,,. 
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Nun ziehen wir durch den Mittelpunkt O der Parameterfläche einen 
Strahl und tragen auf diesem eine Strecke OP = r ab, derart, dass 
r = 29,, 

ist. Dann ist der geometrische Ort des Punktes P die Kugel 
a+y’+2’—208,,.0—289.y—28,,.2= 0, 

oder 

(— Ban) +ly— 9) +@— Ty) = Day tH Dhr t Djy. 
Die Tangentenebene dieser Kugel im Punkte O hat die Gleichung 

Dap THD YHD 2 = 0 
oder 
Ton = 0. 

Diese Ebene ist die Mittel- oder Hauptebene eines Cylindroids, 
welches alle diejenigen Schrauben des Systems S enthält, welche 
zu n reciprok sind. 


$ 10. 

Wenn irgend vier Schrauben «, f, y, ô einem System dritter 
Stufe angehören, so muss das Cylindroid («, p) mit dem Cylindroid 
(y, ð) eine Schraube gemeinschaftlich haben. Denn Windungen 
eines Körpers mit Freiheit dritten Grades um «, ĝ, y, ð neutrali- 
siren sich. Es muss also einer Windung um «, $ eine gleiche und 
entgegengesetzte um y, ð entsprechen. Dies ist aber nur möglich, 
wenn die Cylindroide («, p) und (y, ð) eine gemeinschaftliche 
Schraube besitzen. Durch diesen Satz ist ein einfaches Mittel ge- 
wonnen, um zu erkennen, ob vier gegebene Schrauben zu einem 
System dritter Stufe gehören. 


§ 11. 


Wir wollen in diesem Paragraphen untersuchen, unter welchen 
Bedingungen vier Kräfte im Gleichgewicht sind, die auf einen starren 
Körper wirken. Nehmen wir zunächst den einfachsten Fall an, 
dass der Körper vollkommene Bewegungsfreiheit besitze, sodass also 
keine Widerstände vorhanden sind, so ist sofort klar, dass die vier 
Kräfte Dynamen sein müssen auf vier Schrauben vom Parameter 
Null, die einem System dritter Stufe angehören. Die Kräfte müssen 
daher längs vier Erzeugenden eines Hyperboloids wirken, die alle 
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vier derselben Regelschaar angehören. Wenn also drei Kräfte auf 
beliebigen Strahlen des Raumes gegeben sind, P, Q, R, so wird 
man eine vierte S, die so beschaffen ist, dass P, Q, R, S sich 
das Gleichgewicht halten, finden, indem man das durch P, Q, R 
bestimmte einfache Hyperboloid construirt. Der Ort von S ist dann 
diejenige Regelschaar dieser Fläche, zu der P, Q, R gehören. 

Der Inhalt dieses Satzes ist schon von Moebius gegeben. Mit 
Hülfe der alten Methode gestaltet sich der Beweis aber ziemlich 
umständlich. Wir haben den Satz schon um deswillen hier re- 
produeirt, um zu zeigen, mit welcher Einfachheit solche Resultate 
sich auf Grund der Ball’schen Theorie herleiten lassen. 

Wenn der Körper nicht vollkommen frei ist, so wird der Spiel- 
raum, den man bei Auswahl der vierten Kraft § besitzt, mit Ver- 
minderung des Freiheitsgrades immer grösser. Nehmen wir einen 
Körper mit Freiheit fünften Grades. Zu einem solchen Körper ge- 
hört ein Schraubensystem fünfter Stufe, dessen Reciprocalsystem 
bekanntlich aus einer einzigen Schraube besteht. Sei X diese 
Schraube. Dann ist zum Gleichgewicht dieses Körpers nur noth- 
wendig, dass die vierte Kraft S zu dem System vierter Stufe ge- 
hört, welches durch die vier Schrauben P, Q, R, X bestimmt ist. 
In einem solchen System geht durch jeden Punkt des Raumes ein 
Kegel von Systemschrauben; und zwar kann auf diesem Kegel 
immer eine Schraube vom Parameter Null gefunden werden. Also 
kann, wenn im Falle eines Körpers mit Freiheit fünfter Stufe zu 
drei gegebenen Kräften P, Q, R eine vierte S gefunden werden 
soll, so dass unter dem gesammten Einfluss von P, Q, R, S das 
Gleichgewicht des Körpers nicht gestört werde, für jeden Punkt des 
Raumes ein Strahl eindeutig bestimmt werden, längs dessen eine 
der Forderung genügende Kraft S wirken kann. 

Besitzt der Körper Freiheit vierten Grades, so seien X,. X, 
zwei Schrauben, die dem zugehörigen Schraubensystem reciprok 
sind, dann sind wir bei der Bestimmung von S$ nur an die Be- 
dingung gebunden, dass die Richtungslinie dieser Kraft Träger einer 
Schraube des Systems fünfter Ordnung sei, welches bestimmt wird 
durch die fünf Schrauben 

PrQr I RnB 
In diesem Falle ist jede Grade des Raumes, nach Zuertheilung 
Ball, Mechanik, 20 
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eines geeigneten Parameters eine Schraube dieses Systems fünfter 
Ordnung. Durch jeden Punkt des Raumes kann eine Ebene gelegt 
werden, derart dass jede Gerade dieser Ebene, die durch den Punkt 
geht, mit dem Parameter Null, zu diesem System gehört (Kap. XIII 
§ 3). 

Wenn endlich der Körper Freiheit dritten Grades hat, so ist 
die Lage von vier im Gleichgewichte befindlichen Kräften eine ganz 
beliebige. Und wenn die Lage der Richtungslinien der Kräfte ge- 
geben ist, so sind auch ihre Intensitäten bestimmt. Denn man 
bezeichne durch X,, X,, X, drei Schrauben des reciproken Systems 
S’ dritter Stufe, und bestimme S so, dass die sieben Dynamen auf 
den Schrauben 

PD A Ark 
im Gleichgewichte sind. Die drei letzten werden schon durch die 
Reaction der Widerstände neutralisirt, sodass dann auch die übrigen 
vier für sich im Gleichgewichte sind. Die Bestimmung der Inten- 
sitäten erfolgt nach Kap. V § 1. seqq. 

Wenn also irgend vier Schrauben im Raume gegeben sind, so 
ist es immer möglich vier Dynamen auf denselben und mit solchen 
Intensitäten zu bestimmen, dass diese Dynamen das Gleichgewicht 
eines Körpers mit Freiheit dritten Grades nicht zu stören vermögen. 
Denn man nehme zu den vier gegebenen Schrauben noch drei re- 
ciproke Schrauben hinzu. Dann kann man auf jeder dieser sieben 
Schrauben eine Dyname von solcher Intensität so angeben, dass 
die sieben Dynamen im Gleichgewicht sind. Aber die drei Dy- 
namen auf den Schrauben des reciproken Systems werden schon 
durch die Reaction der Widerstände aufgehoben, sodass auch schon 
die vier Dynamen auf den vier gegebenen Schrauben sich das 
Gleichgewicht halten. 

Es ist offenbar, dass man diese letzte Bemerkung auch für 
jeden Grad der Bewegungsfreiheit als allgemeinen Satz so ausspre- 
chen kann: 

„Wenn ein Körper Freiheit ke Grades hat, so ist es 
immer möglich Dynamen auf k+1 Schrauben, (die nicht 
dem Reciprocalsystem (6—A)'* Stufe angehören) so aus- 
zuwählen, dass dieselben das Gleichgewicht des Körpers 
nicht stören.“ 
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Wenn ein starrer Körper mit Freiheit dritten Grades unter der 
Einwirkung der Schwerkraft im Gleichgewichte verharren soll, so 
ist dazu nothwendig und hinreichend: 

„die Verticale durch den Trägheitsmittelpunkt des 
Körpers muss eine Erzeugende derjenigen Regelschaar 
der Parameterfläche sein, welche dem Reciprocalsystem 
S’ angehört.“ 

Der Trägheitsmittelpunkt des Körpers muss daher auf einer 
Schraube vom Parameter Null liegen, die zu dem System S gehört. 
Wir haben also noch den Satz: 

„Die zur Erhaltung des Gleichgewichts eines Körpers 
mit Freiheit dritten Grades, der unter der Einwirkung der 
Schwerkraft steht, nothwendigen Bedingungen, lassen 
immernoch eine Drehung des Körpers um eine bestimmte 
Gerade des Trägheitsmittelpunktes zu.“ 


$ 12. 

Wenn wir drei conjugirte Trägheitsschrauben als Fundamen- 
talschrauben aus einem System dritter Stufe auswählen, so ist, 
wenn J, %,, 9, die Coordinaten einer Schraube $ bezeichnen, 
die zur Schraube 9 gehörige Grösse u bekanntlich durch die For- 
mel gegeben 

ug = U NN tu: 

WO %, Uz, U, die resp. Werthe von « für die drei conjugirten 
Trägheitsschrauben bedeuten. Ziehen wir nun von einem belie- 
bigen Punkte aus Parallelen zu % und den drei Fundamental- 
schrauben. Die so entstandene körperliche Ecke ergänzen wir dann 
derart zu einem Parallelepiped, dass die Parallele zu 9 dessen 
Diagonale und die Parallelen zu den Fundamentalschrauben drei in 
einem Punkte zusammenstossende Kanten desselben sind. Die Län- 
gen der so auf den vier Geraden abgeschnittenen Strecken sind be- 
liebig. Sei r die Länge der Diagonale, und «æ, y, 2 die Längen der 
drei Kanten, dann ist 


g SRE ir na 


ri: 
Z=, Z= 


p p r 


Wir sehen hieraus, dass die zu einer Schraube 9 eines Systems 
20* 
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dritter Stufe gehörige Grösse w umgekehrt proportional ist dem 
Quadrat des ihm parallelen Durchmessers des Ellipsoids 


2.2 2 ,,°? A T MSE 
uatu y Hu = H, 


wo H eine beliebige Constante bedeutet. Dieses Ellipsoid ist eine 
Verallgemeinerung des Cauchy-Poinsot’schen Trägheitsellipsoids. Wir 
wollen es, da es von Sir Robert Ball in die Mechanik starrer 
Systeme eingeführt worden ist, das Ball’sche Trägheitsellip- 
soid nennen, welche Bezeichnung wir in Fällen, wo kein Irrthum 
möglich ist, kürzer zusammenziehen wollen in den Ausdruck Ball’- 
sches Ellipsoid, wie man ja auch schlechtweg vom Poinsot’schen 
Ellipsoid redet. 

Im Hinblick auf die Bedeutung der Grösse v, giebt nun die 
letzte Gleichung den Satz: 

„Die kinetische Energie eines starren Körpers mit 
Freiheit dritten Grades, der mit einer gegebenen Win- 
dungsgeschwindigkeit sich um irgend eine Schraube des 
zugehörigen Schraubensystems dritter Stufe S bewegt, 
ist umgekehrt proportional dem Quadrat des zu dieser 
Schraube parallelen Durchmessers des Ball’schen Ellip- 
soids; und jedes Tripel conjugirter Durchmesser dieses 
Ellipsoids ist parallel zu einem Tripel conjugirter Träg- 
heitsschrauben des Systems S.“ 

Derselbe Satz ist auch noch des anderen Ausdrucks fähie: 

„Jeder Durchmesser des Ball’schen Ellipsoids ist pro- 
portional derjenigen Windungsgeschwindigkeit, mit wel- 
cher der Körper um die den Durchmesser parallele 
Schraube des Systems dritter Stufe sich bewegen muss, 
wenn seine kinetische Energie constant bleiben soll.“ 


$ 13. 


Die Lage des Ball’schen Ellipsoids im Raume ist beliebig. 
Der Einfachheit halber wird man daher sein Centrum mit dem- 
jenigen der Parameterfläche zusammenfallen lassen. Es wird dann 


immer möglich sein, ein Tripel gemeinsamer Durchmesser beider 


Flächen zu finden. Es ist dann ferner ebenfalls immer möglich 
drei Schrauben des Systems dritter Stufe zu finden, die diesen drei 
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Durchmessern parallel sind. Diese Schrauben werden dann sowohl 
coreciprok als auch conjugirte Trägheitsschrauben sein. Sie sind 
daher die drei Hauptträgheitsschrauben, welche in jedem System 
dritter Stufe existiren. Wenn ein solches System degenerirt in 
einen Strahlenbündel, der aus lauter Schrauben vom Parameter 
Null gebildet ist, so redueiren sich die Hauptträgheitsschrauben auf 
die drei Hauptaxen des Körpers. 


§ 14. 

Wenn wir aus einem Schraubensystem der nte Stufe n 
Schrauben A,, A,, .... An auswählen, welche conjugirte Träg- 
heitsschrauben sind, und wenn ferner S, irgend eine beliebige 
Schraube bedeutet, welche nur reciprok ist zu A,. .... An, dann 
wird eine Impulsivdyname auf S, einem Körper, dessen Freiheits- 
grad durch das Schraubensystem n'“ Stufe gegeben ist, eine Win- 
dungsgeschwindigkeit um die Schraube A, ertheilen. 

Denn es sei R, diejenige Schraube, welche, wenn der Körper 
vollkommen frei wäre, als impulsive Schraube zu der als instan- 
tane Schraube betrachteten A, gehörte. Es muss also R, reciprok 
sein zu A,, ..., An. Nun nehme man weiter 6—n Schrauben 
des reciproken Systems; sie seien B,,..., Be—n. Dann müssen 
die 8—n Schrauben R,, S, B,, .... Be—n reciprok sein zu den 
n—1 Schrauben A,,..., An. Daher müssen diese 8—n Schrauben 
zu einem System (7—n)'* Ordnung gehören. In diesem Falle kann 
aber eine impulsive Dyname auf S, zerlegt werden in Componenten 
auf R, B,..., Be-n. Von diesen werden aber alle, mit Aus- 
nahme der ersten, durch die Reaction der Widerstände neutralisirt. 
Diese Zerlegung von S, reducirt sich also auf die Dyname auf R. 
Diese ertheilt aber gemäss der Voraussetzung dem Körper eine 
Windungsgeschwindigkeit um die Schraube A,. Daher wird auch 
eine impulsive Dyname auf S, dem Körper eine Windungsge- 
schwindigkeit um diese Schraube ertheilen. Die hier gegebene 
Entwicklung wird uns sofort als Lemma dienen zur Lösung des 
nun aufzustellenden Problems. | 


$ 15. 
Ein ruhender starrer Körper mit Freiheit dritten Grades möge 
unter den Einfluss einer impulsiven Dyname kommen, die auf einer 
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gegebenen Schraube 7 wirken soll. Wir wollen die zugehörige 
instantane Schraube 9 suchen. 

Alle Schrauben eines Systemes dritter Stufe, welche einer be- 
liebigen Schraube y reciprok sind, müssen offenbar auf einem 
Cylindroid liegen, da jede von ihnen die Bedingung erfüllt, gleich- 
zeitig reciprok zu vier Schrauben zu sein. Alle Schrauben dieses 
Cylindroids sind nun, wie wir oben sahen, parallel zu einer durch 
den Mittelpunkt der Parameterfläche gehenden Ebene. Diese Ebene 
wollen wir der Kürze halber die reciproke Ebene in Bezug auf 
n nennen. Nach Bestimmung dieser reciproken Ebene construiren 
wir denjenigen Durchmesser des Ball’schen Ellipsoids, welcher der 
reciproken Ebene conjugirt ist. Die gesuchte Schraube 4 ist dann 
parallel zu diesem Durchmesser. 

Denn es seien u und v zwei Schrauben des Systems dritter 
Stufe, die parallel sind einem Paar conjugirter Durchmesser des 
Ball’schen Ellipsoids, welche in der reciproken Ebene liegen. Dann 
sind 9, a, v ein Tripel conjugirter Trägheitsschrauben. Aber n 
ist reciprok zu u und v. Demgemäss wird also eine impulsive 
Dyname auf 7 — wie aus dem Lemma des vorhergehenden Para- 
graphen folgt — dem Körper eine Windungsgeschwindigkeit um 9 
ertheilen; d. h. $ ist die gesuchte instantane Schraube, die zu der 
impulsiven Schraube y gehört. 


$ 16. 

Wenn ein ruhender starrer Körper unter den Einfluss einer 
impulsiven Dyname von der Intensität 4", auf der Schraube n, 
gebracht wird, so erhält der Körper eine Windungsgeschwindigkeit 
um eine Schraube 2, und seine kinetische Energie ist, nach Ka- 


pitel IX $ 11, 


Es kann nun die Aufgabe gestellt werden, den Ort einer Schraube 
I die einem System der dritten Stufe angehört, so zu bestimmen, 
dass diese kinetische Energie einen bestimmten Werth Æ habe, so 
dass also 

70,9 


in. Sip 
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Es soll also E eine gegebene, mithin als constant anzusehende, 
Grösse sein. Ebenso sind 7" und M Constanten. Wir schreiben 
daher, unter vollkommener Trennung der Veränderlichen und Con- 
stanten, indem wir noch beiderseits die Quadratwurzel ausgezogen 
denken: 

a 


ug 


Es kann nun ohne weiteres auf Grund früherer Ergebnisse eine 
geometrische Interpretation dieser Gleichung gegeben werden. Zu 
dem Zwecke legen wir zunächst durch den Mittelpunkt © der Pa- 
rameterfläche die in Bezug auf die Schraube y reciproke Ebene A. 
Nun construiren wir eine Kugel, welche diese Ebene im Punkte O 
berührt, und deren Radius wir wieder durch die Bedingung defi- 
niren, dass wenn P ein Kugelpunkt, und die Strecke OP irgend 
einer Schraube % parallel ist, man habe 


OP = 9,9: 


Diese Kugel haben wir im $ 9 dieses Kapitels schon betrachtet. 
Andererseits ist die Strecke ug umgekehrt proportional demjenigen 
Radiusvector OQ des Ball’schen Ellipsoids, welcher parallel ist 
zur Schraube 9. Die Gleichung 


lässt sich daher jetzt auch so schreiben 
ORON SEE, 


d. h. für alle Schrauben eines Systems dritter Stufe, bei Bewegung 
um welche der Körper eine gegebene kinetische Energie erlangt, 
wenn eine gegebene impulsive Dyname auf ihn einwirkt, ist das 
Produkt OP.OQ constant. Der Ort des Punktes Q ist bekanntlich 
eine Ebene A', die parallel ist zu A. Diese Ebene A’ schneidet 
das Ball’sche Ellipsoid in einer Ellipse. Und alle Schrauben 2, 
welche der Gleichung . 


9,9 = CU 
genügen, sind parallel zu den Erzeugenden des Kegels zweiten 


Grades, dessen Spitze in O liegt, und dessen Leitcurve jene Ellipse 
ist. Wir haben bereits gezeigt, wie eine Schraube 9 eines Systems 
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dritter Stufe vollständig gefunden werden kann, sobald ihre Rich- 
tung gegeben ist. Wir sind also auch in der Lage, alle die 
Schrauben $ wirklich zu bestimmen, bei Bewegung um welche 
die Körper unter Einwirkung eines gegebenen Impulses einen ge- 
gebenen Betrag kinetischer Energie erlangt. 

Der Abstand der Ebenen A und 4A’ ist proportional zu 
OP.OQ =c, d. h. nach obigem zu der Quadratwurzel aus der 
gegebenen kinetischen Energie Æ. Ist also ọ ein Proportionalitäts- 
factor, so können wir jetzt kurz schreiben 

Ep. 
Die kinetische Energie wird ihren Maximalwerth gleichzeitig mit 
c erreichen, d. h. wenn die Ebenen 4, A’ ihren grössten Abstand 
haben. Das tritt aber ein, wenn die Ebene A’ zur Berührungs- 
ebene des Ball’schen Ellipsoids wird. In diesem Falle degenerirt 
der vorhin gefundene Kegel in einen einzigen Strahl durch O, und 
es giebt somit auch nur eine einzige Schraube $, für welche die 
kinetische Energie ein Maximum wird. Diese ist parallel zu dem- 
jenigen Durchmesser des Ball’schen Ellipsoids, welcher der Ebene 
A conjugirt ist. Wir sahen aber in $ 15, dass dies diejenige 
Schraube ist, welche der Körper von selbst — gewissermassen frei- 
willig — aus dem System dritter Stufe als instantane Schraube 
auswählen wird, zu der n als impulsive Schraube gehört. Der 
Körper erlangt also einen grösseren Betrag kinetischer Energie, 
wenn er, unter dem Einflusse einer impulsiven Dyname stehend, 
seine instantane Schraube frei auswählen kann, als wenn er ge- 
zwungen wird, sich um irgend welche andere, für seine Bewegung 
mögliche, Schraube zu bewegen. Es ist dies ein specieller Fall 
des in Kapitel XII $ 14 und Kapitel X § 2 besprochenen Satzes, 
der von Euler herrührt. 
$ 17. | 

Wenn eine impulsive Dyname auf einer Schraube y auf einen 
starren Körper mit Freiheit dritten Grades einwirkt, so wird der- 
selbe also mit einer Windungsgeschwindigkeit, die wir bestimmen 
können, beginnen sich um eine Schraube $ zu bewegen. Die 
Reactionen der Bewegungswiderstände bei Beginn dieser Windung 
lassen sich nun auch durch eine Dyname auf einer Schraube A 
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darstellen, und diese Schraube 4 bestimmt sich leicht durch fol- 
gende Ueberlegung. Wenn œ diejenige impulsive Schraube ist, 
welcher, im Falle vollkommener Freiheit des Körpers, v als in- 
stantane Schraube entsprechen würde, dann muss nämlich offenbar 
A auf dem Cylindroid (g, n) liegen, und ist also zu bestimmen 
als eine Schraube des Cylindroids (y, 7), die zu irgend einer 
Schraube des gegebenen Systems dritter Stufe reciprok ist. 


$ 18. 

Ist eine Schraube 4 eines Systems dritter Stufe als instantane 
Schraube gegeben, so ist die ihr entsprechende impulsive Schraube 
n keine eindeutig bestimmte Grösse. Denn die auf y wirkende 
impulsive Dyname, welche die Bewegung um & hervorrufen soll, 
kann mit den Reactionen irgend welcher der Bewegungswiderstände 
zusammengesetzt werden, ohne dass durch das Resultat dieser Zu- 
sammensetzung die Schraube 9 sich ändert. In der That kann 
die Dyname ņŅ, wenn die Widerstände berücksichtigt werden, aus 
einem System vierter Stufe ausgewählt werden. Wenn wir dann 
die Durchmesserebene des Ball’schen Ellipsoids construiren, die 
der Richtung der Schraube 9 conjugirt ist, und ferner das Cylin- 
droid construiren, welches erzeugt wird durch diejenigen Schrauben 
des Systems dritter Stufe, welche zu jener Ebene parallel sind, 
so kann irgend welche Schraube, die reciprok ist zu diesem Cy- 
lindroid als impulsive Schraube der instantanen Schraube 9 ent- 
sprechen. 

ès giebt also durch jeden Punkt des Raumes einen Kegel 
zweiter Ordnung, dessen Erzeugende als Träger von impulsiven 
Schrauben fungiren können, die zu einer und derselben instantanen 
Schraube 9 gehören. 

Insbesondere kann immer ein impulsives Kräftepaar gefunden 
werden, welches dem Körper eine Bewegung um irgend eine 
Schraube des Systems dritter Stufe ertheilt. Denn ein Paar in 
einer zur Knotenlinie eines Cylindroids normalen Ebene kann als 
eine Dyname auf einer zum Cylindroid reciproken Schraube be- 
trachtet werden. Also wird ein Kräftepaar in einer zur Richtung 
der Schraube 9 conjugirten Durchmesserebene des Ball’schen Ellip- 
soids dem Körper auch eine Bewegung um die Schraube ertheilen. 
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Es ist bemerkenswerth, dass eine Einzelkraft, die längs der 
Knotenlinie des Cylindroids wirkt, dem Körper eine Windung um 
die nämliche Schraube ertheilt als das Paar in einer zur Knoten- 
linie normalen Ebene. 

Wenn durch zwei der Hauptträgheitsschrauben des Systems 
dritter Stufe ein Cylindroid gelegt wird, dann wird, wie leicht zu 
zeigen, eine impulsive Dyname auf irgend einer Schraube dieser 
Fläche dem Körper eine Windung um eine Schraube ertheilen, 
die ebenfalls auf der Fläche liegt. Denn es kann ja jede Dyname 
zerlegt werden in Componenten, die auf den beiden Hauptträgheits- 
schrauben wirken. Jede dieser Componenten bringt aber eine Win- 
dung um ihre eigene Schraube hervor. Die so erhaltenen beiden 
Windungen setzen sich aber zusammen in eine Windung um eine 
Schraube des Cylindroids. 


8 19. 

Ein Körper mit Freiheit dritten Grades möge sich in einem 
bestimmten Augenblicke im Gleichgewichte befinden unter dem 
Einfluss eines gegebenen conservativen Kräftesystems. Wir führen 
den Körper durch eine Windung von kleiner Amplitude 9’ um eine 
Schraube 3 des zugehörigen Systems dritter Stufe in eine Nach- 
barposition über, und wollen die bei dieser Verrückung des Kör- 
pers geleistete Arbeit betrachten. Mit Hülfe der zur Schraube 
I gehörigen Strecke və können wir diese Arbeit bekanntlich zu- 
nächst darstellen in der Form 

A = Fi", 
wobei wir noch für vy den Ausdruck haben 
vo =o Dr u FE Ze a 

wenn durch 9,, 2,, 9, die Coordinaten von 2 in Bezug auf drei 
conjugirte Potentialschrauben des Systems bezeichnet werden, und 
„, ©, die Werthe von v für diese drei Coordinaten- 
schrauben sind. Ziehen wir zu diesen letzteren Parallelen durch 
den Mittelpunkt der Parameterfläche, so können wir analog, wie 
in $ 12 dieses Kapitels ein Ellipsoid construiren, dessen Gleichung 
jetzt 


wenn v, v 


PE, ERE, 2,3 RR. TE WE 
væ’ Ho y o2 = H 
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ist. Bezeichnet dann » einen Durchmesser dieses Ellipsoids, so ist 


Diese Fläche soll als Potentialellipsoid bezeichnet werden. Und 
wir haben also folgenden Satz über die geometrische Darstellung 
der Arbeit A: 

„Wenn ein starrer Körper mit Freiheit dritten Grades aus der 
Gleichgewichtslage in eine Nachbarposition übergeführt wird durch 
eine Windung kleiner Amplitude um eine Schraube $ des zuge- 
hörigen Systems dritter Stufe, so ist die bei dieser Verrückung ge- 
leistete Arbeit umgekehrt proportional dem Quadrate des zu $ pa- 
rallelen Durchmessers des Potentialellipsoids. Und irgend drei con- 
jugirte Durchmesser dieses Ellipsoids sind parallel zu drei Schrauben 
des Systems dritter Stufe.“ 


§ 20. 


Zwei concentrische Flächen zweiten Grades haben im allge- 
meinen ein Tripel conjugirter Durchmesser gemeinschaftlich. Drei 
conjugirte Durchmesser der Parameterfläche sind parallel zu einem 
Tripel coreciproker Schrauben des Systems dritter Stufe, zu wel- 
chem die Fläche gehört. Drei conjugirte Durchmesser des Poten- 
tialellipsoids sind parallel zu einem Tripel conjugirter Potential- 
schrauben des Systems. Das gemeinschaftliche Tripel conjugirter 
Durchmesser der Parameterfläche und jenes Ellipsoids wird also 
parallel einem Tripel von Systemschrauben, welche sowohl coreci- 
proke als auch conjugirte Potentialschrauben sind, d. h. parallel 
den Hauptpetentialschrauben. *Und es giebt nicht mehr als drei 
solcher Schrauben in Uebereinstimmung mit den Ergebnissen un- 
serer allgemeinen Untersuchungen über die Hauptpotentialschrauben 
eines Systems 4t" Stufe. Wenn also ein Körper durch eine kleine 
Windung um eine dieser Schrauben in eine Nachbarlage überge- 
führt wird, so wirkt die zugehörige reducirte Dyname auf derselben 
Schraube. 

Man darf übrigens nicht die drei Hauptpotentialschrauben ver- 
wechseln mit denjenigen drei Schrauben des Systems dritter Stufe, 
welche den drei Hauptaxen des Potentialellipsoids parallel sind, 
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Diese letztgenannten Schrauben sind diejenigen des Systems, bei 
Bewegung um welche ein Maximum oder Minimum von Arbeit ge- 
leistet wird. Sie sind ausserdem natürlich senkrecht auf einander, 
was im Allgemeinen nicht der Fall ist bei den Hauptpotential- 
schrauben. 


$2. 


Wenn ein Kräftesystem auf einen starren Körper wirkt und 
wenn diesem Körper eine kleine Windung um eine Schraube des 
Systems dritter Stufe ertheilt wird, so wird das Kräftesystem eine 
Arbeit in Bezug auf diese Windung leisten, und diese Arbeit wird 
man natürlich immer als diejenige einer Dyname darstellen können. 
Es ist dies eben diejenige Dyname, welche wir, conform der Ter- 
minologie Sir Robert Ball’s auch als die durch jene Windung her- 
vorgerufene Dyname bezeichnet haben. Es empfiehlt sich der Kürze 
halber diesen Ausdruck auch beizubehalten. Wir wollen nun fol- 
gendes Problem lösen: Ein starrer Körper mit Freiheit dritten 
Grades wird aus der Ruhelage durch eine kleine Windung um eine 
Schraube 9 in eine Nachbarlage übergeführt. Man soll die durch 
diese Windung hervorgerufene Dyname angeben. Es wird sich 
dabei empfehlen, sofort die „redueirte* Dyname von dieser Bedeu- 
tung zu suchen, umsomehr als dieselbe sich ganz natürlich ergiebt. 

Zur Lösung ziehen wir durch den Mittelpunkt der Parameter- 
fläche eine Gerade, welche parallel ist zu der gegebenen Schraube 
$. Dann construiren wir diejenige Durchmesserebene A des Po- 
tentialellipsoids, welche hinsichtlich dieser letzteren Fläche der 
Richtung von 9 conjugirt ist. Es seien nun Å, u zwei Schrauben 
des Systems dritter Stufe, welche parallel sind zu einem Paar con- 
jugirter Durchmesser des Potentialellipsoids,. die m der Ebene A 
liegen. Dann muss die gesuchte Schraube g parallel sein zu dem- 
jenigen Durchmesser der Parameterfläche, der conjugirt ist zu der 
Ebene A. Denn ist in diesem Falle reciprok zu A und u; die 
drei Schrauben A, u, & sind aber, nach Construction, conjugirte 
Trägheitsschrauben; ø ist also die Schraube der durch die Win- 
dung um % hervorgerufenen Dyname, und da g auch Element ist 
des Systems dritter Stufe, so ist die Dyname auf g auch die so- 
genannte reducirte Dyname. 
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22. 


Nach dem, was zu Beginn des $ 20 gesagt worden ist, werden 
auch das Ball’sche Trägheitsellipsoid und das Potentialellipsoid im 
Allgemeinen ein und nur ein Tripel conjugirter Durchmesser ge- 
meinschaftlich haben. Dieses Tripel von Durchmesser wird dann 
parallel sein einem Tripel von Schrauben des Systems dritter Stufe, 
die zugleich conjugirte Trägheits- und conjugirte Potentialschrauben 
sind. Das sind aber diejenigen Schrauben, welche wir früher als 
die harmonischen Schrauben des Systems bezeichnet haben, und 
wir sehen, es giebt deren im Allgemeinen drei und nur drei, ent- 
sprechend der Stufenzahl des Schraubensystems. 

Wenn wir uns der früheren allgemeinen Erörterungen über 
die harmonischen Schrauben erinnern, so haben wir nun, da wir 
sie hier jederzeit leicht construiren können, mit ihrer Hülfe eine 
vollkommen klare Anschauung von den kleinen Schwankungen 
eines starren Körpers mit Freiheit dritten Grades. Wenn dem 
Körper einmal eine Windungsbewegung um eine der harmonischen 
Schrauben ertheilt worden ist, so wird er immer oscillatorische 
Windungen um diese selbe Schraube ausführen, und im Allgemeinen 
wird seine Bewegung zusammengesetzt sein aus solchen Windungen 
um die drei harmonischen Schrauben. 

Denken wir uns durch zwei der harmonischen Schrauben ein 
Cylindroid gelegt und entfernen wir den Körper aus einer Ruhe- 
lage durch eine Windung um eine Schraube dieses Cylindroids, 
dann können wir bekanntlich jederzeit diese Windung zerlegen in 
zwei Windungen, die bez. stattfinden um die beiden harmonischen 
Schrauben. In diesem Falle wird also die instantane Schraube, 
um welche der Körper sich zu einer beliebigen Zeit bewegt, stets 
auf diesem Cylindroid liegen. Wenn die Perioden der oscillatori- 
schen Windungen um die zwei harmonischen Schrauben einander 
gleich sind, dann wird, wie man sofort sieht, jede Schraube des 
durch jene beiden bestimmten Cylindroids ebenfalls eine harmo- 
nische sein. Wenn endlich die Perioden für alle drei harmonischen 
Schrauben dieselben sein sollten, dann ist natürlich eine jede 
Schraube des Systems dritter Stufe eine harmonische Schraube. 
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$ 23. 


Wir wollen das vorliegende Kapitel schliessen indem wir die 
Prineipien der Ball’schen Theorie anwenden auf ein specielles Pro- 
blem von besonderem Interesse. 

Ein starrer schwerer Körper, der sich in jeder Rich- 
tung um einen festen Punkt O drehen kann befindet sich 
in einem gegebenen Momente in Ruhe. Dieser Zustand 
wird durch einen Impuls gestört. Unter dem Einflusse 
der auf ihn allein wirkenden Schwerkraft wird der Kör- 
per nun Oscillationen um jenen festen Punkt ausführen. 
Die Natur derselben wollen wir mit unserer Theorie aul- 
klären. 

Nehmen wir erstens ein — der Einfachheit halben orthogo- 
nales — Coordinatensystem an, dessen Ursprung in dem festen 
Punkte liegt, und welches im Raume fest gedacht wird. Zwei- 
tens nehmen wir ein eben solches Coordinatensystem, dessen Ur- 
sprung auch in jenem Punkte liegt, das aber mit dem Körper 
fest verbunden ist. 

Ist das erste Coordinatensystem das der æ, y, 2; das zweite 
dasjenige der «', y', 2’, so sind beide durch die orthogonale Sub- 
stitution verbunden. 


æ = aa —+a'y'+.a'z' 

y = ba’ + b'y' +b"'z!' 

z = ca + cdy'+c"z! 
oder 
v' = a & + by -+ ez 
y = aa +b'y +cz 
z' = ab" y+c"z; 
und die Lage des Körpers ist offenbar in jedem Augenblick be- 
stimmt durch die Lage, welche das System («', y', 2’) in diesem 
Augenblick gegen das System der (w, y, z) hat. Diese Lage hängt 
aber ab von den neun Veränderlichen a, b, c, deren Bedeutung 
bekanntlich die folgende ist: 


a = cos(a!) a' = cos(æy') a'' EOR) 
b = cos(y«') b' = cos(yy') bi — cos(yz') 
ce == 008(22') c' = cos(2y') e' = 00). 
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Sei nun 
$—= L Z'OZ, 
w der Winkel zwischen OX und der Knotenlinie OA der Ebene 


X'OY' auf der Ebene YOX; und ø der Winkel zwischen dieser 
Knotenlinie und OX'. Dann ist, wie schon Euler zeigte*) 


a = cosg cos y— singsin yYcos 9 
a = — sin g cos Y — cos ysin Y cos 9 
a'= BUSS 

b =  cosgsiny—+ sing cos Wcos? 
b = — sing sin W+ cos g cos Y cos I 
b! = —cosysin d 

e = singpsind 

ce —= cosysind 

A A GOS 


Von der Richtigkeit dieser Darstellungen der a, b, e kann man 
sich leicht auch a posteriori überzeugen, wenn man die Ausdrücke 
in die bekannten Bedingungsgleichungen der orthogonalen Substi- 
tution einsetzt, welche dann identisch erfüllt werden. Die die 
Lage des um den Punkt O drehenden Körpers bestimmenden 
Grössen lassen sich also als Functionen der drei unabhängigen 
Winkel p, w, 9 darstellen, d. h. die Lage des Körpers in jedem 
Augenblicke hängt von drei unabhängigen Variabeln ab: der Körper 
hat somit Freiheit dritten Grades, sodass das vorgelegte Problem 
in der That in den Kreis unserer jetzigen Betrachtungen gehört. 

Das zugehörige Schraubensystem dritter Stufe ist aber ein sehr 
specielles. Es besteht aus lauter Schrauben vom Parameter Null, 
sodass also die Parameterfläche illusorisch wird; und das System 
redueirt sich auf ein Strahlenbündel durch den Punkt O. 

Die Strecke ug, die zu jeder Schraube $ gehört, wird zum 
Trägheitsradius des Körpers in Bezug auf 9, wenn diese Schraube 
den Parameter Null hat. Im vorliegenden Falle ist also das Ball’- 
sche Ellipsoid mit dem Cauchy-Poinsot’schen identisch. 


*) Siehe auch Encke’s Gesammelte mathematische und astronomische Ab- 
handlungen Band III pg. 81. 
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Sehr interessant ist es zu beachten, wie hier das Potential- 
ellipsoid degenerirt. Beachten wir vor allen Dingen, dass die 
Schwere nach Annahme hier die einzige auf den Körper wirkende 
Kraft ist. Wenn nun der letztere eine kleine Verschiebung aus 
der Gleichgewichtslage erfährt, so ist die hierbei geleistete Arbeit 
proportional der verticalen Strecke, um welche bei dieser Ver- 
schiebung der Trägheitsmittelpunkt gehoben wird. Da nun in der 
Gleichgewichtslage der Trägheitsmittelpunkt sich senkrecht unter 
dem Aufhängepunkt O befindet, so sieht man aus Gründen der 
Symmetrie leicht ein, dass das Trägheitsellipsoid eine Rotations- 
oberfläche um eine verticale Axe sein muss. Des weiteren ist aber 
auch klar, dass der verticale Radiusvector dieser Fläche unendlich 
gross sein muss, da ja — weil eben die Schwere die einzige wir- 
kende Kraft ist — bei einer Drehung des Körpers um eine verti- 
cale Axe keine Arbeit geleistet wird. Die Arbeit bei einer Be- 
wegung ist aber immer umgekehrt proportional dem Quadrate des 
Radiusvector des Potentialellipsoids, welcher parallel ist zu der 
Schraube, um die die betreffende Bewegung stattfindet. 

Um diese Fläche näher zu bestimmen, verfahren wir nun so. 
Ist J der Trägheitsmittelpunkt, so ist für die Gleichgewichtslage 
OJ die Richtung der Verticalen nach unten. Wir ertheilen nun 
dem Körper eine Elementarrotation von der Amplitude dæ um 
irgend eine Axe des Punktes O. Diese Axe möge das Potential- 
ellipsoid (resp. dessen Ausartung für diesen Fall) im Punkte P 
treffen. Dann ist die bei dieser Bewegung geleistete Arbeit A 


erstens umgekehrt proportional zu OP?, also 


A=t(-- 4 
GF 


ferner ist A direct proportional zu der senkrechten Hebung von 


J, also wenn diese den Betrag JJ’ hat 

Au]. 
Die Multiplication dieser Gleichung liefert eine andere, die wir 
kurz so schreiben 


JJ! = 14.0P. 4°. 


Fällen wir aber von J aus das Perpendikel JQ auf die Strecke 
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OP, so ist auch A proportional dem Producte JQ.dæ oder kurz 
proportional der Strecke JQ, sodass wir also endlich haben 
JJ' = u.0P°.JQ', 

d. h. die verticale Strecke, um welche der Trägheitsmittelpunkt 
gehoben wird, ist dem Producte (OP.JQ)' proportional. Für jede 
Axe OP aber, eine Drehung um welche den Punkt J um dieselbe 
Strecke JJ’ hebt, werden wir aber eine solche Gleichung erhalten, 
in der u eine constante Grösse ist. Die Fläche des Dreiecks OJP 
muss also constant und daher der Ort des Punktes P ein gerader 
Kreisceylinder mit der Axe OJ sein. Denn fällen wir von P das 
Loth PT auf OJ, so ist der constante Inhalt A des Dreiecks OJP 
ausgedrückt durch 


d. h. 


PT = A == const. 
OJ 


Zur Bestimmung der harmonischen Schrauben dieses beson- 
deren Systems dritter Stufe müssen wir also nun das Tripel ge- 
meinschaftlicher conjugirter Durchmesser des Poinsot’schen Ellipsoids 
mit diesem Cylinder bestimmen. Ein Tripel conjugirter Durch- 
messer des Cylinders besteht nun immer aus der Verticalen OJ und 
irgend zwei andern Strahlen des Punktes O, die in der Ellipse, in 
der ihre Ebene den Cylinder schneidet, conjugirte Durchmesser sind. 
Wenn wir also die Ebene construiren, welche in dem Poinsot’schen 
Ellipsoid der Richtung der Verticalen conjugirt ist, so wird diese 
Ebene sowohl das Ellipsoid als den Cylinder in einer Ellipse 
schneiden. Das Paar gemeinschaftlicher conjugirter Durchmesser 
dieser beiden Curven bildet zusammen mit der Verticalen dann 
das gesuchte Tripel gemeinschaftlicher conjugirter Durchmesser 
des Ellipsoids und des Cylinders. Die so gefundenen drei Axen 
sind dann die harmonischen Schrauben unseres speciellen Problems. 

Da nun in Bezug auf die Verticale die Schwingungsdauer sich 
unendlich gross ergeben würde, so wird diese Axe naturgemäss 
aus der Zahl der harmonischen Axen auszuscheiden sein, sodass 
wir in diesem Falle also deren nur zwei übrigbehalten. 

Wir fassen unsere Ergebnisse so zusammen: 

Ball, Mechanik, 21 
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Ein starrer Körper mit dem Trägheitsmittelpunkt J, 
der sich um einen festen Punkt O drehen kann, und nur 
unter dem Einflusse der Schwerkraft steht, ist in einer 
Gleichgewichtslage gegeben. Wenn man durch den Auf- 
hängepunkt O eine Ebene S legt, welche dem verticalen 
Durchmesser OJ des Poinsot’schen Trägheitsellipsoids 
conjugirt ist, und dann die beiden gemeinschaftlichen 
conjugirten Durchmesser des Ellipsoids und eines geraden 
Kreiscylinders mit der Axe OJ construirt, so sind diese 
beiden Linien die harmonischen Axen des Körpers. Das 
bedeutet, dass, wenn der Körper durch eine kleine Dre- 
hung um eine dieser Axen aus der Gleichgewichtslage her- 
ausgeführt wird, er immer um diese Axe oscilliren wird 
ganz so, als ob der Körper direct gezwungen wäre um 
diese Axe sich zu bewegen. 

Es erübrigen noch einige kurze Bemerkungen, um die Lösung 
des Problems für alle beliebigen Anfangsbedingungen, denen wir die 
Bewegung unterwerfen können, zu einer vollständigen zu machen. 

Nehmen wir also wieder an, der Körper sei in irgend einer 
Gleichgewichtslage gegeben. Er wird zunächst durch eine kleine 
Drehung um eine Axe OX aus dieser Lage herausgebracht. Wir 
construiren die Ebene, welche durch die Axen OJ und OX hin- 
durchgeht. Dieselbe möge von der Ebene S (siehe oben) in der 
Axe OY geschnitten werden. Dann können wir uns immer die 
Drehung um OX zerlegt denken in eine solche um OJ gefolgt von 
einer um OY. Durch die Drehung um OJ wird nun der oben 
eingeführte Winkel nicht geändert. Es wird nur eine rein azimu- 
thale Aenderung eintreten, durch die das Gleichgewicht des Kör- 
pers nicht gestört wird. Hätten wir also die jetzt erreichte Lage 
des Körpers als diejenige Gleichgewichtslage gewählt, von der wir 
ausgehen, so würde nun die Bewegung zu beginnen haben mit 
einer Drehung um OY. Wir können daher, ohne die Allgemein- 
heit der Untersuchung zu beeinträchtigen direct annehmen, die 
Axe, um welche dem Körper die anfängliche Drehung ertheilt wird, 
liege in der Ebene S. Dies festgesetzt, wollen wir nun weiter an- 
nehmen, dass dem Körper eine kleine Drehungsgeschwindigkeit um 
irgend welche andere Axe ertheilt werde. 
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Diese Axe muss in der Ebene $ liegen, wenn überhaupt kleine 
Schwingungen des Körpers zu Stande kommen sollen. Denn wenn 
es nicht möglich wäre, die anfängliche Drehungsgeschwindigkeit 
vollständig nach den beiden harmonischen Axen zu zerlegen, so 
würde dieselbe eine Componente in Bezug auf OJ haben müssen. 
Der Effect aber einer anfänglichen Drehungsgeschwindigkeit um 
OJ würde der sein, dem Körper eine continuirliche Rotation 
um die Verticalaxe zu ertheilen. Eine solche Drehung muss aber 
ausgeschlossen bleiben, wenn nur kleine Schwankungen betrachtet 
werden. 

Wenn daher der Körper nur kleine Schwankungen ausführt, 
so dürfen wir die Axe des anfänglichen Impulses oder der 
anfänglichen Verschiebung in der Ebene S annehmen, weil dann 
die anfängliche instantane Axe in dieser Ebene liegen muss. 
Die anfängliche Verschiebung kann dann immer in zwei andere, 
eine auf jeder der harmonischen Axen, zerlegt werden; und ebenso 
kann auch die anfängliche Winkelgeschwindigkeit immer nach 
diesen Axen zerlegt werden. Der ganze Bewegungszustand wird 
also dann stets gefunden durch Zusammensetzung der Oscillationen 
um diese harmonischen Axen. Ganz ebenso wird die instantane 
Axe in jedem Augenblicke in der Ebene S gefunden werden und 
nie aus derselben heraustreten. 

Die conjugirten Durchmesser einer Ellipse behalten ihre Eigen- 
schaft, wenn die Curve projieirt wird. Die harmonischen Axen 
müssen sich daher in zwei conjugirte Durchmesser eines Kreises 
auf jeder horizontalen Ebene projieiren. Zwei Ebenen durch die 
Verticale OJ, von denen jede eine harmonische Axe enthält, 
schneiden sich daher unter rechten Winkeln. 


Kapitel XVI. 
Kinetik starrer Körper mit Freiheit vierten Grades. 


$1. 


Bei der Frage nach dem allgemeinsten Character eines Schrau- 
bensystems vierter Stufe können wir zum Theil an früheres an- 
a 
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knüpfen, Dieses Schraubensystem ist das Reciprocalsystem desjenigen 
der zweiten Stufe und besteht daher aus allen Schrauben des 
Raumes, welche reciprok sind zu einem Cylindroid. Wir haben 
schon früher gesehen, dass alle Schrauben eines Punktes im Raume, 
die zu einem gegebenen Cylindroid reciprok sind, einen Kegel 
zweiten Grades bilden. 

Alle Schrauben eines Systems vierter Stufe, deren Parameter 
den gegebenen Werth p hat schneiden zwei gegebene Linien, näm- 
lich diejenigen beiden Erzeugenden des reciproken Cylindroids, 
deren Parameter gleich dem negativen Werthe von p ist. Alle 
diese Schrauben vom Parameter p des Systems vierter Stufe bilden 
also ein Strahlensystem erster Ordnung und Classe. 

Endlich wissen wir schon, dass durch jeden Punkt des Raumes 
eine Schraube gelegt werden kann, die einem System vierter Stufe 
angehört und einen gegebenen Parameter besitzt. 


§ 2. 

Suchen wir nach dem Ort aller Systemschrauben, die zu einer 
gegebenen Geraden Z parallel sind, so beantwortet sich auch diese 
Frage leicht nach früherem. In Kapitel IV $ 9 ist gezeigt worden, 
dass jede Schraube 7, die reciprok ist zu einem Cylindroid eine 
der Erzeugenden dieser Flächen unter rechtem Winkel schneidet. 
Legen wir daher durch diejenige Schraube + des dem System 
vierter Stufe reciproken Cylindroids, welche normal ist zu der ge- 
gebenen Geraden L eine Ebene, welche durch L geht, so ist diese 
Ebene offenbar der gesuchte Ort. 


$ 3. 

Im Kapitel IV $ 4 wurde bereits darauf hingewiesen, dass alle 
Schrauben, welche zu einem Cylindroid reciprok sind und in einer 
Ebene liegen, einen Kegelschnitt umhüllen. Den besonderen Cha- 
racter dieses Kegelschnitts können wir indessen auch leicht bestim- 
men. Wir verfahren ähnlich wie an dem eben angeführten Orte. In 
der gegebenen Ebene nehmen wir einen Punkt P. Durch diesen 
Punkt geht ein Kegel zweiten Grades von Systemschrauben. Dieser 
Kegel wird von der Ebene also in zwei Strahlen geschnitten. Durch 
jeden Punkt einer gegebenen Ebene gehen also zwei Schrauben 
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eines Systems vierter Stufe; und es ist also wieder klar, dass alle 
diese Schrauben eine Curve zweiter Classe umhüllen. Aus dem 
letzten Paragraphen erhellt aber, dass in einer Ebene nur eine 
einzige Schraube eines Systems vierter Stufe gefunden werden 
kann, welche einer gegebenen Geraden parallel ist. Daraus folgt, 
dass die eben gefundene Curve zweiter Classe eine Parabel sein 
muss. 

„Alle Schrauben eines Systems vierter Stufe, die in 
einer Ebene liegen, umhüllen eine Parabel.“ 


§ 4. 

Wir wollen in diesem Kapitel Gelegenheit nehmen zu einigen 
allgemeinen Betrachtungen, die theilweise schon an früherer Stelle 
angedeutet wurden, deren richtiges Verständniss aber die Kenntniss 
der Resultate der letztvorhergehenden Kapitel wünschen liess. Wir 
werden zunächst zu einer interessanten Eigenschaft der Parameter 
einer Gruppe coreciproker Schrauben eines Systems beliebiger Stufe 
geführt werden. 

Beim Cylindroid fanden wir, dass auf dieser Fläche eine 
Schraube liegt, deren Parameter ein Maximum, und eine solche, 
deren Parameter ein Minimum ist. Diese Schrauben waren parallel 
zu den Hauptaxen des Parameterkegelschnitts. Ganz ebenso fanden 
wir beim System dritter Stufe drei solcher Schrauben, deren Para- 
meter ausgezeichnete Werthe zukamen, nämlich diejenigen, deren 
Träger die Hauptaxen der Parameterfläche waren. Es entsteht 
nun die allgemeine Frage, ob es immer möglich ist, in einem 
Schraubensystem n" Stufe eine bestimmte Anzahl — vermuthlich 
n — Schrauben so zu finden, dass ihrem Parameter Maximal- oder 
Minimalwerthe zukommen. 

Seien also 9, J, ..., In die Coordinaten einer Schraube 
+ eines Systems nt" Stufe, bezogen auf ein System n coreciproker 
Schrauben dieses Systems als Coordinatenschrauben. Dann ist die 
Function 


Po = P Ii tP tp Iit P itp Is tP 


zu einem Maximum oder Minimum zu machen, während giii 
zeitig die Bedingungsgleichung 
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R = IR +2 I9 A (i, k) = 1 
besteht, wo durch (, k) der Cosinus der beiden Coordinaten- 
schrauben w;, œp bezeichnet ist. Es ergeben sich also in der ge- 
wöhnlichen Weise, die folgenden Gleichungen zur Bestimmung der 
ausgezeichneten Werthe von ps, 


OR 
2p, TAA — DI Br Er 10) 


ƏR 


2 Pn Pn — po os, — 0. 
Nun ist 
BIER —=2,+239 (ik, Kehı.,i-hitl,..,n 
0%; k 


wodurch die Gleichung 
oR 
2 Pidi — Po 3, =0 


unter Weglassung des gemeinschaftlichen Factors 2 diese wird 
(Pi—PS)H— po ID (i, k) = 0. 
Bilden wir zur Elimination der Grösse 9 die Determinante dieser 
n Gleichungen, so besitzen immer n— 1 Verticalreihen den Factor 
ps, der also wegfällt, wenn die Determinante gleich Null gesetzt 
wird, sodass zur Bestimmung der Specialwerthe von ps eine Glei- 
chung vom n‘" Grade übrig bleibt. Für n= 4 ist diese Glei- 
chung die folgende: 
A ER E 
| A), m a S 
(13), (23), Pa — P9, (34) 
(14), 24), (4), P—ps! 
Zunächst ist also dargethan, dass es im Allgemeinen in einem 
System nt" Stufe n Schrauben giebt, deren Parameter die verlangte 
Eigenschaft besitzen. Dies Resultat bedarf indessen einer Modifi- 
cation für den Fall n = 6. Der Ausdruck „Schraubensystem 6t° 
Stufe“ bedeutet nichts anderes als die Gesammtheit aller Schrauben 
des Raumes. In diesem Falle werden also die Werthe von ps, 
die hier vorkommen, alle unendlich gross sein, woraus wiederum 


= Q. 
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folgt, dass jeder Coefficient der Gleichung sechsten Grades für ps 
verschwinden muss, mit Ausnahme des absoluten Gliedes. Diese 
Gleichung, ganz analog der letztgeschriebenen gebildet, ist 


PP, (12), (AB), (4), (15), (16) 
(12), »,—Pps, (23), (24), (25), (26) 
I (13), (23), »,—ps. (34), (35), (36) 
| BEN al, Oi ee A 
(15), (25), (35), (45), 9-29: (56) | 
He- a, GO Teak EB 
Aus ihr gehen also nach obigem sechs Relationen zwischen 
den Parametern und den Winkeln der Coordinatenschrauben her- 
vor. Wir greifen die einfachste davon heraus, indem wir den 
Coefficienten von po gleich Null setzen. Dies giebt 


1 1 1 1 1 1 
— rer er 
P: P: P; Pi P; Ps 
„Die Summe der reciproken Parameter irgend wel- 
chen Systems von sechs coreeiproken Schrauben ist Null.“ 


| 
S 


§ 5. 

Herr Everett hat an Sir Robert Ball einen Beweis des letzten 
Satzes mitgetheilt, der sich in der That durch Einfachheit und 
Eleganz auszeichnet. Er scheidet die sechs coreciproken Schrauben 
in zwei Gruppen A und B von je drei Schrauben. Aus der Gruppe 
A können wir ein System dritter Stufe herleiten, dessen Recipro- 
calsystem dann ebenso aus der Gruppe B entsteht. Die Para- 
meterfläche ist also beiden Systemen gemeinschaftlich. Nun sind 
die drei Schrauben von A bez. parallel einem Tripel conjugirter 
Durchmesser der Parameterfläche und jeder Parameter ist umge- 
kehrt proportional dem Quadrate des ihm parallelen Durchmessers. 
Daher ist die Summe 

1 1 1 
- + — + = ont, 
Pı P: Ps 
Die drei Schrauben von B sind ebenfalls parallel einem Tripel 
conjugirter Durchmesser der Parameterfläche. Da sie dem Reci- 
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procalsystem angehören, so müssen wir ihren Parametern entgegen- 
gesetztes Vorzeichen ertheilen, wie denen des vorigen Systems. Es 
ist dann 


wo in beiden Gleichungen die Constante denselben Werth hat, 
wie sich aus dem vorigen Kapitel ergiebt. Aus Verbindung beider 
Gleichungen folgt dann wieder sofort 

1 1 1 1 1 | 


— tt —r— tn HH ee. 
P, Buo PE h i Pe " 


8.6. 

Endlich kann dieses Resultat noch erlangt werden als specielles 
Ergebniss ganz allgemeiner Untersuchungen, die mit Hülfe der 
neueren Algebra anzustellen sind. 

Sind @, ..., @, die Componenten oder Coordinaten einer 
Dyname von der Intensität «” in Bezug auf irgend ein System 
von sechs coreciproken Schrauben, so werden æsa, ..., za, die 
Coordinaten einer Dyname von der Intensität va” auf derselben 
Schraube sein. Gleicherweise, wenn ß,, ..., ß, die Coordinaten 
einer Dyname von der Intensität 3" auf einer Schraube 8 be- 
zeichnen, bezogen auf dasselbe Coordinatensystem, so sind yĝ,,. 
yß, die Coordinaten einer Dyname von der Intensität yp” auf der 
Schraube $. Die Zusammensetzung der beiden Dynamen wa” und 
yp" geschieht nach bekannten Gesetzen und ist ganz unabhängig 
von dem Coordinatensystem. Die Lage und Intensität der Resul- 
tirenden hängt nur ab von den beiden gegebenen Dynamen und 
den numerischen Werthen von æ und y. Bilden wir die Coordi- 
naten der Resultirenden in Bezug auf- dasselbe zu Grunde liegende 
Coordinatensystem, so ist auf der Schraube œ, die Componente der 
ersten Dyname gleich væ, und diejenige der zweiten Dyname gleich 
yß,. Die Componente oder Coordinate der Resultirenden auf w, 
ist aber die Summe beider Einzeleomponenten. Wir haben also 
als Coordinaten der Resultirenden die Grössen 


anty +++; st HYP. 
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Wir wollen nun diese beiden Dynamen auf ein anderes System 
von sechs eoreciproken Schrauben beziehen, in welchem die Coor- 
dinaten von æ seien A,, ..., 4, und die von p übergehen in g, 
.., Ms. Die Coordinaten der Resultirenden von w«'’ und y8" in 
diesem neuen System werden dann sich ganz analog dem obigen 
ergeben als 
A F Yli e, CATY He- 

Und natürlich muss, da sie unabhängig ist vom Coordinatensystem 
die Resultirende in beiden Fällen nach Lage und Intensität dieselbe 
sein, welche Werthe auch immer æ, y haben mögen. Bezeichnen 
wir ganz allgemein durch $,, ..., 2, die Coordinaten einer Dy- 
name im ersten, und durch 9,, ..., 9, die Coordinaten derselben 
Dyname im zweiten System. Sei dann f(9,,..., 9,) irgend eine 
homogene Function der Dyname, die durch die Transformation der 
Coordinaten übergeht in F(y,,..., P) Dann haben wir also 


HER reg 3) Fer Flo, era Ps) 
als eine identische Gleichung, die immer erfüllt sein muss, wenn 
die durch 9, ..., 9, oder @,, ..., p; definirten Dynamen iden- 
tisch sind. Setzen wir statt der Abkürzungen $ und wieder die 
ursprünglichen Werthe, so muss also sein 


f(a, tyb, ..., TU HYR) = Fed ty, - VAHY) 

für jeden Werth des Verhältnisses i 
& 

Entwickeln wir also beiderseits nach den Potenzen dieser 
Grösse, so müssen die Coefficienten gleicher Potenzen auf beiden 
Seiten einander gleich sein. Dies giebt eine Reihe von Gleichun- 
gen, deren allgemeiner Typus in bekannter symbolischer Bezeich- 
nungsweise ist 

ð s ð a yet 
een =) =( ie 
(8, da, + Pe ða, f u, 4, kle FE 
Die hier auftretenden Formen sind aber diejenigen, welche die 
neuere Algebra als Emananten bezeichnet, und die man um ihrer 
geometrischen Bedeutung willen auch die Polarformen der Origi- 
nalformen nennen könnte. 
Die Betrachtung der ersten und zweiten Emanante ist für uns 
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hier von besonderem Interesse. Die Function f mag dabei eine 
ganz beliebige homogene Function ihrer Argumente sein. Wesent- 
lichen Werth erhalten die Betrachtungen natürlich erst dann, wenn 
wir für f bekannte, in unserer mechanischen Theorie vorkommende 
Formen wählen. Als solche wählen wir zunächst die im § 4 wieder 
aufgetretene Grösse R, welche im Allgemeinen bekanntlich die In- 
tensität der Dyname ausdrückt, also etwa für die Dyname « in 
unserem ersteren Coordinatensystem die Form hat: 


R=a+:-+0-+20,0(12)+:-- 


Das zweite Coordinatensystem wollen wir nun als ein besonderes 
so auswählen, dass es auf den absoluten Trägheitsschrauben liegt 
(Kap. XIV $ 18). Für dieses Coordinatensystem ist dann 


R= (å, +A,)’+(d, AH ld, Aa). 


Die Betrachtung der ersten Emanante giebt nun die neue Glei- 
chung 


Za;ßr + Fla;ßr + &% pp) (i, k) 
= (m+) +, )+ (u, m, ) (2+ 4,) tt As +A). 


Der Ausdruck auf der rechten Seite ist aber offenbar der Cosinus 
des Winkels zwischen « und 8, wenn die Intensitäten beider Dy- 
namen gleich der Einheit sind. Wir sehen somit: 

In.jedem Coordinatensystem von sechs coreeiproken 
Schrauben ist der Cosinus des Winkels zweier Schrauben 
«a, ß durch die Coordinaten dieser Schrauben und die 
Winkel zwischen den Coordinatenschrauben durch die 
Formel gegeben: 


cos(a, p) = Fa; + la; fr arbi) (i, k). 
Im Allgemeinen ist der Cosinus zweier Schrauben, multiplieirt in 
das Product. ihrer Intensitäten, gegeben durch den Ausdruck 


r AOR OR 
cos(d, @) = 49; yon +H PER 
Wenn demnach «, $, y drei Schrauben sind, die einer Ebene pa- 
rallel sind, und wenn 2 eine Schraube bezeichnet, welche auf dieser 


Ebene senkrecht steht, so müssen wir also haben 
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sa RN 
a, r da, 
„OR A: A 
AT. aaa ei 28, = 0 
-A RR: ag 
ee ru), 


Drei beliebige Schrauben können wir immer als Bestimmende eines 
Systems dritter Stufe betrachten, in dem es immer möglich ist, 
zu einer gegebenen Richtung eine parallele Schraube zu ziehen. 
Und wir können es auch dann immer erreichen, dass drei der 
Grössen v, ..., 9, verschwinden. Aus dieser Bemerkung ge- 
winnen wir also das Ergebniss, dass die Bedingung dafür, dass 
drei Schrauben «, 8, y einer und derselben Ebene parallel sein 
sollen, durch eine Determinante von dem Typus 

OR OR OR | 

da’ dm’ m 

| OR OR OR | 
| op, Op, $ EN | p x 
OR. aA 
on’ e T RN 
ausgedrückt wird. Diese Gleichungen sind jedenfalls auch erfüllt, 
wenn die drei Schrauben cocylindroidal sind. Aber für diesen Fall 
lassen sich einfachere Gleichungen aufstellen. Wenn nämlich y 
auf dem Cylindroid («, 8) liegt, so müssen die Relationen bestehen 


y, = 4a, + up, 


l Ys = Aas+ HP; 
sodass also die Bedingung, dass drei Schrauben «, f, y cocylin- 
droidal seien, sich durch jede Determinante von dem Typus 


A» 7] 
|» Bas Ya =0 
LA Ris Ya 


darstellt. 
Der Ort einer Schraube +, die senkrecht ist zu einer anderen 
Schraube «, ist gegeben durch die Gleichung 
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D, OR + +4, OR = 0. 
oa, Ô lts 


Wenn wir nun annehmen, dass die Coordinatenschrauben wieder 
coreciprok sind, so stellt diese Gleichung offenbar nichts anderes 
dar als alle die Schrauben, welche reciprok sind zu derjenigen, 
deren Coordinaten sind 
1 OR 1 OR 

2 90," ıp, da 
Es ist klar, dass alle zu einer Richtung normalen Schrauben nur 
dann zu der dieser Linie parallelen Schraube reciprok sein können, 
wenn der Parameter derselben unendlich gross wird, da anderer- 
seits die Gleichung 

(Ppa+Pps)ewws0 —dsinO = 0 
nicht zu erfüllen wäre. Wir sehen daher, dass die eben gegebenen 
Coordinatenausdrücke diejenigen für die Coordinaten einer zu « 
parallelen Schraube von unendlich grossem Parameter sind. Wenn 
dann æ eine willkürliche Constante bezeichnet, die also alle Werthe 
annehmen kann, so sind 


PENE OR A OR 
ae ET A | fe 2,00, 


die Coordinaten einer Schraube mit variabelem Parameter x, deren 
Träger mit dem von æ zusammenfällt. Dies Resultat war etwas 
umständlicher schon in Kapitel XIV erlangt worden. 

Wir wollen nun eine Function definiren, die gleich ist dem 
Parameter der Schraube œ multiplieirt in das Quadrat der Inten- 
sität einer auf œ wirkenden Dyname. Diese Function hat eine 
physikalische Bedeutung. Sie kann aufgefasst werden als der halbe 
Werth der Arbeit, der von einer Dyname auf æ in Bezug auf eine 
Windung um « geleistet wird, wenn die Amplitude der Windung 
gleich ist der Intensität der Dyname. Wenn diese Funetion auf 
irgend welches beliebige Coordinatensystem (A,, ..., 4,) bezogen 
wird, so wollen wir sie durch V bezeichnen. Wenn sie insbesondere 
auf ein coreciprokes System bezogen ist, so haben wir 


V = pai FEP ais 


Die Bildung der ersten Emanante giebt 
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oV oV 
2p ad + +27, t be, = U E skin.’ Er 


1 
Die linke Seite dieser Gleichungen stellt aber das Product des vir- 
tuellen Coefficienten zweier Schrauben «, 8 mit dem Product der 
Intensität der Dyname auf «@ und der Amplitude der Windung um 
8 dar. Wenn wir daher rechts, nach Ausführung der Diffe- 
rentiationen, diese letzteren Grössen der Einheit gleich setzen, 
so haben wir folgenden Ausdruck des virtuellen Coefficienten zweier 
Schrauben u, 2, bezogen auf ein ganz beliebiges, im Allge- 
meinen also nicht coreeiprokes Coordinatensystem: 
oV oV 
Mar met 2, 
Nehmen wir zum Beispiel an, die Schraube A sei reciprok zur 

ersten Coordinatenschraube, so haben wir dafür die Bedingung 

oV 

ðh 
Dies kann nun auch noch a posteriori in instructiver Weise nach- 
gewiesen werden. Wir haben nämlich hier 

V = pi” 

are rg 
EB H i T ie 

Wenn also jene Reciprocität stattfinden soll, so muss sein 


a 

a +24'p T EN 

Hier ist nun zunächst einiges zu sagen über die geometrische Be- 
deutung der vorgenommenen Differentiationen. Betrachten wir 
also eine Dyname Å, die auf ein Coordinatensystem von vollkom- 
mener Allgemeinheit bezogen ist. Nehmen wir dann an, dass eine 
der Coordinaten, etwa A,, variirt. Dann wird auch fortwährend 
die Lage von A sich ändern. Nehmen wir weitergehend nach und 
nach jede der sechs Coordinaten veränderlich, so werden wir also 
im ganzen sechs Wege haben, welche die Dyname å entsprechend 
den Aenderungen der Coordinaten durchläuft. Jeder dieser Wege 
ist nun natürlich eine geradlinige Fläche. Aber die geometrische 
Vorstellung einer Fläche ist allein nicht hinreichend um einen voll- 
kommenen Begriff, von diesen Wegen zu geben. Denn es händelt 


= 0. 
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sich ja hier nicht um reine Linien, sondern um Schrauben. Wir 
müssen also jeder Erzeugenden einer solchen Fläche eine lineare 
Strecke zuordnen, welche wir dann als den Parameter der corre- 
spondirenden Schraube zu bezeichnen haben. Nehmen wir also 
die ursprüngliche A und irgend eine andere Erzeugende einer sol- 
chen Fläche, so lässt sich durch beide ein Cylindroid legen. Es 
kann nun bewiesen werden, dass dieses Cylindroid eben der Weg 
ist, auf dem sich œ, bewegt, wenn die Coordinate A, sich ändert. 
Sei $ diejenige Schraube, welche entsteht durch eine Aenderung 
des Werthes von /,. Eine Dyname auf $, die die Intensität 9 
besitzt, hat Componenten, deren Intensitäten sind 9, ..., 9. 
Die Intensitäten der Componenten von å sind A, ..., Al. Aber 
es muss natürlich die Reihe von Verhältnissgleichungen bestehen: 


Se a o Te 

Ay As As 
Man kann nun jedenfalls 9’ so wählen, dass jedes dieser Verhält- 
nisse gleich —1 wird, sodass also, wenn 9’ und 4" beide in Be- 
zug auf die sechs allgemeinen Coordinatenschrauben zerlegt werden, 
die sämmtlichen Componenten mit Ausnahme von 3’ —4/ ver- 
schwinden. Aber dies ist nur möglich, wenn die erste Coordinaten- 
schraube, w,, auf dem Cylindroid (9, A) liegt. Hieraus ziehen wir 
also das allgemeine Resultat, dass jedes der so entstehenden sechs 
Cylindroide durch die entsprechende Coordinatenschraube gehen 
muss. Damit ist dann ein vollkommen klares Bild geschaffen von 
der Art und Weise, wie eine Schraube in Abhängigkeit von einer 
ihrer Coordinaten variirt. 

Fig. 19. Bezeichnen wir die sechs Co- 
ordinatenschrauben kurz durch 1, 
2, 3, 4, 5, 6. Dann construiren 
wir das Cylindroid (4,1) und be- 
stimmen diejenige Schraube 7 auf 
der Fläche, welche mit 2, 3, 4, 
5, 6 eine gemeinschaftliche Reci- 
proke hat. In der beistehenden 
Figur mögen die Geraden durch 
O ein Büschel von vier Strahlen 
bedeuten, die bez. parallel sind 
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zu vier Schrauben von (A,1). Sei OA parallel zu einer der beiden 
Hauptschrauben, O2 parallel zu 4, On zu n und Oc parallel zur 
ersten Coordinatenschraube. Der Winkel AO: sei durch A, der 
Winkel AOn durch B und der Winkel A0%A durch @ bezeichnet. 
Um die Coordinate A, zu finden müssen wir A’, eine Windung um 
À, zerlegen nach den Schrauben 7 und 1. Die Componente auf n 
kann dann weiter zerlegt werden nach den fünf übrigen Coordi- 
natenschrauben, da diese alle sechs ein System mit einer gemein- 
schaftlichen Reciproken bilden. Ist 7’ die Componente auf n, so 
ist 
4 2 4, Er 7 
sin(B—4A)  siny—B) sin(p—A) ’ 
und wenn a, b die Parameter der beiden Hauptschrauben von (4,1) 
sind, so ist 
pı = acos’y-+-bsin’gy. 
Ferner ist 
dp dp do 
Fe ar To, 
weil die Wirkung einer Aenderung von Å, in einer Verschiebung 
der Schraube auf dem Cylindroid besteht. Nun ist 


, — „ sin@g—B) 
} t sing = 4)’ 
und da die anderen Coordinaten nicht variiren sollen, so muss 


nothwendig 7' constant bleiben, sodass also 


dh _ , sin(B—A) 
R — 1 sin’y—A) 
und damit 
dp g. n (g— A) 
aa = (b a)sin2 g A ETN s DPM y 
Ebenso erhält man 
di 502 di Bl. N), Ba 
u na aT cos(p — A). 
Substituiren wir nun diese Werthe in die obige Gleichung 
BR di 
Al 
Ta dr T 
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wie wir nach Weglassung des Factors 4’ auch schreiben können, 
so erhalten wir 
a — btangg tang A. 

Dies ist aber nach Kapitel VI § 13 eine Form für die Bedingung 
der Reciprocität zweier Schrauben, die Anwendung findet, wenn 
die Schrauben bestimmt sind durch die Winkel, die sie mit den 
Hauptschrauben des Cylindroids machen. Hierdurch ist also in der 
That wieder gezeigt, dass 


die Bedingung ist, dass die Schraube å zur Schraube 1 reciprok ist. 
Die zweiten Emananten liefern die Gleichheit 


ð SAPA : ð ee 
(s, a 2) f= (m, N 7 z) F. 


Wenden wir dieselbe auf die beiden betrachteten Formen von f 
an, so erlangen wir nur Identitäten. Wenn wir aber f ganz all- 
gemein lassen, so lassen sich einige Resultate von Interesse erlan- 
gen, unter denen wir die Relation zwischen den sechs Parametern 
einer Gruppe coreciproker Schrauben herausgreifen, die uns den 
Anstoss zu dieser Digression gab. 

Wir können also die allgemeine Form f transformiren durch 
den Uebergang von einem System coreciproker Coordinatenschrauben 


zu einem andern derselben Art. Sind pP,, ..., Pe die Parameter 
der ersten Gruppe, q,, ..., 9, die der zweiten, so muss offenbar 
sein 


Pitt Ps oe; kit t ges: 
da beide Ausdrücke das Product des Parameters einer und der- 
selben Dyname in das Quadrat ihrer Intensität darstellen, nur be- 
zogen auf verschiedene Coordinatensysteme, von denen diese Grösse 
aber unabhängig ist. Wir multiplieiren die letzte Gleichung durch 
einen beliebigen Factor « und addiren zur obigen ersten Gleichung, 
Seite für Seite. Man erhält 


ô a A 
(8 TR +B, &) f+ae(lp b? Hp ße) 


FERIEN: ð ô i $ " $ 
== (u, F AE e sr) Felg u? tHg ug). 
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Betrachtet man die $ als Variabele, so stellt die gleich Null ge- 
setzte linke Seite ein räumliches Linien-(Schrauben-)Gebilde zweiter 
Ordnung dar. Wenn, um nach Analogie der Theorie der Flächen 
zweiter Ordnung zu reden, dieses Gebilde ein „centrales“ wäre, 
wenn es für dasselbe also eine kanonische Darstellung gäbe der 
Form 
at =, 
wo dann die a geradezu als Parameter eines neuen coreciproken 
Systems zu betrachten wären, so würde es eine Schraube in diesem 
System geben, zu der die Polaren aller anderen Schrauben in Be- 
zug auf das System reciprok wären, wenn wir, wie auch sonst in 
der Geometrie, unter Polare das geometrische Ergebniss der Bildung 
der ersten Emanante verstehen. Ausserdem würde aber die Dis- 
eriminante jener linken Seite dann verschwinden müssen. Wegen 
der Covarianteneigenschaft der Emanante gilt für die rechte Seite, 
was für die linke gilt, was hier übrigens auch sofort einleuchtet, 
da ja die Schrauben 8 und u völlig identisch sind. Bilden wir nun 
die Diseriminante, so stellt sich diese als Function von æ dar, und 
es müssen also die Verhältnisse der Coefficienten der verschiedenen 
Potenzen von æ in der Entwicklung nach æ durch die Transfor- 
mation eines coreciproken Systems in ein anderes nicht berührt 
werden. Gebrauchen wir die Abkürzung 
af 
md, In 


so ist die in Rede stehende Disceriminante 


futapı fiss fis» fus fis» fis 
fns Fat ap» foss fu» fas» fas 
Bo fa; foss HPs; fass fasa Pas 
far» fa» fis; fu tap, fis» fus 
far, fsa» fss3 fsa; fas ti fri 
fa; for» fos» fiis fa fse +EP: 


Wir betrachten nun das Verhältniss des Coefficienten von æ* zu 
dem von «°. Man sieht leicht, dass dasselbe dargestellt wird durch 


| 
S 


1 1 
ER 


Ball, Mechanik, 22 
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Dieser Ausdruck bleibt also vollkommen ungeändert beim 
Uebergang von einem coreciproken System zu einem andern. Neh- 
men wir jetzt wieder für f die Form R, durch welche das Qua- 
drat der Intensität einer Dyname ausgedrückt, und wählen wir 
insbesondere um für {= R den Werth von 


2 ky faite abs 
P, Ps 
zu ermitteln, für R die einfachste Darstellung, indem wir die ab- 
soluten Trägheitsschrauben als Coordinatensystem anwenden, was 
ja erlaubt ist, da dieselben auch coreeiprok sind, und für alle 


coreciproken Systeme g denselben Werth hat, also 
R = (a +a)’ + (a, +0) ++)", 


fa S fa = = se = 2; 


so ist 


also zunächst 
PR ORS l 2) 
nn UAN, 
Es besteht aber auch die Gleichung (Kap. XIV $ 7) 


1 Bar (a) > 
N Nee 


die auch eine Covariante von R ist. 
Diese Gleichung differentiiren wir partiell nach «,, so kommt 


2 OR SAUER = 7; 
P, ô = ht WE Zu, tu 0 
Hier ist aber 
OR OR abc 
da, Pr ða, , fa = fis = 2, 


fis = fa = fs = fis = 0, 


sodass wir zunächst erhalten 


rA SS 
p ona a 
Ebenso erhalten wir aber auch 
Een 2 
ag e 
an NR 
P; Pe 
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durch welche Gleichung auch diese erfüllt ist 


1 1 1 1 1 1 
— + 4.4 ++ 
ae a le a NE 


Wir haben als das Resultat, von dem wir ausgingen, wieder er- 
halten; und ausserdem von neuem den Nachweis geführt, dass bei 
einer Gruppe von sechs coreciproken Schrauben drei Parameter 
positiv und drei negativ sind, wobei aber wohl zu verstehen ist, 
dass die Gleichungen zwischen zwei Parametern, die wir oben 
erhielten, keineswegs für jedes coreciproke System, sondern nur 
für das specielle der absoluten Trägheitsschrauben bewiesen sind. 

Diese Untersuchungen auf dem Gebiete der Anwendung der 
neueren Algebra auf die Mechanik sind natürlich noch der Erwei- 
terung und Fortsetzung fähig. Wir begnügen uns aber hier mit 
dem Gegebenen, das ja nur den Zweck hatte, zu zeigen, wie die 
wichtige letzte Relation ein Ausfluss dieser allgemeineren Bezie- 
hungen ist, wie sie die Theorie der Covarianten liefert. Inter- 
essante Resultate ergeben sich namentlich noch durch Betrachtung 
der Hesse’schen Determinante einer Function von Schraubencoor- 
dinaten. 

Sail: 


Der Satz, dessen Betrachtung die drei letzten Capitel vornehm- 
lich gewidmet warem, kann, wie man übrigens schon aus § 4 zu 
ersehen vermag, leicht dahin verallgemeinert werden, dass die 
Summe der reciproken Werthe von n coreciproken Schrau- 
ben eines Systems nt“ Stufe eine Constante ist. Zunächst 
ist ja das Problem der Bestimmung der Maximalwerthe des Para- 
meters p, so wie es in $4 aufgefasst wurde, vollkommen identisch 


mit der Reduction der Gleichung 
F=p9#+--+p#+AR=0O 

eines Schraubengebildes zweiter Ordnung, wo å eine willkürliche 
Grösse bedeutet, auf eine canonische oder, wie wir wieder sagen 
wollen, centrale Form. Die Determinante nt" Ordnung, welche 
sich dort zur Bestimmung der Werthe p, gefunden hatte, ist nichts 
anderes, als die Discriminante der Form F. Die Diseriminante 
ist aber immer eine Invariante der Form F. Wenn wir sie also 
nach Potenzen von p, entwickeln, so müssen die Verhältnisse der 


22% 
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Coefficienten dieser einzelnen Potenzen beim Uebergang von einem 
System coreciproker Schrauben zum andern unverändert bleiben. 
Auf diese Weise wird man durch Betrachtung der Coefficienten 
der ersten Potenz von p, immer finden, dass die Summe 


einer Constanten gleich sein muss. Für die Fälle n = 2, n = 3 
ist der Satz ja übrigens auch schon durch seine geometrische Be- 
trachtungen erwiesen worden. Und es tritt schon aus jenen spe- 
ciellen Resultaten deutlich hervor, dass der constante Werth dieser 
Summe eine markante characteristische Bedeutung für das betref- 
fende System hat. 

Man kann sich den allgemeinen Satz auch durch eine ganz 
einfache Ueberlegung klar machen, wenn er für n = 6 einmal be- 
wiesen ist. Sei nämlich A das Schraubensystem %t°! Stufe und B 
das Reciprocalsystem. Wir wählen aus 3 dann 6—n coreeiproke 
Schrauben aus, und ebenso irgend welche n coreciproke Schrauben 
aus A. Dann haben wir also wieder eine Gruppe von 6 coreci- 
proken Schrauben, für die jedenfalls der Satz von $ 4 gilt. Aber 
die nur als Hülfselemente zugezogenen Schrauben von B können wir 
constant erhalten, während diejenigen von A durch das ganze System 
hindurch variirt werden mögen. Die Summe der reciproken Para- 
meter der 6—n ersten Schrauben bleibt also dann. absolut con- 
stant, und da die Summe aller sechs reciproken Parameter gleich 
Null ist, so muss der Satz noch für die n Schrauben des Systems A 
gelten. 


§ 8. 


Es ist sehr bemerkenswerth, dass es in einem Schrauben- 
system vierter Stufe immer eine Gerade giebt, welche System- 
schraube bleibt, welchen Werth man auch immer ihrem Parameter 
ertheilen möge. Es ist dies nämlich die Knotenlinie des reciproken 
Cylindroids. Es giebt also für einen Körper mit Freiheit vierten 
Grades immer eine Linie, um welche derselbe sich sowohl drehen, 
als auch längs welcher er gleiten kann. 

Um eine concrete Vorstellung von einem Körper mit Freiheit 
vierten Grades zu geben, erinnern wir an den Fall, dass ein Kör- 
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per gezwungen ist, stets mit einem seiner Puncte P auf einer ge- 
gebenen Curve zu bleiben. Es sind dann in der That vier Grössen 
zur Bestimmung einer Lage des Körpers erforderlich, nämlich: der 
Bogen der Curve von einem als Anfangspunct genommenen Puncte 
aus bis zum Puncte P, und ferner wieder die drei Winkel, welche 
die Lage dreier im Körper fester, mit diesem beweglichen Axen 
gegen drei feste Axen des Raumes bestimmen. An die Stelle 
dieser Winkel kann man auch drei Rotationen um drei im Puncte P 
sich schneidende Axen setzen. Beides kommt aber, wie man sieht, 
auf dasselbe hinaus. Das reciproke Oylindroid nimmt in diesem 
Falle eine specielle Form an. Es besteht dann offenbar aus lauter 
Schrauben vom Parameter Null, die auf den Normalen der Curve 
im Puncte P liegen. 


89. 

Wenn ein starrer Körper Freiheit vierten Grades hat, so ist für 
sein Gleichgewicht hinreichend und nothwendig, dass die auf ihn wir- 
kenden Kräfte stets eine Dyname auf einer Schraube des reciproken 
Cylindroids bilden. Wenn insbesondere das Gleichgewicht des Kör- 
pers durch eine Einzelkraft nicht soll gestört werden, so muss diese 
Kraft auf einer der beiden Schrauben vom Parameter Null des ge- 
nannten Cylindroids liegen. Wenn daher insbesondere der Para- 
meterkegelschnitt, der zu dieser Fläche gehört, eine Ellipse ist, so- 
dass es also keine reelle Schraube des Cylindroids giebt, die den 
Parameter Null besässe, dann ist die Erhaltung des Gleichgewichts 
bei Einwirkung einer Einzelkraft auf den Körper unmöglich. Wenn 
aber das Gleichgewicht bestehen kann für eine bestimmte Einzelkraft, 
so giebt es im Allgemeinen immer noch eine zweite Kraft, welche 
ebenfalls das Gleichgewicht des Körpers nicht stört. Denn die beiden 
Schrauben vom Parameter Null, die auf einem Cylindroid liegen, 
sind immer gleichzeitig reell, können aber allerdings auch zusammen- 
fallen*). Ein Kräftepaar in einer zur Knotenlinie des Cylindroids 
senkrechten Ebene, kann durch die Reaction der Widerstände neu- 
tralisirt werden. Es ist daher mit dem Gleichgewicht des Körpers 
wohl verträglich. Aber nur in diesem besonderen Falle. In jedem 
anderen stört die Anwesenheit eines Paares das Gleichgewicht. 


*) Siehe Kapitel XX. 
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$ 10. 


Wenn fünf Einzelkräfte an einem freien Körper im Gleich- 
gewichte sein sollen, so muss die fünfte immer als Resultante der 
andern vier sich darstellen lassen, sie muss aus jenen hergeleitet 
werden können, d. h. die fünf Kräfte müssen einem System vierter 
Stufe angehören. Und es ist insbesondere sofort klar, dass sie 
sämmtlich die beiden Schrauben vom Parameter Null des reci- 
proken Systems schneiden müssen. Wir haben also das Ergebniss, 
dass, wenn fünf Kräfte an einem freien starren Körper im Gleich- 
gewicht sind, immer zwei Linien gefunden werden können im all- 
gemeinen, die jene fünf Kräfte schneiden. Die fünf Kräfte gehören 
also wieder einem Strahlensystem erster Ordnung und Klasse an, 
dessen Leitstrahlen die beiden Schrauben vom Parameter Null auf 
dem Cylindroid sind, welches zu irgend vier derselben reciprok ist. 
Der Ort der fünften ist sonach immer bestimmt, wenn vier ge- 
geben sind. 

Sind nun A, ..., A, die Intensitäten jener fünf Kräfte, so 
ist das Verhältniss A,: A, bestimmt. Seien nämlich P,Q die 
zwei Schrauben vom Parameter Null auf dem Cylindroid; endlich 
seien, wenn wir nicht nur die Intensitäten sondern auch Lage und 
Richtung der Kräfte durch die Buchstaben A bezeichnen, X, Y 
zwei Schrauben, die reciprok sind zu A,, A,, und Z eine Schraube 
reciprok zu A,, A,,4A,. Zu den fünf Schrauben 


X, Y, P, Q, Z 


lässt sich immer eine Schraube J finden, die ihnen allen reciprok 
ist. Nun sind die vier Schrauben X, Y, P, Q reciprok zu dem 
Cylindroid (A,, A,) nach Construction. Folglich muss J, welches 
reciprok ist zu X, Y, P, Q, Z, auf dem Cylindroid (A,, A,) liegen. 
Sofern aber J betrachtet wird als Reciproke von P, Q, Z, die alle 
reciprok sind zu A,, A,, A,, muss es auch zu dem durch 4,, 4,. 4, 
bestimmten System dritter Stufe gehören. Es gehört also J so- 
wohl zu (4,,4,) als auch zu (4,,4,,4,). Wenn daher Kräfte 
auf den Strahlen A,, A,,..., A, im Gleichgewichte sind, so müssen 
die Kräfte auf A,, A, sich zusammensetzen in eine Dyname auf J. 
Durch diese Bedingung ist eben das Verhältniss A,: 4, bestimmt, 
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§ 11. 
Seien wieder fünf Kräfte A,,..., A, gegeben. Wir bestimmen 
dann die zwei Transversalen L, M, welche A,, ..., A, schneiden. 


Die so gefundenen Strahlen sehen wir als die Schrauben vom 
Parameter Null eines Cylindroids an und construiren danach diese 
Fläche. Auf diesem Cylindroid bestimmen wir dann noch diejenige 
Schraube X, die reciprok ist zu A,. 

Dann ist X reciprok zu allen fünf Kräften, und hat daher die 
Eigenschaft, dass diese bei keiner Bewegung eines freien Körpers, 
auf den sie angreifen, um die Schraube X Arbeit leisten. Die 
Schraube X ist ihrer ganzen Construction nach eindeutig bestimmt. 

Aus der Theorie der reciproken Schrauben folgt nun noch so- 
fort, dass eine Dyname auf X keine Arbeit leistet in Bezug auf 
Bewegungen des Körpers um eine der Schrauben A,, ..., 4,. 

Als specieller Fall kann hier der eintreten, dass A,,...., A; 
eine gemeinschaftliche Transversale besitzen. Dann ist eben X 
diese Transversale und der Parameter von X ist Null. In diesem 
Fall bedarf es nun keines weiteren Nachweises, dass A,, ..., 4, 
das Gleichgewicht eines Körpers nicht zu stören vermögen, der 
sich nur um X drehen kann. 


§ 12. 

Wir wollen nun den Fall betrachten, dass ein Körper mit 
Freiheit vierter Stufe einen Impuls erhält durch eine Dyname auf 
einer Schraube y. Und wir wollen die Coordinaten der zugehörigen 
instantanen Schraube 9 und auch die bei dem Impuls eintretenden 
Reactionen der Widerstände berechnen. 

Sind nun 4, u irgend zwei Schrauben des reciproken Cylin- 
droids, so können diese Reactionen immer dargestellt werden durch 
zwei Dynamen, die gleichzeitig auf /, resp. u wirken, und die 
Intensitäten A”, u" seien. Wenn wir die sechs absoluten Träg- 
heitsschrauben zum Coordinatensystem machen, so kann die an- 
fängliche Bewegung des Körpers so dargestellt werden, als ob er 
frei sei, aber als ob eine Dyname auf den Körper wirke, deren 
Coordinaten proportional den Grössen sind 9,9, -: +, 2%. Wenn 


wir daher den gegebenen Impuls mit den Reactionen zusammen- 
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setzen, so muss das Resultat dieser Zusammensetzung geradezu 
diese Dyname sein, deren Coordinaten wir eben angaben. Ist also 
h ein Proportionalitätsfactor, so haben wir die Gleichungen 


pie va MHA" À iig "m, 


ip, ,=r7 Muhr, Rs 


Multiplieiren wir die erste dieser Gleichungen durch A,, die zweite 
durch A,, u. s. w. die letzte durch 4, und addiren, so erhalten wir, 
mit Rücksichtnahme auf die Reciprocität von > und 4 


N Ina +å" EA} +u" Fi = 0 
und ganz analog 
N Ent" Ehutu" 8)? = 0. 


Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich die beiden Unbe- 
kannten 4”, w'' berechnen, wodurch die Reactionen der Wider- 
stände bei Beginn der Bewegung vollkommen bestimmt sind. 
Führt man dann die Werthe A", w in die obigen Gleichungen 
für die $ ein, so sind auch diese, d. h. durch sie die gesuchte in- 
stantane Schraube %, bestimmt. | 


§ 13. 


Wir wenden uns zur Bestimmung der Hauptträgheitsschrauben 
des Systems vierter Stufe. Als Coordinatensystem benutzen wir 
dabei wieder die absoluten Trägheitsschrauben. Sind dann «, p, 
y, ð irgend vier coreciproke Schrauben des Systems vierter Stufe, 
so können die Coordinaten irgend welcher anderen Schraube # des- 
selben Systems ausgedrückt werden durch die Darstellung 


2'9, = a 'a wc re dd, 
a'a, u a", PU BI "6. 
Seien wie im vorhergehenden A, u zwei Schrauben des reciproken 


Cylindroid.. Wenn dann 9 eine Hauptträgheitsschraube sein soll, 
so muss sein 
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hp (æa, HB +rY"Y,+0"d,) 
NN HM, 


ha pCa w +B" B+ Y"Y+0"0,) 
or N HN HH": 


Multiplieiren wir die erste dieser Gleichungen mit «,, die zweite 
mit @,, ..., die letzte mit «,, addiren und beachten, dass œ reci- 
prok ist zu 8, y, ô, A, m; führen wir ferner dieselbe Operation 
unter Anwendung der Grössen ß;, yi, d; durch, so erhalten wir 
endlich diese vier Gleichungen: 


a (Ia’—hpa) +6" EIap +y" 5ay +0" Iad = 
PDT Bew 1762,28 179) WE >) Van 12 7.7 = 
a" Say +8" Ißy Hy (3y°—hp,) +0" yò —Ö 
a' Sad +p" Ifd +y" 5yð +0" (58°— hps) =O, 


wo wir der Kürze wegen die Indices an den Grössen a, p, y, ô 
weggelassen haben. Aus diesen Gleichungen können die vier 
Grössen æ”, 8", y”, ð’ eliminirt werden, wodurch eine Gleichung 
vierten Grades für- erhalten wird. Wenn A bekannt ist, bestim- 
men sich a", 8", y", ð', sodass dann die vier Hauptträgheits- 
schrauben bekannt sind. 


$ 14. 


Das schon mehrfach, auch im vorigen Kapitel wieder, be- 
sprochene Euler’sche Theorem kann hier in sehr interessanter 
Weise verwandt werden zur Bestimmung der instantanen Schraube, 
die einer gegebenen impulsiven Schraube entspricht. 

Wenn ein Körper einen Impuls erhält durch eine Dyname 
auf einer Schraube y, während er gezwungen ist, sich um eine 
vorgegebene Schraube 9 zu bewegen, so ist der Ausdruck für die 
bei der Windung um 3 erlangte kinetische Energie bekanntlich 


3 
MIN 


2 
Ug 


Wenn nun 9, 9,, 9, 9, die Coordinaten von 9 sind, bezogen 
auf die vier Hauptträgheitsschrauben des Systems vierter Stufe, 
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dann haben wir in bekannter Weise 
N EEE e í € 2 

9, = (P, FPN Pr PTS +P, Na 3) 

mu Hud, Huo Huw. 
Soll der Körper die Schraube $ frei wählen können, in welchem 
Falle sie also die zu 7 gehörige instantane Schraube ist, so müssen 
nach Euler’s Satz die vier unabhängigen Variabeln 4,4, y, I, 
so bestimmt werden, dass der Quotient 


a _ C A Ama n oan Aaa AAA 


2 2 2 292 2 92 2.9.2 
u; u tur tu tu 


ein Maximum wird. Es scheint nicht nöthig, die einfache Rech- 
nung hier durchzuführen. Man findet leicht, dass die gesuchten 
Werthe 9, 9,, $,, $, proportional sein müssen respective zu den 
Werthen 
P: Poo P:s Poh 
2 


F u Ban: u; 
Wir hätten diese Methode schon früher auch bei Betrachtung der 
anderen Freiheitsgrade anwenden können, und würden damit ebenso 
wie hier die früher allgemein erhaltenen Resultate bestätigt ge- 


funden haben. 
$ 15. 

Wir fügen hier noch einige ganz allgemeine Betrachtungen an 
über das Problem der Bestimmung der instantanen Schraube, die 
zu einer gegebenen impulsiven Schraube gehört. Diese Ueber- 
legungen werden veranlasst durch den Umstand, dass für diese 
Bestimmung, wenn der Körper Freiheit vierten Grades hat, die 
Methode, welche wir für Freiheit zweiten und dritten Grades anwen- 
den konnten, nicht zum Ziel führte. Wir haben in Kapitel IX $ 3 
ganz allgemein die Berechnung der Coordinaten der instantanen 
Schraube aus denen der impulsiven gelehrt, wenn der Körper, um 
den es sich handelt, vollkommen frei ist. 

Es muss nun beachtet werden, dass der Zusammenhang zwi- 
schen diesen beiden Schrauben einzig bestimmt wird von den drei 
Hauptaxen des Körpers und den Trägheitsradien um diese Axen*). 


*) Siehe hierzu Kapitel VIII, 
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Wir können diese Bemerkung suceineter ausdrücken, wenn wir 
von der Vorstellung des Poinsot’schen Ellipsoids Gebrauch machen. 
Der Mittelpunkt dieser Fläche ist in dem besonderen Falle, wo sie 
Centralellipsoid heisst, im Trägheitsmittelpunkte des Körpers ge- 
legen. Die Hauptaxen des Körpers fallen der Richtung nach zu- 
sanmen mit den Hauptaxen der Fläche und die Länge der letz- 
teren Axen sind durch die reciproken Werthe der correspondirenden 
Trägheitsradien gegeben. Wenn daher die impulsive Schraube ge- 
geben ist, so muss es möglich sein, mit Hülfe des Centralellipsoids 
allein die zugehörige instantane Schraube zu bestimmen, wie dies 
übrigens auch schon von uns im Kapitel VIII ausgeführt worden ist. 

Wenn eine Schaar starrer Körper gegeben ist, von denen jeder 
neın bestimmte Bedingungen erfüllt, so werden diese sämmtlichen 
Körper ein gemeinschaftliches Poinsot’sches Ellipsoid haben. Wenn 
daan eine impulsive Dyname auf einer Schraube y auf irgend einen 
dieser Körper wirkt und dieser in Folge dessen eine Windungs- 
bewegung um eine Schraube $ annimmt, so wird derselbe Impuls 
au’ derselben Schraube 7 jeden andern Körper der Schaar eine 
Windung um dieselbe instantane Schraube 9 ertheilen. Wenn 
insbesondere die Massen aller dieser Körper gleich sind, dann 
werden auch, wie man aus Kapitel VIII sieht, die Windungsge- 
schwindigkeit und die in Folge jenes Impulses erlangte kinetische 
Energie dieselben sein, auf welches Glied der Schaar von Körpern 
gleichen Poinsot’schen Ellipsoids man auch den Impuls habe wirken 
lassen. 


§ 16. 
Wenn die Coordinaten einer Schraube, an der Zahl n, einer 
linearen homogenen Gleichung genügen 
amr+ta,I, + +00, 


so wollen wir sagen, dass die Schraube — die, als durch n Schrauben 
bestimmt, Element eines Systems n'" Stufe ist — einer Ableitung 
oder Gruppe erster Ordnung des Systems n!" Stufe ange- 
hö:t. Erinnern wir uns der allgemeinsten Form der Reciprocitäts- 
gleichung zweier Schrauben 9, €, nämlich 


PET Puin In = O0, 
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so sehen wir, dass die anfänglich aufgestellte lineare Gleichung alle 
diejenigen Schrauben darstellt, welche reciprok sind einer Schraube 
&, die dem System n'" Stufe angehört und die Coordinaten hat 


ha, ha, 
Ba i 


P, Pn 
wo h ein Proportionalitätsfactor ist. Alle diese Schrauben sind 
also reciprok zu & und 6—n Schrauben des dem Originalsystem 
reciproken Systems, also zu 7—n Schrauben und gehören somit 
einem Schraubensystem (na—1)'“" Stufe an. Durch die Ableitung 
wird also immer die Stufenzahl um eins erniedrigt (siehe Kap. XIV). 
l In ganz analoger Weise gelangen wir zu der Schrauben- 
gruppe (n — 1)" Stufe und zweiter Ordnung. Alle Schrauben eines 
Systemes n'“” Stufe, deren Coordinaten einer homogenen Gleichung 
zweiten Grades genügen, bilden eine solche Gruppe. Man kann 
sich diese Erniedrigung der Stufenzahl durch eine Gleichung, der 
` die Schraube $ genügen muss, ja leicht erklären. Wenn eine 
Schraube einem System n"! Stufe angehört, so muss sie 6—n Be- 
dingungen genügen. Tritt nun noch eine Bedingung hinzu, so ge- 
nügt die Schraube also 6—n-+1 = 6—(n—1) Bedingungen, ge- 

hört also einem System (rn — 1)" Stufe an. 

Wenn wir nun aus einem gegebenen Schraubensystem n'° 
Stufe A eine Schraubengruppe (n—1)* Stufe und zweiten Grades 
durch eine homogene Gleichung zweiten Grades U = O ausscheiden, 
dann definiren wir als Polare*) einer Schraube 9 in Hinsicht auf 
die Gruppe U = O diejenige Schraube von A, deren » Coordinaten 


*) Siehe die Angaben über die Emananten, die im § 6 dieses Kapitels 
gemacht wurden. Ist U = 0 die Gleichung zweiten Grades, von der oben die 
Rede ist, so ist die erste Emanante 

oU ðU 
bi ELN aiie aT 


PAE PRE: AEREA EL, i 
Pı Sı 2pı 0, ie j 2 pn Od’ 


oder 


Uia z ' ; ; 
wo die ai lineare homogene Ausdrücke in den % sind. Das Verschwinden 


dieser Emanante besagt dann, dass die Schraube & reciprok ist zu der Schraube 


1 U 
mit den Coordinaten An 
2p, 0% 
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proportional sind zu den Grössen 
ToU 17.00 
Be Er o Oo 
wobei immer vorausgesetzt ist, dass die Coordinatenschrauben ein 
coreciprokes System bilden. 


$ 17. 
Die kinetische Energie eines um eine Schraube eines Systems 
n" Stufe sich bewegenden Körpers, dessen Windungsgeschwindig- 
dd 


keit Fr: ist, wird bekanntlich durch den Ausdruck gegeben 
( 


QI 2 
ya ) (WI + +u9%), 


wean als Coordinatensystem die Hauptträgheitsschrauben gewählt 
sinl. Setzen wir nun 

wur +- Hui =, 
so wird dadurch die Schraube 9 ein Element einer Schrauben- 
gruppe (a—1)'" Stufe und zweiter Ordnung. Diese Gruppe ist 
nur ersichtlich imaginär. Die kinetische Energie eines Körpers, 
der sich um eine dieser Schrauben bewegt, ist Null. Sir R. Ball 
nemt diese Gruppe die kinetische Gruppe. Dieselbe hat auch 
ihre geometrisch-mechanische Bedeutung, die wol zuerst von Herrn 
Feix Klein angegeben worden ist, weshalb wir sie auch die 
Klsin’sche Gruppe nennen werden. Wenn einem Körper nämlich 
um eine Schraube 9 mit den Coordinaten 9,, ..., Jn, in Bezug 
auf die Hauptträgheitsaxen, eine Windungsgeschwindigkeit ertheilt 
worden ist, so sind die Coordinaten der zugehörigen impulsiven 
Schraube 

ur, U Pn 

OTU ORTES 
Sol also diese impulsive Schraube reciprok sein zu der instan- 
taen Schraube, so haben wir die Gleichung zu erfüllen 

2 2 € 

y ae ee; En RN 


ode: 
UN etui Da = O. 
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Die Klein’sche Gruppe (n—1)®" Stufe und zweiter Ordnung 
von Schrauben aus einem System nte Stufe besteht also aus den- 
jenigen Schrauben des letzteren Systems, die, als instantane Schrau- 
ben betrachtet, den zugehörigen impulsiven Schrauben reciprok sind. 

Beachten wir nun noch, dass die Schraube mit den Coordi- 
naten, die proportional sind den Grössen 

ur, u 

DR SEN NG 5 
nach der Definition des $ 16 die Polare der Schraube 9 in Bezug 
auf die Klein’sche Gruppe ist, so können wir folgenden Satz aus- 
sprechen: 

„Der Freiheitsgrad eines zu einer bestimmten Zeit 
ruhenden Körpers ist durch ein Schraubensystem A be- 
stimmt. Wenn dann der Körper einen Impuls erhält 
durch eine Dyname auf einer Schraube y des Systems A, 
so wird seine Bewegung beginnen um diejenige Schraube 
3, deren Polare in Bezug auf die Klein’sche Gruppe von 
A eben jene Schraube y ist.“ 


818. 

Wenn ein starrer Körper mit Freiheit nt" Grades aus einer 
Lage stabilen Gleichgewichts entfernt wird durch eine Windung 
um eine Schraube 9, deren Coordinaten mit Bezug auf die 
n Hauptpotentialschrauben des zugehörigen Schraubensystems n'° 
Stufe sind $, 9,, ..., Fn, dann ist die von den auf den Körper 
wirkenden Kräften hierbei geleistete Arbeit — oder auch die po- 
tentielle Energie des Körpers in seiner neuen Lage — proportional 
der Grösse 

U HH. 

Die Componenten der Dyname, welche nach dieser Bewegung 
auf den Körper wirkt, sind, in demselben Coordinatensystem, pro- 
portional den Grössen 


RR or 1) 


TB: an "SER; Wi 
wo wir durch 
V=uH1++u—=0 
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eine dem ursprünglichen System »'" Stufe angehörige Gruppe 
(n—1)" Stufe und zweiter Ordnung bestimmen. Nach unserer 
Definition wirkt diese Dyname also auf einer Schraube, welche die 
Polare von 9 ist in Bezug auf die Gruppe V= 0. Sir Ball 
nennt diese Gruppe die Potentialgruppe. 

Wenn also ein Körper aus einer Lage stabilen Gleichgewichtes 
durch eine Windung um eine Schraube des zugehörigen Systems 
n" Stufe entfernt wird, so wirkt in der neuen Lage des Körpers 
eine Dyname auf den Körper auf jener Schraube, die die Polare 
von 2 in Bezug auf die Potentialgruppe ist. 

Die Schraube $ und ihre Polare sind wieder reciprok. Ueber- 
haupt gilt der Satz: 

Wenn die linke Seite der Gleichung einer Schraubengruppe 
(n—1)'" Stufe und zweiter Ordnung auf die Normalform einer 
Summe von n Quadraten gebracht ist, so ist jede Schraube des 
Systems »'" Stufe, dem die Gruppe angehört, ihrer Polare in Be- 
zug auf jene Gruppe reciprok. Denn wenn 

G = a F? + +4, = O0 
die Gruppe ist, so sind die Coordinaten der Polare 7 einer Schraube 2 

= EH oG EPE. a ER h = 1 06 _ _a% 
2p, 99, Mh. ©. 06 O Ps 

Sollen also 9, 7 reciprok sein, so muss 

PI, MT Pnr InN = 0 
sein, was durch Substitution der Werthe von 7 zu der richtigen 
Gleichung führt 

Gis 

Die Schraube 4 fällt mit ihren Polaren zusammen in jener Gruppe, 
für die 
iii: TE 
2m 0% 
Dies ist aber offenbar die Gruppe 

P = p tpr = 0, 
oder die Gruppe der Schrauben vom Parameter Null, die wir als 
Parametergruppe vielleicht bezeichnen dürfen. In diesem Falle 
ist die Reciprocität von $ mit ihrer Polare besonders evident, denn 


D 
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eine Einzelkraft längs einer Geraden (Dyname auf einer Schraube 
vom Parameter Null) leistet bekanntlich keine Arbeit in Bezug auf 
eine Rotation um diese Gerade (Windung um eine Schraube vom 
Parameter Null). 

Da die Identität besteht 


Se A LE A A 
op, * Opn de, ir mG, 
so können wir folgenden Satz aussprechen : 

Sind «æ, 8 zwei Schrauben, und n, ¢ ihre Polaren; ist 
dann ferner æ reciprok zu č, so ist auch p reciprok zu y. 
Zwei solche Schrauben «œ, 8 mögen einander conjugirt heissen. 

Ist die linke Seite der Gleichung einer Gruppe als allgemeinste 
homogene Function zweiten Grades von n Argumenten gegeben, so 
sind zur Reduction auf die hier immer angewandte Normalform 
nur Betrachtungen anzuwenden, welche schon öfters in unseren 
Entwicklungen aufgetreten sind. Wir brauchen dieselben also hier 
wohl nicht in extenso wiederzugeben, sondern dürfen uns damit 
begnügen, die Resultate herzusetzen, was wir in folgender Form 
nach Sir Ball thun: 

Wenn die Discriminante der allgemeinen Gleichung der Gruppe 
zweiten Grades verschwindet, so besitzt die Gruppe eine besondere 
— vielleicht als „central“ zu bezeichnende — Schraube, zu der 
die Polaren aller anderen Schrauben reciprok sind. 

Die Gleichung der Gruppe wird sich immer in der Normal- 
form darstellen, wenn als Coordinatensystem » solche Schrauben 
gewählt werden, von denen jedes Paar einander conjugirt ist. 

Im allgemeinen sind in jeder Gruppe (ra—1)" Stufe n Schrau- 
ben vorhanden, die mit ihren Polaren zusammenfallen. Endlich 
kann man r Schrauben finden, von denen jedes Paar conjugirt ist 
mit Rücksicht auf jede von zwei gegebenen Gruppen der hier be- 
trachteten Art. 


8 19. 

Sind U = 0 und V = O die resp. Gleichungen der Klein’schen 
Gruppe und der Potentialgruppe, wobei wir annehmen, dass die 
Formen U und V in ihrer allgemeinsten Gestalt gegeben sind, so 
giebt es bekanntlich immer eine solche lineare Transformation der 
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Coordinaten, durch welche U und V gleichzeitig auf die Summe 
von n Quadraten gebracht werden können. Das neue Coordinaten- 
system ist dann sowohl das System der Hauptträgheitsschrauben 
— denn es bringt die Klein’sche Gruppe auf die Normalform — 
als auch das System der Hauptpotentialschrauben — denn es bringt 
die Potentialgruppe ebenfalls auf die Normalform — also das System 
der harmonischen Schrauben. 

Es mag hier noch bemerkt werden, dass jede in allgemeinen 
Coordinaten gegebene Gruppe zweiter Ordnung U auf die Normal- 
form für ein System n coreciproker Schrauben des die 
Gruppe umfassenden Systems n'° Stufe gebracht werden kann. 
Denn in allgemeinen Coordinaten wird auch die Parametergruppe 
die Normalform nicht besitzen. Die Gruppen U = O und P = 0 
können aber immer gleichzeitig in die Form einer Summe von % 
Quadraten gebracht werden. Wenn das aber bei P stattfindet, so 
ist bekannt, dass das zu Grunde gelegte Coordinatensystem ein co- 
reciprokes ist. 


Kapitel XVII. 
Kinetik starrer Systeme mit Freiheit fünften Grades. 


Sil: 

Der Satz, dass es eine bestimmte Schraube giebt, die zu fünf 
gegebenen Schrauben reciprok ist, erscheint von so grosser Wich- 
tigkeit, dass wir ihm eine ausführliche Betrachtung, nach allen 
Richtungen hin, mit elementaren Mitteln widmen wollen. Wir 
reproduciren zu dem Zwecke zunächst einiges aus Kapitel VI § 7. 
Seien also die Gleichungen der fünf gegebenen Schrauben 

ap o Yyı a 


z 
k - 
raa = ——— (Parameter =g,), ke. 


k Pr ki 


und diejenigen der gesuchten Schraube 


, j ' 
æ&— a — z—z 
ne e E A e E EN (Parameter = ọ). 
a P Y 
Die Bedingung der Reciproeität der letzteren zu den erst gegebenen 
Ball, Mechanik, 23 
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fünf Schrauben liefert dann fünf Gleichungen der Form 
a ete) t Yr Yr — Br +e eH) HA 
(D Hyi eHe) HPE try — ee’) 
+p,laz'— ya) +y, (ba — ay") 
=D. 

Aus diesen fünf Gleichungen können die Verhältnisse der sechs 
Grössen 

a, ß, y, ry—ß2', az'— ya’, pa'—ay' 
bestimmt werden, und die Einführung der erhaltenen Werthe in 
die Identität liefert die Gleichung zur Berechnung des Werthes 
von 0. 

Diese Gleichung kann nun in eleganter Form mit Hülfe von 
Determinanten dargestellt werden. Man denke sich, um zu diesen 
Determinanten zu gelangen, einmal das mit œ multiplieirte Glied 
in den Gleichungen (I) auf die linke Seite gebracht, dann das mit 
8 und endlich das mit y multiplieirte. Die Determinanten der 
linken Seiten der Gleichungen, nach Abtrennung des von o ab- 
hängigen Theils, in diesen drei Fällen bezeichne man der Reihe 
nach mit P, Q, R. Wir schreiben, um der Vorstellung einen An- 
halt zu bieten, die Determinante P hin; Q und R erhält man aus 
dieser durch einfache ceyklische Vertauschungen. Es ist also 


etz an, On tah— Ne ar Br N 

Gt N: th Ya, Ar Par % 

ee Biy tbi ur a Ps |“ 
ud +, —Y,; Hure ua %r Por % 
ta Y, NEN: a Bo V 

Aehnlich bilde man die Determinante 

th ah At AH Bir 

tr — 2.2, +, — T Yas aY H 2a — Y0, Par Va 


L= | 0,0, +Y Y — 2 bs, 9; T a ias ta — Ya s, Ps» ”s | 


Q, %4 +7,% Se f, ‚0, ß, +2, Oy — Yas hr +7, ß, y%; p, Yu 
190, +H Ys Ys —2, P; ‚8, p; F2; As — T; Ys, Qs Ys H2 ß; —y0;; Ps 7 
und die beiden anderen M, N, welche sich durch cyclische Ver- 
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tauschungen aus Z ergeben. Dann wird die Gleichung für ọ 
(PP+Q@’+RY)e+PL+QM-+H-RN—=O. 

Durch diese Gleichung ist nun bewiesen, dass nicht nur die Coor- 

dinaten, sondern auch der Parameter der zu fünf gegebenen 

Schrauben reciprok in linearer Weise gefunden wird, dass es 

also in der That nur eine solche Schraube giebt. 


$ 2. 

Wenn sechs gegebene Schrauben A,, ..., A, zu einer und 
derselben Schraube T reciprok sind, so können sie nicht unab- 
hängig von einander sein, sondern es muss eine Relation zwischen 
ihnen stattfinden. In Schraubencoordinaten — im Sinne dieses 
Werkes — ausgedrückt, ist diese Relation gegeben durch das Ver- 
schwinden der Determinante 


Ez; 


EAE E P R ARE A 


Wenn wir aber die Schrauben A wieder so darstellen, wie im 
vorigen Paragraphen, also A, durch 


CIE: 


— [= àn Ap £ (Parameter = ọ,) 
t; Pr Yr 
und für T die Gleichungen aufstellen 
PH Uen 4 


Pia = ab su ange 0), 
so ist die Bedingung für die Reciprocität von T und A, 
(0+0, (Ca, ++ Ir Br It Ye — 78) 


+2,(Ba,—aß,) = 0. 
Solcher Gleichungen haben wir also sechs, entsprechend den 
Werthen der Indices 1, ..., 6. Durch Elimination der sechs 
Grössen 


23% 
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oa, ofp, 0%, u P, 7 

aus ihnen erhalten wir 

at ye Beta Na VoH Y s Bir Y 
[RENI P:n PaO tH AZ — Y,%,, Ya 0a H PaT — A Ya Œa, Pa» Yə 
A0 +Y, Ya — P323» Pr +0,2 — Yit Ys 03 +H B323 — A Ys» Q, Par 73| 
Nu TP BF Nit nU FEE T ta Bo Yal 
| A0 +Y Ys — Ps2» B O tA 2m Yn Ys Ot PeZ A Yi Aa Bar Ys 
EN ARE Bot ns tr Yan Car Bar Ye 


| 


Diese Determinante wird durch Transformation auf irgend wetche 
parallele Axen nicht geändert. Ihr Verschwinden ist daher die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass sechs Schrau- 
ben gleichzeitig einer siebenten reciprok sind. Die anfänglich ge- 
machte Annahme, dass 7 durch den Anfangspunct gehe, hat also 
die Allgemeinheit des Resultats nicht beeinträchtigt. 

Da A linear ist in den Grössen =, Yı, 2, so folgt, dass alle 
Schrauben von gegebenem Parameter, die zu einer und derselben 
Schraube reciprok sind, in einer Ebene liegen. 

Da A auch linear ist in Bezug auf die Grössen q,, fi, Yı, 50 
folgt insbesondere der Satz von Moebius, der in Kapitel X111$3 
gegeben wurde, dass alle Schrauben von gegebenem Parameter, 
welche durch einen Punct P gehen und einer und derselben 
Schraube reciprok sind, in einer Ebene liegen. 

Nennen wir überhaupt die Determinante A kurz die Deter- 
minante der sechs Schrauben A, so können wir also die folgenden 
fünf gleichbedeutenden Sätze aussprechen: 

1. Wenn die Determinante von sechs Schrauben verschwin- 
det, so sind diese Schrauben alle einer und derselben Schraube 
reciprok. 

2. Alle solche sechs Schrauben gehören einem Schrauben- 
system fünfter Stufe an. 

3. Die Intensitäten von Dynamen, die auf solchen Schrauben 
auf einen freien Körper wirken, können immer so bestimmt wer- 
den, dass die sechs Dynamen im Gleichgewicht sind. 

4. Die Windungsgeschwindigkeiten eines Körpers um sechs 
solche Schrauben lassen sich immer so bestimmen, dass die Ge- 
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sammtheit aller sechs Windungen äquivalent der Windung Null 
ist, oder 

5. Man kann dem Körper immer sechs solche Windungen 
um solche Schrauben ertheilen, dass er nach der sechsten wieder 
die Lage einnimmt, die er vor der ersten besass. 

Wenn sieben Dynamen im Gleichgewicht sind (oder sieben 
Windungen sich neutralisiren), dann ist die Intensität irgend einer 
derselben (oder die Amplitude irgend einer der Windungen) pro- 
portional der Determinante der sechs anderen Schrauben. 


Damit ein Körper mit Freiheit fünften Grades im Gleichgewicht 
verharren könne, ist nothwendig und hinreichend, dass die auf ihn 
wirkenden Kräfte eine Dyname bilden, die auf derjenigen einzigen 
Schraube wirkt, welche reciprok ist zu dem in diesem Falle zum 
Körper gehörigen Schraubensysteme fünfter Stufe. Daraus ersehen 
wir, dass es nicht möglich einen Körper mit Freiheit fünften Gra- 
des unter dem Einfluss der Schwerkraft im Gleichgewicht zu er- 
halten, wenn nicht jene einzige Schraube den Parameter Null hat 
und mit der Verticalen durch den Trägheitsmittelpunkt des Körpers 
zusammenfällt. 

Wenn die sechs Schrauben A, ..., A, des § 2 alle den Pa- 
rameter Null haben, so wird ihre Determinante 


Œi pi» Yis YYyıaßı, 2,0, — 2, Ys ya, 
en Pr Yar” Yatar abas tn Yo 
Yas YaYs— ah ll shi — Yt 
Pi; ZE VY — 2i b: Zay Yon 2, Pa — Yta | 
Os; Ps» Vs Ys Ys — 2 Ps» Zs Us — Vs Ys v, Ps — Ys Qs 


Qg» Ba» Var Yale Prr U — Te Yos te Be — Yo Qs 


j 


Eine Dyname auf einer Schraube vom Parameter Null ist nichts 
anderes als eine Einzelkraft, die längs dem Träger der Schraube 
wirkt. Wenn also sechs Kräfte auf einen freien Körper wirken . 
auf sechs Geraden, deren Determinante Null ist, so sind diese 
Kräfte im Gleichgewicht und umgekehrt, ist das Verschwinden von 
A die hinreichende und nothwendige Bedingung für das Gleich- 
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gewicht der Kräfte. Für diesen speciellen Fall wurde die Deter- 
minante A zuerst von Herrn Sylvester aufgestellt, in den Comptes 
rendus, tome 52, pag. 816. Er drückte die geometrische Beziehung, 
welche zwischen den Richtungen linear der sechs Kräfte besteht, 
wenn A = Q0, dadurch aus, dass er sagte, die sechs Geraden seien 
in Involution. Die Beibehaltung dieses Wortes, das in der Geo- 
metrie schon eine ganz bestimmte, aber, von der durch A=0 
ausgedrückten Eigenschaft von sechs Raumgeraden, sehr verschie- 
dene, Bedeutung hat, würde sich nicht empfohlen haben. Sie ist 
aber auch überflüssig geworden in Folge der wenige Jahre später 
von Plücker geschaffenen und bald nachher auch in extenso pu- 
blieirten Theorie der Liniencomplexe. Die letzte Gleichung 
A=0 

ist eben für variabele æ, Pi, Yi; 2; 4, 2, nichts anderes als die 
Gleichung des durch fünf seiner Strahlen A,, ..., A, bestimmten 
Complexes erster Ordnung; oder die Bedingung, dass die sechs 
Strahlen A,, ..., A, diesem Complex angehören. 

Wir haben hier nur wieder gefunden, was schon auf pag. 113 
gezeigt worden war, dass nämlich das Schraubensystem fünfter 
Stufe einen linearen Complex bildet. 

Kehren wir wieder insbesondere zu den eben betrachteten im 
Gleichgewicht befindlichen sechs Kräften zurück, so ist also auch 
wieder eine jede derselben aus den anderen fünf herleitbar, oder, 
wie dies ja schon klar war, ihre Richtungslinien gehören einem 
System fünfter Stufe an. Es lässt sich also immer eine und nur 
eine Schraube X bestimmen, die reciprok ist zu allen sechs Schrau- 
ben A,,..., A Wenn also ein Körper nur fähig wäre, sich um X 
zu bewegen, so würden demnach die sechs Kräfte A,, ..., A, nicht 
nur unter sich ein Gleichgewicht sein, sondern jede einzelne wäre 
auch unfähig, das Gleichgewicht eines nur um X bewegbaren 
Körpers zu stören. 

Während im allgemeinen ein Körper, der Windungen um 


sechs Schrauben von irgend welchen Parametern ausführen kann, 


vollständig frei ist, kann auf Grund unserer Theorie leicht sofort 
eingesehen werden, dass dies nicht der Fall sein wird, wenn der 
Körper Drehungen um jede der Geraden A,, ..., A, ausführen 
kann. Denn diese Geraden gehören ja einem System fünfter Stufe 
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an. Dieser Satz ist durch Moebius ziemlich umständlich durch 
die älteren Methoden bewiesen worden. 

Ebenso ist Folgendes sofort klar. Wenn ein starrer Körper 
vollkommen frei ist, so kann eine Dyname auf jeder Schraube des 
Raumes ihn in Bewegung setzen. Wenn er aber nur um die sechs 
Geraden A,, ..., A, Drehungen anführen kann, so ist dies nicht 
mehr möglich. Denn eine Dyname auf der vorhin mit X bezeich- 
neten Schraube vermag dem Körper keine Bewegung zu ertheilen. 


$4. 


Zu irgend vier Strahlen eines linearen Complexes giebt es 
zwei und nur zwei gemeinschaftliche Transversalen. Diese gehören 
ebenfalls dem Complex an und sind die Leitgeraden irgend eines 
in dem Complex enthaltenen Strahlensystems erster Ordnung und 
Klasse. Man kann dies im Rahmen unserer Theorie leicht so 
zeigen. Durch die Schraube X, die wir vorhin als gemeinschaft- 
liche Reeiproke zu A,, ..., A, construirten, legen wir irgend ein 
beliebiges Cylindroid. Die beiden Schrauben vom Parameter Null 
auf dieser Fläche haben die angegebene Eigenschaft. Denn jede 
Transversale dieser beiden Schrauben, als Richtungslinie einer 
Kraft betrachtet, ist reciprok zu dem Cylindroid, also auch zu X. 
Die Gesammtheit aller zu X reciproken Schrauben ist aber das 
Schraubensystem fünfter Stufe oder der lineare Complex, zu dem 
A,, ..., A,, gehören. Man kann auch umgekehrt verfahren und 
zeigen, dass das Cylindroid durch die gemeinsamen Transversalen 
irgend welcher vier von den sechs Geraden durch X geht. Die A 
sind als Richtungslinien von Kräften Schrauben vom Parameter 
Null. Werden also die zwei Transversalen g, % zu vier derselben, 
etwa zu A, ..., A,, auch als Richtungslinie von Kräften ange- 
sehen, so sind g, A beide reciprok zu jeder einzelnen der A,,..., A, 
Diese letzteren können wir aber als Bestimmende eines Systems 
vierter Ordnung ansehen, dessen reciprokes Cylindroid dann durch 
seine beiden Schrauben verschwindenden Parameters g, A bestimmt 
ist. Aber A, ..., A, sind auch alle zu X reciprok. Ausserhalb 
des Reeiprocalsystemes giebt es aber keine zu A,,..., 4, reci- 
proke Schraube. Folglich muss X auf dem Cylindroid (g, 4) ent- 
halten sein. Zu jedem Quadrupel von Complexstrahlen gehört nun 
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ein solches Cylindroid (g, A). Und wir sehen also, dass alle diese 
Cylindroide eine gemeinsame Erzeugende X haben. 

Die beiden Geraden g,% heissen conjugirte Strahlen des Com- 
Br (A, T- 

Alle diese Geraden g, h liegen auf einem einfachen Hyper- 
boloid, wie Herr Sylvester durch andere Methoden gezeigt hat. 
In der That, irgend zwei Cylindroide (g, A) (g', A’) haben die ge- 
meinschaftliche Erzeugende X. Die Gesammtheit aller Schrauben 
von (g, A) und (g', Ah’) zusammen bildet also ein Schraubensystem 
dritter Stufe. Daher müssen die beiden Paare von Geraden g, h; 
g's w als Paare von Schrauben verschwindenden Parameters auf 
einem und demselben einfachen Hyperboloid liegen. 

Es mag bei dieser Gelegenheit darauf hingewiesen werden, 
dass die allgemeinste Elementarverschiebung eines freien starren 
Körpers auch durch zwei unendlich kleine Rotationen um zwei 
conjugirte Strahlen eines linearen Complexes hervorgebracht werde. 
Denn offenbar ist jede Windung um eine Schraube in zwei solche 
Rotationen zerlegbar. Denn wenn diese Windung um die Schraube 
2 stattfindet, so lege man durch $ irgend ein Cylindroid. Die 
Windung von 2 lässt sich dann immer zerlegen in zwei andere 
um zwei Schrauben dieser Fläche. Wählen wir zu diesen letzteren 
Schrauben diejenige vom Parameter Null auf dem Cylindroid, so 
ist die Behauptung erwiesen. Eine Windung um eine Schraube 
vom Parameter Null ist eben eine Drehung um den Träger der 
Schraube als Axe. 


85. 

In der Theorie der Schraubensysteme fünfter Stufe können 
wir die zu einer gegebenen impulsiven Schraube gehörige instantane 
Schraube durch einfache geometrische Betrachtungen bestimmen. 
Es sei A die zu dem System fünfter Stufe reciproke Schraube, und 
o möge diejenige Schraube, welche als instantane Schraube der 
impulsiven Schraube A entsprechen würde, wenn der Körper voll- 
kommen frei wäre. Ferner sei y die Schraube, auf welcher eine 
impulsive Dyname auf den Körper wirkt, und endlich bedeute & 
diejenige Schraube, welche als instantane zu n gehören würde, 
wenn der Körper vollkommen frei wäre. 
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Die wirklich stattfindende Bewegung kann nun betrachtet 
werden als eine freie Bewegung, die zu Stande kommt unter dem 
Einflusse einer gewissen unbekannten Dyname auf 4 in Zusammen- 
wirkung mit der Dyname auf y. 

Die wirkliche Bewegung des Körpers wird also eine Windung 
sein, die sich zusammensetzt aus einer Windung um ọ und einer 
solchen um £. Sie muss also stattfinden um eine Schraube & des 
Cylindroids (£, ọ). Und zwar ist es leicht diese Schraube 3 indi- 
viduell anzugeben. Sie muss offenbar diejenige Erzeugende der 
Fläche (£, ọ) sein, welche reciprok ist zu 4. Danach ist bekannt- 
lich $ eindeutig bestimmt. Die Windungsgeschwindigkeit der an- 
fänglichen Bewegung um 9 sowohl als die Intensität 4” der die 
Reaction der Widerstände darstellenden Dyname auf A werden 
durch diese Construction ebenfalls bestimmt. Denn nach Kapitel III 
sind die Verhältnisse der Windungsgeschwindigkeiten um die drei 
eocylindroidalen Schrauben 2, £, ọ bestimmt. Da aber 4” bekannt 
ist, so ist auch der absolute Werth der Windungsgeschwindigkeit 
um & bekannt; woraus dann auch derjenige der Windungsgeschwin- 
digkeit um $ und ọ folgt. Endlich folgt dann aus ọ' oder der 
Windungsgeschwindigkeit um ọ die Intensität A” der Reactions- 
dyname auf À. 

$ 6. 

Wir wollen dieselbe Untersuchung auch analytisch durch- 
führen. Als Coordinatensystem wählen wir die sechs absoluten 
Trägheitsschrauben. Die Zusammensetzung der Dyname auf A mit 
der auf 7 muss eine Dyname ergeben, die dem Körper eine Win- 
dung um 2 ertheilen würde, wenn derselbe frei wäre. Aus dieser 
Bemerkung fliessen die sechs Gleichungen, in denen A ein Pro- 
portionalitätsfactor ist 
hp, a = nn +A" h, 


hp, 3s = 1" N, HA" Ag 
Multipliciren wir die erste Gleichung mit A,, die zweite mit A,, 
u. s. w. und addiren, so kommt, unter Rücksichtnahme auf die 
Reeiproeität von 9 und å 

n'ZnA, ti! EA a 
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Durch diese Gleichung ist also die Intensität 2" der Reactions- 
dyname bestimmt. Und die Coordinaten der zu 7 gehörigen in- 
stantanen Schraube + sind dann proportional den Werthen 


Mean, Ns ZA; Inh, 3 
p, ak Ps 


Die Bestimmung der Hauptträgheitsschrauben führt hier auf 
eine sehr einfache Gleichung. Wenn & eine solche Schraube sein 
soll, so müssen die Gleichungen stattfinden 


hp, = = 8" +4"4, 


< PENS Lpg M 
oder 
ih, 
A = Bu etc. 
Führt man diese Coordinatenwerthe ein in die Gleichung der Re- 
ciprocität von & und å: 


Pı A, FP A, 5; +P; A, ETP, A, = FP Nbs FP As Sa 0 
und setzt 


—— = g 


h 


so ergiebt sich für æ die elegante Gleichung fünften Grades 


de NEE Pe a A Be un, 

A Pı — a Pa — 2 Pie Pyma Pira 
aus der sich fünf Werthe von £", also fünf Hauptträgheitsschrauben 
bestimmen. Ist =’ eine der Wurzeln dieser Gleichung, so sind die 
Coordinaten der correspondirenden Hauptträgheitsschraube propor- 
tional den Werthen 

Å, : À, LA 4 Às E aA 

p—« P,— pima" i pa ; ps — a í a 4 
Wir können mit diesen Formen leicht zeigen, dass jedes Paar dieser 
Schrauben reciprok ist. Sind «', « irgend zwei Wurzeln obiger 
Gleichung fünften Grades, so ist 
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Pih; Ppi% 
BER en 
und 
SUEN y ANU Eng BE 
Pp; — 2 p—s (p; — a'N p;— 2 
also 


ap 


Pih; 
sei À, 
(p~ a) a ) 


d. h. die beiden Schrauben mit den Coordinaten 


i 4, 
— und m 
p;— a P; — 2 
sind in der That reciprok. 
Ebenso zeigt man leicht, dass, mit Rücksicht auf die eben er- 
haltene Gleichung, 


n 2 I > no 23% 
& ea PR; æ = „A? pihi ci 
(p — 2) p; — e) 


aa T pa | a'a" T p— a" 
Auf der rechten Seite verschwindet jedes Glied für sich, es muss 
also auch sein 


ne 
= 


272 
PAREA i a 
(pma Noma) 
dies ist aber die Bedingung, dass die Schrauben mit den Coordi- 
naten 
À; À; 
—— und —r 
P; — 2 P; — 2 
conjugirte Trägheitsschrauben sind. 

Zur Bestimmung der Hauptpotentialschrauben und der har- 
monischen Schrauben des Systems fünfter Stufe wird man sich am 
besten an die allgemeine Theorie anschliessen, die für den Fall 
n = 5 zu wiederholen, kein Grund vorliegt. 
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Kapitel XVIII. 
Kinetik des frei beweglichen Körpers. 


$1. 


Ein Körper mit Freiheit sechsten Grades ist vollkommen frei. 
Das Schraubensystem sechster Stufe ist die Gesammtheit aller 
Schrauben des Raumes. Der Satz, dass das reciproke System 
von der nullten Stufe ist, d. h. dass es keine reciproke Schraube 
giebt, ist nur ein anderer Ausdruck dafür, dass ein freier Körper 
nicht im Gleichgewicht verharren kann, wenn die auf ihn wirken- 
den Kräfte irgend eine Resultante haben. 


82. 

Wenn für einen freien Körper A, 
von instantanen Schrauben sind, welche den impulsiven Schrauben 
R, R, ... etc. entsprechen, so gehört zu jedem Paar entsprechen- 
der Schrauben A,, R, ein bestimmter specifischer Parameter (im 
allgemeinen Sinne des Wortes). Als dieser kann in passender 
Weise die Windungsgeschwindigkeit angesehen werden, die um A, 
durch eine impulsive Dyname auf R, erregt wird, wenn die In- 
tensität dieser Dyname gleich der Einheit ist. Wenn in dieser 
Weise sechs Paare A, R i A,, R,; ..., A, R, und ihre zuge- 
hörigen specifischen Parameter gegeben sind, dann kann eine im- 
pulsive Dyname auf irgend einer Schraube R zerlegt werden in 
sechs impulsive Dynamen auf R,, R,, ..., R,, welche sechs Win- 
dungsgeschwindigkeiten um A,, A,, ..., A, hervorbringen, die 
dann auch bekannt sind, und die durch ihre Zusammensetzung 
die resultirende Windungsgeschwindigkeit um die resultirende 
Schraube A geben, womit dann auch der specifische Parameter des 
Paares A, R gegeben ist. Es ist also nur erforderlich sechs 
solcher correspondirender Paare mit ihren specifischen Parametern 
zu geben, um dann die Wirkung irgend welcher anderen impul- 
siven Dyname bestimmen zu können. 

Wenn aber sieben Paare correspondirender instantaner und 
impulsiver Schrauben gegeben sind, so ist damit die Beziehung 
zwischen jedem anderen correspondirenden Paar solcher Schrauben 


‚4A, ....:etc. eine, Reihe 
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absolut bestimmt. In der That lassen sich solche Werthe der 
Windungsgeschwindigkeiten um A,, ..., A, bestimmen, dass die 
betreffenden Windungen zusammen äquivalent Null sind. Wenn 
dies der Fall ist, so müssen die correspondirenden impulsiven Dy- 
namen auf R,, ..., R, im Gleichgewichte sein. Daher werden die 
Verhältnisse ihrer Intensitäten bekannt sein. Und es wird der 
specifische Parameter eines jeden Paares, etwa A,, R, erhalten, 
indem man die Determinante der übrigen sechs Schrauben A durch 
die Determinante der übrigen sechs Schrauben R dividirt, also hier 
A(A, ..., 4,) durch A(R,, ..., R,). Der specifische Parameter 
irgend eines zusammengehörigen Paares (R, A) ist aber bis auf 
einen constanten Factor bestimmt, wenn sieben Paare correspon- 
dirender Schrauben gegeben sind. 

Wenn also sieben solche Paare bekannt sind, so sind wir im 
Stande, lediglich durch Construction die instantane Schraube her- 
zuleiten, die irgend einer achten impulsiven Schraube entspricht; 
und umgekehrt. 

In ganz ähnlicher Weise beweist sich der folgende Satz: 

Wenn ein starrer freier Körper in einer Lage stabilen Gleich- 
gewichts sich befindet unter dem Einfluss eines Systems von Kräften, 
die ein Potential besitzen, und wenn dann durch Windungen um 
sieben gegebene Schrauben sieben Dynamen auf sieben anderen 
gegebenen Schrauben hervorgerufen werden, so wird es ohne weitere 
Kenntniss über die wirkenden Kräfte stets möglich sein diejenige 
Schraube zu bestimmen, auf der eine Dyname hervorgerufen wird 
durch eine Windung um irgend eine achte Schraube. 

Man muss sich überhaupt in der Theorie der freien Körper 
den Raum von zwei in einander liegenden Schraubensystemen er- 
füllt denken, die sich in solcher Weise entsprechen, dass ihre Cor- 
respondenz vollkommen bestimmt ist, wenn einmal zu sieben 
Schrauben des einen Systems sieben Schrauben des anderen Systems 
als entsprechende zugeordnet sind. Dann wird die Beziehung beider 
Systeme eine eindeutige sein, indem zu jeder Schraube des einen 
Systems immer eine Schraube des anderen gefunden wird. Die 
beiden Systeme haben sechs und nie mehr als sechs Elemente ge- 
mein, wenn sie nicht ganz zusammenfallen. Scheiden wir aus dem 
einen System eine Schraubengruppe '“ Stufe und m" Ordnung 
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aus, so entspricht in dem anderen System ebenfalls eine Gruppe 
n' Stufe und m Ordnung. 


83. 


Wir geben zum Abschluss unserer Betrachtungen über die 
Kinetik starrer Körper nun noch die Darstellung einiger Resultate, 
mit Hülfe unseres neuen Instrumentes der Schraubencoordinaten, 
welche wir in elementarer Form schon in einem früheren Kapitel 
entwickelt haben. 5 

Zunächst möge gezeigt werden, dass, wenn eine Impulsivkraft 
auf einen freien Körper wirkt, der vor ihrem Auftreten in Ruhe 
war, ihre Richtungslinie und die instantane Schraube parallel zu 
einem Paar conjugirter Durchmesser des Poinsot’schen Ellipsoids sind. 

Wir nehmen als Coordinatensystem die absoluten Trägheits- 
schrauben, in Bezug auf welche 7, ..., e die Coordinaten der 
Kraft sein mögen, deren Intensität wir gleich der Einheit voraus- 
setzen. Dann ist 

(mg) Re A K t = 1 
und die Richtungscosinus der Kraft in Bezug auf die Hauptaxen 
des Körpers sind 
(hth) Mt) (M). 
Sind a, b, e die Trägheitsradien, so sind die Coordinaten der in- 
stantanen Schraube, die zu 4, der Richtungslinie der Kraft, als der 
impulsiven Schraube, gehört 


7 N. N, N - N, 
ee MER A E i — ur. — 
a a b b c c 


Die Bedingung, dass 7 und die zugehörige instantane Schraube 
parallel seien zu einem Paar conjugirter Durchmesser des Ellipsoids, 
ist 


N —N RER 
a’ (n, +M): Aie +b HN) ar Mae 


+e Hn) le — 0 


C 
oder, wie zu erwarten war, 


y > RT PN 
DPn Pe 


www.rcin.org.pl 


Kap. XVII. Kinetik des frei beweglichen Körpers. 367 


Denn wenn die impulsive Dyname auf y eine Einzelkraft sein soll, 
dann muss der Parameter der Schraube 7 verschwinden. 


$4. 


Wenn eine auf einen freien starren Körper wirkende impulsive 
Dyname eine instantane Rotation desselben hervorruft, so muss 
die Momentanaxe der Rotation senkrecht sein zu der impulsiven 
Schraube. Seien wieder 7,, ..., y, die Coordinaten der Momen- 
tanaxe, dann ist 

Sp =0 
oder 
a (h HN) — N) HEHN m) HER FINN) = O. 
Dies ist aber nichts anderes als die Bedingung, dass eine Schraube 
mit den Coordinaten +an,, —an,, +bn,, —bn, +en,, — M 
senkrecht steht auf 7, womit der Satz bewiesen ist. 

Die beiden letzten Sätze in ihrer Vereinigung beweisen den 
ferneren Satz, dass, wenn eine impulsive Kraft einem starren 
Körper eine instantane Rotation ertheilt, die Richtungen der Kraft 
und die Axe der Rotation parallel sind zu den Hauptaxen eines 
ebenen Schnittes des Poinsot’schen Ellipsoids. 


§ 5. 

Wenn die Schraube y mit einer der Hauptaxen des Körpers 

zusammenfällt, so haben wir die interessante Relation 
Pitit patni t tpn mA, 

wobei die absoluten Trägheitsschrauben als Coordinatensystem ge- 

nommen sind. 

In der That wird in diesem Falle eine Kraft längs einer Ge- 
raden 2, die die Axe 7 schneidet, zusammengesetzt mit einem 
Paare in einer zu 7 normalen Ebene eine impulsive Dyname ergeben 
müssen, der 7 als instantane Schraube correspondirt. Daraus folgt, 
wenn 4, k unbestimmte Coefficienten sind, dass man haben muss: 


a SA 

Re. 
REDDE ui AE 
en ran 
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Stellt man die Bedingung 
Po =O 
explicite dar, so giebt dies 


2 
k’ Sp? n? +2hk Ep, Eri ae un 
li 


Es ist aber bekanntlich 
2 
zn = se =), 
li Pi 
sodass also in der That der behauptete Satz sich ergiebt 
Ip; n; =O. 
Schreibt man diese Formel so 
SPP P: 5 O, 
so erkennen wir aus ihr, dass für den freien Körper eine Ein- 
zelkraft wol so gefunden werden könne, dass sie dem Körper 
eine Rotation um n ertheilt. Man kann somit folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Ein starrer Körper wird. aus dem Zustand des Gleichgewichts 
durch eine impulsive Einzelkraft herausgebracht. Wenn dann die 
anfängliche instantane Schraube eine der Hauptaxen des Körpers 
ist, so ist die anfängliche Bewegung des Körpers eine reine Ro- 
tation; und umgekehrt. 

Man kann auch fragen nach dem Punkte des Körpers, zu dessen 
Trägheitsaxen die Schraube 7 gehört. Dies ist offenbar der Durch- 
schnittspunkt von $ und y. Zur Bestimmung der Coordinaten 
von © bedarf es nur der Bestimmung der Grössen Ah, k. Diese 
wird aber erlangt durch die Relation der Reeiproecität von $ und n. 
Es ergiebt sich 

2h+ku; = 0. 
Auf diese Weise ist 9 und der gesuchte Punkt bestimmt. Wenn 
man den Körper in diesem Punkte festhält und dann ein impul- 
sives Paar in einer zu %4 senkrechten Ebene wirken lässt, so wird 
die Reaction der Widerstände längs 3 wirken. 


§ 6. 


Es giebt in diesem Falle sechs harmonische Schrauben. Wenn 
also ein freier starrer Körper unter dem Einflusse eines conserva- 
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tiven Kräftesystems im Gleichgewichte ist, dann kann der Körper 
immer durch Windungen um sechs Schrauben so aus dieser Lage 
entfernt werden, dass die hervorgerufenen Dynamen auf diesen 
selben Schrauben wirken. Diese sind die harmonischen Schrauben 
des starren freien Körpers. Jedes Paar derselben ist gleichzeitig 
ein Paar conjugirter Trägheits- und ein Paar conjugirter Potential- 
schrauben. Wenn also der Körper durch eine Windung um eine 
dieser Schrauben aus der Gleichgewichtslage verschoben wird, und 
wenn ihm dann eine Windungsgeschwindigkeit um diese nämliche 
Schraube ertheilt wird, so wird der Körper in seinen Bewegungen 
nicht diese Schraube verlassen, sondern oscillatorische Windungen 
um dieselbe ausführen. Und, allgemein, wird, was auch immer 
die Anfangsbedingungen sein mögen, die Bewegung des Körpers 
aus Windungen um diese sechs Schrauben zusammengesetzt werden 
können. 


Ball, Mechanik, 24 
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Kapitel XIX. 
Projeetive Beziehungen räumlicher Schraubengebilde. 


$1. 


Die bisherigen Untersuchungen haben uns fortwährend zu 
geometrischen Betrachtungen geführt, und es ist uns wiederholt 
möglich gewesen, aus rein geometrischen Beziehungen Schlüsse zu 
ziehen, die Sätze kinematischer oder kinetischer Natur lieferten. 
In dieser Beziehung möge nur erinnert werden an die Paragraphen 
12 bis 14 im Kapitel XIV, wo wir aus der projectiven Verwandt- 
schaft des instantanen und des impulsiven Cylindroids die Existenz 
der beiden Hauptträgheitsschrauben eines Schraubensystems zweiter 
Stufe ableiten konnten. Auch die übrigen Kapitel bieten ohne 
Ausnahme solche Beispiele. Während aber bisher diese rein geo- 
metrischen Resultate nicht Ziel und Zweck der Untersuchung 
waren, wollen wir hier umgekehrt, gewisse geometrische Be- 
ziehungen zwischen Schrauben im Raume aufstellen, und dann 
sehen, ob sich aus ihnen Resultate für die Mechanik starrer Körper 
ergeben. Festgehalten werden muss hierbei immer, dass unsere 
Betrachtungen sich auf Schrauben, also auf Geraden beziehen, 
denen eine lineare Grösse, der Parameter, associirt ist. 
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82. 

Es ist nicht meine Absicht, in diesem Buche besondere Ge- 
staltungen der Beziehung zweier räumlicher Schraubengebilde auf 
einander zu behandeln. Es soll nur im Allgemeinen ein Ausblick 
eröffnet werden auf ein mathematisches Gebiet, von welchem eine 
reiche Ernte geometrisch-mechanischer Ergebnisse zu erwarten ist. 
Daher sehe ich auch davon ab, hier die mit grösserer Leichtigkeit 
zu Speciellem führende synthetische Methode anzuwenden, und 
werde den Gegenstand nur von der analytischen Seite aus an- 
greifen. Von diesem Standpunkte aus stellt sich die Sache also 
so. Wir betrachten zwei beliebig im Raume liegende Schrauben- 
gebilde. Die Constituenten des ersten seien kurz durch æ, die des 
zweiten durch ĝ bezeichnet. Es lässt sich nun zunächst jedenfalls 
das System der Schrauben f so bestimmen, dass zu einer gegebenen 
Schraube « eine und nur eine Schraube 3 gefunden werden kann. 
Dies ist offenbar der Fall, wenn wir setzen, unter Anwendung der 
bekannten Bezeichnung der Schraubencoordinaten, 


N: CHEN 
ll) 1e = AEE R 
EA A 3: 


und unter fi, ..., fir ---, /, ganze rationale Functionen ihrer 
Argumente verstehen, die wir der Einfachheit halber gleich als 
homogen annehmen dürfen, da sie andernfalls durch Benutzung 
der Identität R = 1 stets in diese Form übergeführt werden 
können. Lösen wir die Gleichungen (1) auf, so folgen diese 


a, = F Epa s) 
O j = BErbn ha) 
a E EB Bao Bo). 


Aber die Funetionen F werden im Allgemeinen nun nicht mehr 


wie die Functionen f eindeutige sein; es werden also zu einer 
24* 
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- 


gegebenen Schraube 8 mehr als eine Schraube « gefunden werden 
können. 

Beschränken wir uns daher zunächst auf den einfacheren Fall, 
dass das Entsprechen der Schrauben œ und 8 ein gegenseitig ein- 
deutiges sein soll, so müssen offenbar ‚die Funetionen f als lineare 
homogene Funetionen ihrer Argumente gegeben sein. Dann haben 
die F denselben Charakter. Zwei Schraubengebilde, deren Ver- 
wandtschaft in dieser Weise ausgedrückt ist, wollen wir, in sinn- 
gemässem Anschluss an die übliche Terminologie, als projective 
Schraubengebilde bezeichnen. Die Projeetivität zweier Gebilde 
(«) und (8) findet also ihre Darstellung in diesen Gleichungen: 


b, = (Da +12), + + (li) + +(16)e, 
er = Sc, +-+- eirata TE 


3) = Dea +E iOa, 


i E = (De, 62). +e MR RAR, E 3 
wo wir voraussetzen, dass die Determinante der Grössen (ik) 
Cik) 
einen von Null verschiedenen Werth habe. Es entspricht dann in 


der That jeder Schraube œ eine, und zwar eindeutig, bestimmte 
Schraube 8 und umgekehrt. Setzen wir 


Bein Beh, E a 


und substituiren in (3), so folgt durch Elimination der @; aus den 
Gleichungen (3) eine Gleichung sechsten Grades für o. 

„Zwei projective Schraubensysteme haben im Allge- 
meinen sechs entsprechende Elemente gemein.“ 

Wenn wir in den Gleichungen (3) sowohl für die Coordinaten 
von «, wie für die von 8 bestimmte Werthe einsetzen, so erhalten 
wir, wenn wir etwa die fünf ersten Gleichungen durch die sechste 
dividiren, fünf Gleichungen für die 35 Verhältnisse der 36 Coeffi- 
cienten (4). Wenn wir also sieben gegebenen Schrauben «œ sieben 
Schrauben $ willkürlich zuordnen, so werden wir im Ganzen 
35 Gleichungen für die eben genannten Verhältnisse erlangen, diese 
letzteren also vollkommen bestimmt haben. Nach Kenntniss dieser 
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Verhältnisse wird aber zu jedem ferneren Werthsystem der «; 
nach (3) das entsprechende System der py bestimmt sein. Wenn 
also sieben Paare entsprechender Schrauben «, 3 gegeben sind, so 
kann zu jeder achten Schraube œ die zugehörige 3 eindeutig ge- 
funden werden. 

„Zwei projeetive Schraubensysteme sind bestimmt 
durch sieben Paare entsprechender Elemente.“ 

Die Willkürlichkeit bei Auswahl der sieben entsprechenden 
Schraubenpaare wird beschränkt, wenn unter den sieben Schrauben 
des einen Systems, etwa desjenigen der «œ, oder auch nur unter 
einem Theile dieser Schrauben bereits Beziehungen bestehen. Denn 
es ist klar, dass alsdann die allgemeine Projectivität zwischen den 
Systemen («) und (8) nur bestehen kann, wenn zwischen den zu 


jenen ersten œ zugeordneten 8 die gleichen Beziehungen statt- 


finden, wie zwischen den œ. Um die Vorstellung durch den Hin- 
weis auf einen concreten Fall zu unterstützen, möge angenommen 
werden, dass drei der Schrauben des Systems («), etwa «a, «, «®) 
auf einem Cylindroid liegen. Dann ist jede derselben, hinsichtlich 
ihrer Coordinaten, eine lineare homogene Function der beiden an- 
deren. Wir haben z. B. 

a AN (3 

a, = Aat + ual’. 
Bezeichnen wir die rechte Seite der Gleichungen (8) durch das 
Functionszeichen 9,, so dass also kurz 

pi == y,(e), 
so ist, wenn wir die eben gegebenen Ausdrücke für æ, substituiren 
Pr 1 2) 
B, = Ayla") + ug, a). 
Die Ausdrücke y, («®), p,(a®) stellen aber die Schrauben 9%, 
p® dar, welche den «, «™®™ zugeordnet sind, sodass also wird 
em 1 2 

HU; 
d. h. sind die Schrauben «, «’, «®) cocylindroidal, so sind auch 
die ihnen entsprechenden Schrauben p, 8", 3° eoeylindroidal. 


Lassen wir das Verhältniss varliren, so bewegt sich die 


u 
= 
Schraube œ über das ganze Cylindroid («®, «®) hin, während 
gleichzeitig & das Cylindroid (8%, B®) beschreibt. Wir können 
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somit sagen, dass einem Cylindroid des Systems («) ein Cylindroid 
des Systems (8) zugeordnet sein. Es ist dies nur ein besonderer 
Fall eines allgemeineren Satzes, den wir im Folgenden behandeln 
werden. 

Zunächst möge aber einiges bemerkt werden über eine aus- 
gezeichnete Form der Gleichungen (3). 


83. 
Es möge das System der Coefficienten (ik) der Gleichung (3) 
so beschaffen sein, dass 


4) (ik) = (ki) 
dann haben wir für die Darstellung der Grössen 8 die folgende 
typische Gleichung 


8) p; = (1kja, + (2k)a, +: -+lik)e,-t+(6h)e, 
und für die Grössen « 
DE (IB +l2)B, + +lik)B, +" +(6h)P, . 


Setzen wir nun 
P; = 04, 


so folgt aus der zweiten Gleichung 
a, = ed, Cika Hk) 
t, = 0p» 
welch letztere Gleichung natürlich auch geschrieben werden kann 
a; = Qof; 


Aus der Verbindung dieser Gleichung mit der Substitutionsgleichung 
für 8, folgt aber 


o=" d 
A | 
b = Fu. 


Dies Resultat bedeutet nun: 
„Wenn die Verwandtschaft der Systeme («) und (8) 
den durch die Gleichungen (4) definirten Charakter hat, 
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so entspricht einer gegebenen Schraube ø des einen Sy- 
stems dieselbe Schraube o’, ob man nun ø als ein Element 
von («) oder als ein Element von (8) betrachtet.“ 

Diese besondere Beziehung der Systeme (œ) und (3) wollen 
wir in Analogie mit der üblichen Bezeichnungsweise in der Geo- 
metrie als eine involutorische oder kurz als Involution be- 
zeichnen. 

Sind zwei Systeme («), (8) in Involution und sind die Schrau- 
ben «), «“® reciprok, so sind auch die entsprechenden Schrauben 
pO, B® reciprok. Denn ist 

Zp ata = A 
3p, PPP = B, 
so ist 
Bissid, 
sodass also die beiden X gleichzeitig Null sind. 

Ist ferner &™® reciprok zu 8%, so ist auch p® reciprok zu 
a, wie leicht zu sehen. Endlich findet man sofort, dass in in- 
volutorischen Schraubensystemen entsprechende Elemente parame- 
tergleich sind. 

Die Form der Gleichungen (3°) leitet zu einem allgemeineren 
Gesichtspunkte hin. Bildet man nämlich mit Hülfe der ersten (3°) 
die Summe 

Sep, = U, 
so erhält man 
U = (11)e}!+(22)a} + -+(66)a? 
+2(12)a,0,++2(ik)u +, 
woraus wiederum folgt, dass 
IOU 
MT a 
Hiernach kann also die Schraube $ wieder, nach einem bereits 
mehrfach gebrauchten Ausdrucke, als „Polare“ von æ in Bezug auf 
ein durch | 
E, 
definirtes Schraubengebilde zweiten Grades betrachtet werden. 

Sir R. Ball ist in Betrachtungen, die er über projective 

Schraubengebilde angestellt hat, direct von den Polaren von U 
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ausgegangen, indem er die Verwandtschaft des Systems (3) zu (æ) 
definirte durch die Gleichungen 


wo die Grössen p, wie üblich, die Parameter der Coordinaten- 
schrauben bedeuten. Hier ist nun aber über den Werth der De- 
terminante |(i%k)| keine andere Voraussetzung gemacht, als dass 
sie nicht verschwinden soll. Wir haben wieder den Satz: 

Sind «®, «® zwei Schrauben, deren correspondirende 9, 3° 
sind und ist « reciprok zu 8, so ist auch 8% reciprok zu «®. 
Denn die Gleichung der Reciprocität für das erste Paar 


pa) BD... +p,a" BD — 0 


nimmt nach (5) die Form an 


oU oU 
I) SR IF FE We 
Paten 
die identisch ist mit 
oU o 
2) p A) A SE 
ar O T a E 


welch letztere sich aus der Gleichung der Reciprocität zwischen 
pY und «® ergeben würde, wodurch der Satz bewiesen ist. 

Mit Einführung der Function U entsteht nun noch die Frage 
nach der besonderen Gestaltung der Beziehung der Systeme («) 
und ($) in dem Falle, wenn U in der canonischen Form einer 
Summe von sechs Quadraten erscheint. Nehmen wir an, dass die 
Fundamentalschrauben coreeiprok sind, so muss die auf eine solche 
Form von U führende Transformation so beschaffen sein, dass so- 
wohl U die canonische Form erlangt, als auch der Parameter 


Pe 2 2 
Pa = P, 4i rs tP% 


seine Form nicht ändert. Man wird somit zum Ziele gelangen, 
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wenn man die Diseriminante der Form 
U+4pu 


gleich Null setzt, wodurch man sechs Werthe von 4 erhält, durch 
welche die Coefficienten in der gesuchten Darstellung von U ge- 
funden werden*). Es wird also nun sein 

U = 4, a ++ A,o; = 0 


und die Gleichungen der Correspondenz zwischen (æ) und (3) er- 
geben sich 


K 
P, SCH pP l 
(6) : 
A, 
Puai raS 
f Ps 


woraus folgt, dass die Fundamentalschrauben die sechs Elemente 
sind, die (œ) und (8) entsprechend gemein haben. Diese sechs 
Elemente sind also hier coreciprok. Die Beziehung zwischen im- 
pulsiven und instantanen Schrauben wird durch Gleichungen der 
Form (6) gegeben. Die sechs gemeinschaftlichen Elemente der 
Systeme («), (8) haben demnach hier in mechanischer Beziehung 
durchaus den Character jener Schrauben, die wir als „Hauptträg- 
heitsschrauben“ bezeichnet haben. 

Es ist leicht ersichtlich, dass im Allgemeinen, in einem Schrau- 
bensystem n'° Stufe, impulsive und instantane Schraube nicht die 
Eigenschaft der Permutabilität besitzen, d. h. wenn ? die zu der 
impulsiven Schraube « gehörende instantane Schraube ist, so wird 
im Allgemeinen nicht, wenn 3 als impulsive Schraube gegeben ist, 
ihr die Schraube « als instantane entsprechen. Wenn aber die 
Systeme («), (P) in der durch (3°) gegebenen Verwandtschaft 
stehen, so wird dies wohl der Fall sein. Und wenn in einem 
System n' Stufe für ein zusammengehörendes Paar impulsiver und 
instantaner Schrauben die Permutabilität nachgewiesen ist, so sieht 
man leicht, dass dieselbe für alle Paare gilt und dass diese dann 
in der Beziehung (3°) stehen. 


*) Das Problem ist auch in § 3 des XII. Kapitels behandelt, weshalb hier 
ein näheres Eingehen auf dasselbe unnöthig erscheint. 
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$4. 


Wir haben bereits in $ 2 darauf hingewiesen, in welcher Weise 
man bei Auswahl der sieben Schraubenpaare «œ, 8 beschränkt ist, 
durch deren Fixirung die Correspondenz zweier Systeme («) und (3) 
bestimmt wird. Wir hatten uns dort überzeugt, dass, wenn drei 
œ cocylindroidal sind, die drei entsprechenden f in der gleichen 
Beziehung zu einander stehen. Es ist dies nur ein specieller Fall 
eines allgemeinen Satzes, den wir so formuliren: 

„Die Gesammtheit aller Schrauben, die denen eines 
Systems n" Stufe projectiv sind, bilden wieder ein 
System nt" Stufe.“ 

Dieser Satz lässt sich leicht in dieser Weise als richtig dar- 
thun. Sind n+1 Schrauben, die wir mit (1), (2), .... (n-+1) 
bezeichnen wollen, gegeben, die einem System n'° Stufe angehören, 
so haben wir die sechs Gleichungen 


a(l),+a,2) H +ar(n +1), = 0 
a, (1),+a, (2),+: An (n+ iy =0 


a,(1),+0,(2), +: +44 (n+ 1) = 0, 

wobei zu beachten ist, dass wir hier immer n<{6 nehmen können. 
Aus je n+1 dieser Gleichungen können wir die Grössen a, .... 
@n+1ı eliminiren, und erhalten so für die Bedingung, dass die n+1 
Schrauben einem System n" Stufe angehören, eine Darstellung 
durch eine Reihe von Determinanten, die verschwinden müssen. 
Wenn nun jene n+1 Schrauben einem völlig allgemeinen System S 
angehören, wie wir sie in diesem Kapitel betrachten, und (1), ..., 
(n+1)' sind die entsprechenden Elemente eines zu S projeetiven 
Systems S’, dann haben, wie wir in $2 zeigten, S und 5’ sechs 
Elemente entsprechend gemein. Wählen wir diese gemeinschaft- 
lichen Schrauben von S und S’ als Coordinatenschrauben, so lassen 
sich die Coordinaten der Schrauben des zweiten Systems durch 
diejenigen der Schrauben des ersten Systems so darstellen: 


kein, wer 

(A) = (uu)(h)u- BELA 
Jene vorhin erwähnten Determinantengleichungen bleiben aber bei 
der Substitution dieser Grössen (A), an Stelle von (A). bestehen, 
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da jede Determinante nur mit einem constanten Factor behaftet 
wird. Es sind daher auch für die n+1 Schrauben (1)', 2), -~ 
(n+1) die Bedingungen erfüllt, welche nothwendig sind, wenn 
dieselben Elemente eines Systems nt" Stufe sein sollen. Der obige 
Satz ist also bewiesen. 

Durch die projective Beziehung wird also ein Schraubensystem 
S von der nt™ Stufe in ein Schraubensystem X derselben Stufe 
abgebildet, und gleichzeitig das zu S reciproke System S’, welches 
von der (6—n)" Stufe ist, in ein System (6—n)!" Stufe !". 
Während also die Stufenzahl für die ursprünglichen Systeme und 
ihre Abbildungen übereinstimmt, so ist doch im Allgemeinen nicht 
auch =’ das Reeiprocalsystem von 5, wie das der Fall war für 
S’ und &. Man sieht das leicht ein. Die Reeciprocität zweier 
Schraubensysteme ist also keine invariante Eigenschaft. Die 
Frage, in welchem speciellen Falle auch die Systeme 8, 2’ reciprok 
sind, wenn S und 8’ es sind, führt auf eine algebraische Aufgabe, 
die einer Classe von Problemen angehört, die wir in diesem Buche 
mehrfach zu betrachten Gelegenheit hatten. 


Es giebt indessen gewisse Functionen, welche Invarianten sind, 
wenn zwei allgemeine Schraubensysteme in projeetiver Beziehung 
stehen. Da diese Functionen auch eine mechanische Deutung zu- 
lassen, so wollen wir sie noch kurz hier behandeln. 

In den beiden letzten Kapiteln trat uns als ein Element von 
besonderer Bedeutung die dort mit A bezeichnete Determinante 
entgegen, die aus den Coordinaten von sechs Schrauben in dieser 
Weise gebildet ist, wenn die Schrauben durch «, ĝ, y, ð, €, & be- 
zeichnen werden: 


ey O A, A, Q 


Pr Pao Po Po Bar Pel 


| 
as m A (a, Br, 0,8, 9i 


Eis 


| Sis ae Gi» G e S6 


Die Schrauben «, p, y, ð, €, Ẹ gehören, wie dort gezeigt wurde, 
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einem System fünfter Stufe an (Sylvester’sche Involution), wenn 
AD, 

und sie besitzen dann bekanntlich eine gemeinschaftliche Reciproke. 

Wenn nun acht Schrauben (1), ..., (8) gegeben sind, so wird man 

eine ganze Reihe solcher A bilden können, und wir wollen uns 

für dieselben folgender kurzen Bezeichnung bedienen. Wir be- 


zeichnen mit ¿k dasjenige A, in welchem die Schrauben () und 
(k) der Reihe (1), .... (8) nieht vorkommen, sodass also z. B. 
12 = A ((3), (4), (5), (6), (7), (8)). 
Bilden wir nun ein A, in welchem eine Schraube, mithin die Ele- 
mente einer Reihe der Determinante, variabel, also z. B. 
ASA D ETE), 

wo wir noch der Kürze halber die Klammern um die die Elemente 
anzeigenden Symbole weglassen, so ist 

Aa 4,5,6,7,9)=0 
die Gleichung des linearen Complexes, der durch die Träger der 
fünf Schrauben 3, 4, 5, 6, 7 bestimmt wird. Analog stellt 

SB TH =0 
den durch 2, 4, 5, 6, 7 bestimmten Complex dar. Führen wir 
nun die Abkürzungen ein 


G=Aß45679 
CSAC ETGT O 


so ist 

G+AU = 0 (S) 
eine Complexschaar, die durch das Strahlensystem erster Ordnung 
und Klasse hindurchgelegt ist, dessen Leitgeraden die beiden ge- 
meinschaftlichen Transversalen der Träger von 4, 5, 6, 7 sind. 
Für denjenigen Complex dieser Schaar, welcher den Träger der 
Schraube § enthält, muss sein 


A (3, 4, 5, 6, 7, 8)+4 A (2, 4, 5, 6, 7, 85) = 0, 


wonach wird 
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Ist ferner in der Schaar (, +40, = O ein durch den Träger von 
1 hindurchgehender Complex vorhanden, so ist für diesen 
AlE DGT DALA GAD T Eg, 


also 
a 28 
A = — —— >» 
38 
Die Gleichungen 
TERE: IE AEA, 
13 
MR 
G— Bg C, = 0 


stellen somit zwei besondere Complexe der Schaar (S) dar. Den 
Quotienten 
A 12.38 


t 13.28 
bezeichnen wir dann, analog der allgemeinen Terminologie, als das 
Doppelverhältniss der vier Complexe C, CG; Dp, T,. wo wir die 
Abkürzungen eingeführt denken 


T, = Q— ns C, 
J = ' 28 1 
rT = Q— mi . 
Es ist also in gebräuchlicher Bezeichnungsweise 
; 12.38 
ROR yh pp E E aali 
( OATS 0 5) 13.28 


und wir wollen insbesondere sagen, die vier Complexe hätten har- 
inonische Lage, wenn dieses Doppelverhältniss den Werth — 1 an- 
nimmt, wenn also 
12.38-13.28 = 0. 

Diese Doppelverhältnisse (CC, T, T,) sind nun diejenigen Inva- 
rianten, auf die im Anfange dieses Paragraphen hingewiesen 
wurde. 

Betrachten wir zwei Formen Cý und C’, die aus den neuen 
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«| = y ' F > ac F 3 7d S 
Schrauben 3', 4', 5', 6', T', &' resp. 2', 4', 5', 6', 7’, &' ganz ebenso 
gebildet sind, wie C, und C, aus 3, 4, 5, 6, 7; & resp. 2, 4, 5, 
6, 7, & gebildet waren, so werden wir die Complexschaaren 


Cti =0 
G+4C =0 
projectiv nennen, wenn 
(QGN T,) = (C, C T T,). 


Zwei Complexschaaren sind aber dann projectiv, wenn jeder in der 
einen Schaar enthaltenen Geraden eine und nur eine in der an- 
dern Schaar vorkommende entspricht, d. h. wenn die Geraden 
beider Complexschaaren durch Gleichungen von der im § 2 aufge- 
stellten Form aufeinander bezogen sind. Wir sind somit zunächst 
zu der Forderung gelangt, dass die Functionen, die nach dem 
Schema 

12.38 

13.28 


gebildet sind, Invarianten sein sollen. Dass ihnen wirklich diese 
Eigenschaft zukommt, erkennt man, wenn man die Schrauben 1, 
2,3, ..., 8, aus denen sie gebildet sind, durch Gleichungen von 
der Form (3) transformirt, also die dort angegebenen linearen Aus- 
drücke an Stelle der Elemente der Determinanten einführt, durch 
welch letztere die Doppelverhältnisse gebildet werden, um die es 
sich hier handelt. Man bemerkt dann leicht, dass diese Doppel- 
verhältnisse vollkommene Invarianten sind. Die constanten Fac- 
toren, welche die einzelnen Determinanten 12 ete. erhalten, heben 
sich in dem Endresultate 


auf. Man sieht ohne grosse Mühe, dass von allen nach diesem 
Schema gebildeten Grössen nur fünf von einander unabhängig sind, 
durch die dann die andern alle können dargestellt werden. Wählen 
wir als diese fünf unabhängigen Invarianten irgend welche aus der 
(iesammtheit derselben aus, etwa 
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12.38 i 
—— —4 
13.28 
13.48 

= =k 
14.38 
GB _, 
15.48 
we Li 
16.58 
N 
17.68 


m 


Sind jetzt sieben Paare projectiver Schrauben gegeben, 1, ..., 7 
unl 1’, ..., 7, so bestimmt sich nun die einer beliebigen achten 
Schraube, 8, entsprechende 8’ auf folgende Weise. Man bilde fünf 
Grössen 4’, die aus den Elementen 1’, 2', 3’, 4', 5', 6, 7’, &®' nach 
demselben Gesetze sich zusammensetzen, wie die obigen A aus den 
Elementen 1, ..., 8; und setze dann 

As As; i=1,3,3,4,5 
so wird man aus diesen fünf linearen Gleichungen die fünf Ver- 


4a} 


hältnisse der sechs Grössen &,, &,, ..., & bestimmen können. 
Diese Grössen &, sind aber die Coordinaten der gesuchten Schraube 
85. Denn nach obigem muss diese den Gleichungen genügen 

12.38 12,38 

3.8 13.28 
Die geometrische Bedeutung dieser Lösung ist die, dass die Schraube 
8°, oder besser ihr Träger, bestimmt wird als die einzige Gerade, 
die fünf lineare Complexe gemein haben. 


$6. 


Zu der mechanischen Bedeutung der betrachteten Invarianten 
gehngt man auf folgende Weise. Ein starrer freier Körper möge 
sieh in einer Ruhelage befinden. Wir lassen auf ihn ein System 
vor Impulsivkräften wirken. Diese Kräfte werden sich zusammen- 
setzen zu einer Dyname auf einer Schraube æ. Diese impulsive 


Moe Wa 
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Dyname ertheilt dem Körper eine instantane Windungsgeschwin- 
digkeit um eine Schraube 8. Die Schrauben œ und ĝ wollen wir 
als einander entsprechende betrachten und dieses Entsprechen wird 
ein gegenseitig eindeutiges sein, solange der Körper vollkommen 
frei ist, wie wir voraussetzen. Lassen wir also die Schraube « 
durch den ganzen Raum hindurch variiren, so variirt, eindeutig 
jeweils dem «œ entsprechend, auch %. Es entstehen also zwei 
Schraubensysteme («) und (3) von der Art, wie wir sie als pro- 
jective bezeichnen. 

Es möge nun daran erinnert sein, dass, wenn F die Intensität 
der impulsiven Dyname und V die erzeugte Windungsgeschwindig- 
keit ist, das Verhältniss 

F:V 
unabhängig von F und V ist, während es wohl noch abhängt von 
den Lagen von « und $£. 

Wir haben nun weiter in Kapitel XVII nachgewiesen, dass 
wenn sieben Dynamen im Gleichgewichte sind, die Intensität irgend 
einer derselben proportional ist der Determinante A der sechs 
übrigen Schrauben; und ein ganz analoger Satz gilt für Windungs- 
geschwindigkeiten, die einander nèutraliairen, 

Bezeichnen wir jetzt mit F\,, F, ---, Fz, die Intensitäten 
von sieben impulsiven Dynamen auf den Schrauben 1, 2, ..., 7, 
so hat man also, wenn diese Dynamen im Gleichgewichte sind, die 
Kette von Gleichungen 


E ENE EAR 
18 28 78 ` 


und bei sinngemässer Anwendung der Bezeichnung Fis, ebenso 


Er u >, 
12 13 18 


Es ergiebt sich somit, da die beiden Verhältnissreihen offenbar den- 
selben Werth haben müssen, für unsere Invarianten folgende Dar- 
stellung durch Grössen von mechanischer Bedeutung 

12.38 Re, 

13.8 Fa- Fz 


Sind nun 1', X, ..., 7’ die Schrauben, um welche die durch die 
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betrachteten Dynamen hervorgerufenen Windungen stattfinden, und 
ist Vy» die Windungsgeschwindigkeit, welche durch die Dyname 
von der Intensität Fi erzeugt wird, so finden wir zunächst, analog 
dem obigen, 

TA E 


ar De T a 
Nach dem vorhin bemerkten ist aber 
Fag : yg = Fio : Vrv 


>; ge K | r 
Fs : Vya = Fig : 13⁄3 
sodass man erhält 
12.38 2.38 
13.28 Target 
wodurch wir wiederum auf die Invarianteneigenschaft der Formen 
12.38 


13.28 
geführt sind. 
8.7: 

Wir schliessen dieses Kapitel mit dem Hinweise auf noch all- 
gemeinere Formen der Beziehung zweier räumlichen Schrauben- 
systeme auf einander. 

Um zu zeigen, worum es sich handelt, gehe ich von einem 
speciellen Fall aus. Denken wir uns, auf einen in einer Ruhelage 
befindlichen starren Körper mit Freiheit zweiten Grades wirke 
plötzlich ein System impulsiver Kräfte ein. Diese Kräfte bilden 
eine Impulsivdyname auf einer Schraube, deren Lage ganz beliebig 
ist. Die instantane Bewegung des Körpers findet aber um eine 
Schraube statt, die nicht irgendwo im Raume liegt, sondern die 
dem System zweiter Stufe angehört, welches dem Freiheitsgrade 
des Körpers entspricht, also einem bestimmten Cylindroid. Jeder 
(impulsiven) Schraube des Raumes wird nun eine einzige (instan- 
tane) Schraube des Cylindroids entsprechen. Aber diese Beziehung 
ist, wie leicht zu sehen, nicht umkehrbar. 

In der That, wir haben früher gesehen, dass, wenn eine 
Schraube « eines Cylindroids gegeben ist, immer eine und nur eine 
Schraube $ auf der Fläche gefunden werden kann, derart, dass 

Ball, Mechanik. 25 
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eine Impulsivdyname auf $ eine Windungsgeschwindigkeit um « 
erzeugt. Es hat sich aber ferner ergeben, dass jede Schraube, 
welche der einzigen Bedingung genügt, zu einer speciellen Schraube 
des Cylindroids (æ, 9) reciprok zu sein, die gleiche Eigenschaft be- 
sitzt, wie $. Eine Schraube, die einer einzigen Schraube reciprok 
ist und weiter keiner Bedingung zu genügen hat, ist aber Element 
eines Systems fünfter Stufe. Die Beziehung, welche hier zwischen 
impulsiver und instantaner Schraube besteht, ist also von der 
Natur, dass einer Schraube des Raumes eine Schraube des 
Cylindroids entspricht, während einer Schraube des Cy- 
lindroids ein ganzes Schraubensystem fünfter Stufe zu- 
geordnet ist. 

Die Frage nach dem Orte einer zu einer gegebenen instan- 
tanen Schraube gehörigen impulsiven Schraube ist uns schon im 
Kapitel IX § 5 entgegengetreten. Folgen wir der dort angewandten 
Betrachtungsweise, so gelangen wir zu dem Resultate, dass es mög- 
lich ist, zwischen einem Schraubensystem 4A, mt" Stufe, und einem 
Schraubensystem B, nt Stufe, eine Correspondenz derart festzu- 
setzen, dass einer Schraube von A eine Schraube von B ent- 
spricht, während umgekehrt einer Schraube von B ein System 
(m+1—n)'* Stufe zugeordnet ist. Hierbei ist m >n vorausgesetzt. 
In der That können wir dann aus A dasjenige System n“ Stufe 
A' ausscheiden, dessen Elemente impulsive Schrauben sind, wenn 
zwischen diesen und den zugehörigen instantanen ein ein-eindeu- 
tiges Entsprechen stattfindet. Es bleibt dann noch übrig ein Sy- 
stem (m—n)'* Stufe A’. Sei nun f, œ ein Paar entsprechender 
Schrauben der Systeme B und A’. Eine Impulsivdyname auf « 
wird also eine Windungsgeschwindigkeit um 3 hervorrufen. Sind 
dann ferner ©, 0,, ..., Om—n irgend welche m—n Schrauben des 
Systems A”, welche dasselbe bestimmen, so wird eine Impulsiv- 
dyname auf einer Schraube y des durch «, ©, ©, ..., Om-n be- 
stimmten Systems denselben Effect haben müssen, wie diejenige 
auf œ. Die Schraube y ist aber dann Element des durch @, ©, 
O, +++, Om—n bestimmten Systems (m+1—n)'" Stufe. Die obige 
Behauptung ist somit nachgewiesen. Man bemerke, dass dieses 
System (m-+1— n)" Stufe ein Theil des Systems (T—n)'" Stufe 
welches a. a. O. pag. 180 gefunden wurde. Die im Kap. IX 


ist, 
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$5 behandelte Frage ist nur ein specieller Fall der hier behan- 
delten, nämlich der Fall m = 6. 

Ist m = n, so haben wir die ein-eindeutige Correspondenz, die 
wir schon früher für m =n=2, wo die beiden Systeme Cylin- 
droide sind, betrachtet haben. Die Projectivität des impulsiven 
und instantanen Cylindroids ist in der That schon im Kapitel XIV 
erkannt worden. Ist m = 3, n = 2, so ist die Correspondenz also 
von der Art, dass jeder Schraube eines Systems dritter Stufe eine 
und nur eine Schraube eines gegebenen Cylindroids entspricht, 
während umgekehrt einer jeden Schraube dieser Fläche ein Cylin- 
droid von Schrauben des Systems dritter Stufe zugeordnet ist. 
Wenn also z. B. ein starrer Körper Freiheit zweiten Grades besitzt, 
so kann immer aus einem gegebenen Schraubensystem dritter Stufe 
ein Cylindroid so ausgewählt werden, dass eine impulsive Dyname 
auf irgend einer Schraube æ dieser Fläche dem Körper eine Win- 
dungsgeschwindigkeit um eine gegebene Schraube 3 des Cylindroids 
ertheilt, welches den Freiheitsgrad des Körpers definirt. 


$8. 


Auch bei dieser allgemeineren Correspondenz zweier Schrau- 
bensysteme giebt es Elemente, die beiden Systemen zugleich an- 
gehören. Indessen treten hier einige Modificationen auf, die wir 
näher betrachten müssen. Wir wollen von einem speciellen Fall 
ausgehen. Es sei gegeben ein System sechster Stufe (die Gesammt- 
heit aller Schrauben im Raume) und ein System dritter Stufe. 
Dieselben sollen in der Art von Zusammenhang stehen, welcher 
der Correspondenz zwischen impulsiven und instantanen Schrauben 
bei einem starren Körper mit Freiheit dritten Grades entspricht. 
Bezeichnen wir hier der Kürze halber ein System A" Stufe ein- 
fach durch [k]. Dann wird also nach vorigem Paragraphen oder 
auch nach Kapitel IX $5 jeder Schraube von [6] eine Schraube 
von [3] entsprechen. Umgekehrt wird aber zu jeder Schraube von 
[3] ein System [4] gehören. Es lässt sich nun zeigen, dass es eine 
Schraube giebt, die sowohl [4] wie [3] angehört. In der That, 
nehmen wir irgend zwei Schrauben, die reciprok sind dem Systeme 
[4], und irgend drei zu [3] reciproke Schrauben, so giebt es eine 
einzige Schraube, die reciprok ist zu den so ausgewählten fünf 

25* 
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Schrauben, und diese Schraube gehört ihrer Construction nach 
offenbar sowohl zu [4] wie zu [3]. Zu jeder Schraube von [3] 
kann also eine ihr correspondirende gefunden werden, 
die in dem System [3] selber enthalten ist. Dies Ergebniss 
lässt sich verallgemeinern. Es möge jeder Schraube des Raumes 
ein Element eines Systems [»] entsprechen, und nach vorigem Pa- 
ragraphen jeder Schraube von [n] ein System [T— n]. Wir neh- 
men 6—n Schrauben, die reciprok sind zu [»], und 6— (1 — n) 
= n— 1 Schrauben, reciprok zu [7—n]. Das sind zusammen 
wieder 5 Schrauben, zu denen es nur eine einzige gemeinschaft- 
liche Reciproke giebt. Das obige Ergebniss gilt also für jede Stu- 
fenzahl n. Es ist bemerkenswerth, dass dieses Resultat überhaupt 
von n ganz unabhängig ist. 

Der erhaltene Satz ist übrigens inhaltlich nicht neu, sondern 
enthält nur einen Nachweis für die Existenz der Schraube der im 
Kapitel IX $ 16 eingeführten reducirten Dyname. 

Wir wollen in der Verallgemeinerung noch einen Schritt weiter 
gehen und zwei Schraubensysteme betrachten, [m] und [n], deren 
Correspondenz wieder den Charakter derjenigen zwischen impul- 
siven und instantanen Schrauben haben soll, wobei wir annehmen 
m>n. Es entspricht dann also jeder Schraube von [m] eine von 
[n] und jeder Schraube von [7] ist ein System [m+-1—n] zuge- 
ordnet. Stellen wir nun die Frage, ob es auch hier möglich ist, 
dass die Correspondirende einer Schraube von [n] in diesem Sy- 
steme selber enthalten ist. Wir verfahren wie oben auch. Aus 
dem zu [n] reciproken System wählen wir 6—n Schrauben und 
aus dem zu [m+ 1—n] reeiproken System 6—(m-+1— n) Schrau- 
ben. Existiren Schrauben, die gleichzeitig reciprok sind zu diesen 
11—m Schrauben, so besitzen diese die verlangte Eigenschaft. 
Für m = 6 ist jedenfalls eine Lösung vorhanden, die vorhin ge- 
fundene. Ist m < 6, so müssen unter den 11—n Schrauben solche 
Beziehungen bestehen, dass ihre Anzahl 2 = 5 wird, wenn eine 
Lösung vorhanden sein soll. Die Entscheidung dieser Frage ist 
dann jeweils Sache der speciellen Untersuchung des vorgelegten 
Problems. Man sieht aber, dass sich Fälle denken lassen, wo in 
[n] Theilsysteme auftreten, so beschaffen, dass die Correspondirenden 
ihrer Elemente in [z] selber enthalten sind. 
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Es möge nun noch kurz die Frage nach der Coincidenz ent- 
sprechender Elemente erledigt werden. Wir beschränken uns bei 
der algebraischen Behandlung auf die Correspondenz zwischen zwei 
Systemen [6], [3]. Man bemerkt aber leicht, dass das Verfahren 
allgemein gültig ist. 

Wir wählen das Coordinatensystem so, dass drei Fundamen- 
talschrauben in dem System [3] liegen, dann sind die Coordinaten 
irgend eines Elementes von [3] auf drei, «,, «,, @, zurückgeführt, 
da die drei anderen beständig Null sind. Die Coordinaten der « 
correspondirenden Schraube $ sind nicht vollständig bestimmt, da 


jedem « ja ein System vierter Stufe entspricht. Auf diesen Um- 


stand nehmen wir genügend Rücksicht, wenn wir B, ps, Be völlig 
willkürlich lassen, während wir für ß,, ß,, ß, die Darstellung 
nehmen ° 

b, = 1a, +(12)e,+(13)e, 

Pa = 21) +22), +(23)e, 

P, = Ba, +(32)e,+-(33)R;. 
Ertheilen wir den ß,, $., B, gleichzeitig die besonderen Werthe 
Null, dann geben diese Gleichungen die Coordinaten jener ausge- 
zeichneten Schraube des Systems [3], die sich unter den Corre- 
spondirenden von « findet. 

Setzen wir 


pP = 04, Pı = 00, Bs = 00, 
so coincidiren die Schrauben % und «. Die Substitution dieser 
Werthe in obige Gleichungen giebt eine Gleichung dritten Grades 
für 0. Es giebt also drei Elemente, die mit ihren Correspondi- 
renden zusammenfallen. Und man sieht leicht, dass, wenn an 
Stelle des Systems [3] ein System [n] tritt, n Elemente mit dieser 
Eigenschaft vorhanden sein werden. Der mechanische Inhalt dieses 
Ergebnisses ist der: Wenn ein starrer Körper Freiheit n' Grades 
hat, dann sind immer n Schrauben in dem zugehörigen System [7] 


vorhanden, der Art, dass eine impulsive Dyname auf einer dieser 


Schrauben dem Körper eine Windungsgeschwindigkeit um dieselbe 
Schraube ertheilt. Wir sind also auch durch diese Betrachtungen 
wieder auf die Hauptträgheitsschrauben geführt worden. 

Diese Untersuchung über die allgemeine Correspondenz von 
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Schraubensystemen lassen sich noch weiter ausdehnen und führen 
zu interessanten geometrischen Resultaten, namentlich treten hier 
noch weitere Functionen auf, denen ebenfalls der Character der 
Invarianten zukommt. Indessen habe ich bisher noch keine me- 
chanische Anwendung dieser Untersuchungen gefunden, weshalb 
ich dieselben hier unterdrücke und mich zu der Darstellung der 
sehr wichtigen graphischen Methoden wende. 


Kapitel XX. 


Graphische Methoden in der Theorie der Freiheit zweiten 
Grades. 


§ 1. 

Der Behandlung durch graphische Methoden bieten sich in 
besonders einfacher Weise die Theorien der Körper mit Freiheit 
zweiten und dritten Grades dar. Es ist dies ohne weiteres einzu- 
sehen für die Freiheit zweiten Grades. Die Theorie derselben ist 
die Theorie einer zweifachen Mannigfaltigkeit, für die es jedenfalls 
ein ebenes Bild giebt. Aber auch für die Theorie der Freiheit 
dritten Grades lässt sich ein solches herstellen, wenn wir die drei 
in dieser Theorie auftretenden Variabeln als homogene Puncteoor- 
dinaten in der Ebene auflassen. 


$ 2. 

Beginnen wir mit der Betrachtung der Theorie der Freiheit 
zweiten Grades. Das zugehörige Schraubensystem, auf dessen Dar- 
stellung es hier in erster Linie ankommt, das Cylindroid, ist als 
geradlinige Fläche aufzufassen als eine einfach unendliche Reihe 
von Geraden. Wenn somit einer jeden dieser Geraden ein Punkt 
der Ebene nach bestimmtem Gesetz zugeordnet wird, so werden 
diese Bildpunkte eine einfach unendliche Punktreihe, d. h. eine 
Curve, bilden. Die Wahl dieser Abbildungscurve ist zunächst ganz 
willkürlich. Wir werden daher die einfachste Curve, den Kreis, 
wählen. Und zwar geschieht dies in folgender Weise. 
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Der Gleichung des Cylindroids (pg. 65) 
2(@’+y)—(p,—p,)ay =0 
wird genügt durch folgende Darstellung der Coordinaten als Func- 
tionen einer Variabeln f, wo c eine willkürliche Constante ist 
20,008, a y= e nt 
z = 4(p,—P,)sin2t 
und der Parameter einer Erzeugungslinie des Cylindroids, die mit 
der Schraube œ den Winkel ż bildet, ist 
p = p,c08°t+p,sin’t 
p = KP, +P) + 4p, —p;)c0s2t. 
Setzen wir 
ECP, +P) = Po 3m Pg) = M, 
und eliminiren die Variabele 7 aus 
z = msin?t = msin 0 
p = pot mecos2t = p,+mcos0, 
so kommt 
(p—Pp)’+2” = m’. 
Betrachtet man nun p und 2 als orthogonale Punktcoordinaten in 
einer Ebene, so stellt diese Gleichung (1) einen Kreis dar, den 
wir als Bild des Cylindroids betrachten dürfen. Der Radius dieses 
Kreises ist m und das Centrum hat den senkrechten Abstand p, 
von einer bestimmten Geraden. Greifen wir irgend einen Punkt 
(p, 2) dieses Kreises heraus, so sind dessen Coordinaten eindeutig 
bestimmte Grössen, die ihrerseits durch die Gleichungen 
msinO = 2 
mcosh = p— P 
den Winkel ¿= 40 und somit auch die Schraube, welche dieser 
Winkel mit der einen Hauptschraube des Cylindroids macht, ein- 
deutig bestimmen. Und zwar ist nicht nur der Träger der Schraube, 
sondern diese selber, also auch ihr Parameter, vollkommen bestimmt, 
wenn der entsprechende Punkt des Kreises gegeben ist. Umgekehrt 


sind durch = 40 jederzeit auch p und z vollkommen bestimmt. 
Es entspricht also jeder Schraube des Cylindroids ein und nur ein 
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Punkt des Bildkreises, und jedem Punkte des Kreises eine und 
nur eine Schraube des Cylindroids. 


§ 3. 
Fig. 20. Sei PT die Axe der z, ST die der 
p, und T der Anfangspunkt der Coordi- 
naten, S der Mittelpunkt des Kreises, 
dann ist 
ST P. 

Irgend ein Punkt A dieses Kreises ist 
das Bild einer Schraube auf dem Cylin- 
droid, und die Ordinate dieses Punktes, 
AP, stellt den Parameter der Schraube 
dar, wenn wir den Winkel O in der Rich- 
tung UAV zunehmen lassen. Die Axe 
PT möge die Parameteraxe heissen. 
Wir haben dann folgenden Satz: 


Der Parameter einer Schraube des Cylindroids ist 
gleich der Länge der Senkrechten, die man von dem ent- 
sprechenden Punkte des Bildkreises auf die Parameter- 
axe fällt. 

Eine Parallele AA’ durch A zur Parameteraxe trifft den Kreis 
in einem Punkte A’, dessen Ordinate gleich der von A. Es giebt 
also zwei Schrauben gleichen Parameters auf dem Cylindroid, und 
nur zwei. Der zur Parameteraxe senkrechte Durchmesser des 
Kreises schneidet diesen in zwei Punkten, U und V, welche die 
Bilder der Schrauben grössten resp. kleinsten Parameters sind. Diese 
Punkte entsprechen also den beiden Hauptschrauben des Cylin- 
droids. Die beiden Schrauben vom Parameter Null, die auf dem 
Cylindroid liegen, werden abgebildet durch die beiden reellen oder 
imaginären Durchschnittspunkte der Parameteraxe und des Kreises. 

Bei dieser graphischen Darstellung tritt für Systeme zweiter 
Ordnung ein allgemeines, für jedes beliebige System gültiges, Ge- 
setz der Parametervertheilung auf den Systemschrauben besonders 
deutlich zu Tage. Es ist dies jenes Gesetz, welches besagt, dass, 
wenn alle Parameter der Schrauben eines Systemes um eine und 
dieselbe constante Grösse vermehrt werden, die resultirende Para- 
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metervertheilung zu den möglichen gehört. In der That wird hier, 
wenn wir p+c an Stelle von p setzen, dies nur eine Parallelver- 
schiebung der Parameteraxe bedeuten, während der Kreis selber 
ungeändert bleibt, da der Durchmesser 2m, der gewissermaassen 
die Grösse des Cylindroids (den Abschnitt auf der Doppellinie) 
kennzeichnet, von dem constanten Glied in dem Ausdruck für den 
Parameter unabhängig ist. 


§ 4. 


Wir wollen uns von jetzt ab gestatten, der Kürze halber von 
der Schraube A zu reden, wenn wir unter A das Bild einer 
Cylindeoidschraube auf dem Kreise verstehen. Diese Abkürzung 
wird sich rechtfertigen, wenn es sich 
zeigt, dass alle denkbaren Beziehun- 
gen zwischen zwei Cylindroidschrau- 
ben überhaupt direct aus den Bild- 
punkten abgesehen werden können. 
Suchen wir z. B. etwa den kürzesten 
Abstand der Schrauben A, B in Fig. 21. 
Da nun alle Schrauben der Fläche deren 
Doppellinie rechtwinklig schneiden, so 
ist der gesuchte Abstand offenbar nichts 
weiter als der Unterschied der beiden 
Schrauben entsprechenden Werthe von 
msin®. Das ist aber in der Abbildung 
der Unterschied der beiden Abseissen 
von A und B, oder die Strecke PQ. 

Der kürzeste Abstand zweier Schrauben A und B ist 
gleich der Projection der Sehne AB auf die Parameteraxe. 

Wird diese Projection Null so schneiden die Schrauben ein- 
ander, und wir sehen, dass zu jeder Schraube A eines Cylindroids 
eine andere Schraube A’ der Fläche gehört, die jene schneidet. 
Insbesondere sehen wir, dass die Hauptschrauben U, V einander 
schneiden, und zwar unter rechtem Winkel. Denn es ist allge- 
mein der Winkel 

SA B = (0—0) = X(t —t), 
also das doppelte des Winkels, den die Schrauben auf dem Cylin- 


Fig. 21. 
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droid machen. Sind wieder A, A’ zwei Punkte des Kreises der 
Art, dass die Projection von AA’ auf die Parameteraxe Null ist, 
und lassen wir A, A’ immer näher aneinander rücken bis zur 
Coincidenz, so kann der so erhaltene Punkt Z nur der Berührungs- 
punkt der zur P’arameteraxe normalen Kreistangente sein. Eine 
durch L zu jener Axe gezogene Parallele LM, die durch den Mit- 
telpunkt S gehen muss, giebt also den Abstand zweier Schrauben, 
deren jede aus zwei zusammenfallenden besteht. Dies sind die 
beiden äussersten reellen Schrauben der Fläche”). Auch sie kreuzen 
sich senkrecht. Die Winkeldifferenz der Bilder ist 
Iin—In=n. 

Vermehren wir alle Parameter um den Betrag p,, so liegt d®r Mit- 
telpunkt des Bildkreises auf der Parameteraxe. Dann werden alle 
Beziehungen sehr einfach. Die Endpunkte einer zur Axe senk- 
rechten Sehne sind die Bilder von Schrauben entgegengesetzt glei- 
chen Parameters; und jedes Paar solcher Schrauben muss sich schnei- 
den. Die äussersten reellen Schrauben haben den Parameter Null, 
während die beiden Hauptschrauben beziehungsweise vom Para- 
meter +m und —m sind. 


§ 5. 
Fig. 22. Von dem Winkel zweier Schrauben 
U in der Abbildung ist im vorigen Para- 


graphen schon gelegentlich die Rede ge- 

’ wesen. Es wurde indessen nur die statt- 

findende numerische Relation zwischen 

Object und Abbildung benutzt. Wenn 

man sich aber der zwischen Centriwinkel 

A und Peripheriewinkel stattfindenden Be- 

ziehung erinnert, so hat man auch sofort 

V eine graphische Darstellung des Schrau- 
benwinkels selber. 

Der Winkel unter dem die Sehne 
AB von irgend einem Punkte des Kreises erscheint, ist 
gleich dem Winkel der Schrauben A, B auf dem Cylin- 
droid. 


= *) Siehe Kapitel XXI. 
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Wie wir uns schon überzeugten sind die Endpunkte irgend 
eines Durchmessers die Bilder von auf einander senkrechten Schrau- 
ben. Und es giebt zu jeder Schraube eines Cylindroids nur eine 
auf ihr senkrechte derselben Fläche. 

Aus dem vorigen und diesem Paragraphen erhellt, dass wir 
alles, was geometrisch für die vollständige Bestimmung einer 
Schraube nöthig ist, in unserer graphischen Darstellung auch wirk- 
lich zur Darstellung bringen können. Wir wenden uns nun zu 
mechanischen Betrachtungen. 


§ 6. 

Die fundamentale Eigenschaft des 
Cylindroids in mechanischer Beziehung 
war diese. Sind drei Schrauben der 
Fläche gegeben, und man ertheilt einem 
starren Körper Windungen um diesel- 
ben, der Art, dass die Amplitude jeder 
Windung proportional ist dem Sinus 
des Winkels der beiden nicht zugehö- 
rigen Schrauben, so wird der Körper 
nach Ausführung der drei Windungen 
hintereinander in seine Anfangslage zurückkehren. 

In dem Dreieck ABC bestehen nun nach § 5 folgende Rela- 
tionen zwischen den Dreieckswinkeln und den Schraubenwinkeln 


Er (B, C) p = (C, A), nn (4, B), 


sodass also jede Seite des Dreiecks dem Sinus des gleichnamigen 
Schraubenwinkels proportional ist. Wir haben somit hier für den 
angeführten mechanischen Satz diese Darstellung: 

„Sind drei Schrauben A, B, C auf dem Bildkreise ge- 
geben, und man ertheilt einem Körper um diese Schrau- 
ben nach einander Windungen der Art, dass die Ampli- 
tude jeder Windung proportional ist der Gegenseite des 
Dreiecks ABC, so wird der Körper nach der dritten Win- 
dung wieder in die Ausgangslage zurückgekehrt sein.“ 

Auf Grund der zwischen Windungen und Dynamen bestehenden 
Analogie ergiebt sich hiermit sofort noch der andere Satz; 
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„Drei Dynamen auf den Schrauben A, B, C sind im 
Gleichgewichte, wenn die Intensität jeder Dyname pro- 
portional ist der ihrer Schraube in dem Dreieck ABC 
gegenüberliegenden Seite.“ 

Windungsgeschwindigkeiten um die Schraube A, B, C werden 
zusammen äquivalent Null sein, wenn sie in der in den vorher- 
gehenden Sätzen aufgestellten Beziehung stehen. 


87. 


Hiermit sind wir nun auch in der Lage, eine Windung oder 
eine Dyname in zwei Componenten zu zerlegen, in Bezug auf zwei 
andere Cylindroidschrauben. Denn es sei gegeben eine Windung 
von der Amplitude œw um eine Schraube X des Cylindroids, und 
man suche die Componenten derselben in Bezug auf zwei andere 
Schrauben A und B der Fläche. Aus dem vorigen Paragraphen 
ergiebt sich aber sofort, dass drei Windungen von den resp. Am- 


plituden 
ER BX RER AX 
? pat AB’ ee ia 
von denen die zweite um A, die dritte um B stattfindet, zusam- 
men äquivalent Null sind. Denn es ist 


w:a:ß = AB: BX:AX, 


0 


Daher werden also 
BX AX 


ME en 

die Componenten der Windung um X in Bezug auf A und B, 
abgesehen vom Zeichen, sein. Ein ganz analoger Satz gilt wieder 
von Dynamen. 

Fig. 24. Das umgekehrte Problem der Zusam- 
$ mensetzung von Windungen ist ebenso auf 
Grund des vorigen zu lösen. Seien, Fig. 24, 
zwei Windungen um A und B, von den 
resp. Amplituden «, f, gegeben. Wir 
suchen die Schraube X, die so beschaffen 
ist, dass eine Windung von geeigneter Am- 
plitude um sie einen Körper mit Freiheit 
zweiten Grades aus einer gegebenen An- 
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fangslage in dieselbe Lage überführt, in die er gelangt, wenn man 
ihn aus jener Anfangslage durch zwei aufeinanderfolgende Win- 
dungen «, 8 um A und B herausführt. Sei X die gesuchte Schraube 
und œ die Amplitude der resultirenden Windung. Wir setzen 
voraus, dass œ und 3 gleiches Zeichen haben. Dann ist also wieder 


otop = AB:BX:AX. 
Die Bestimmung des Punktes gelingt hiernach durch den Satz, 
dass die Halbirungslinie eines Dreieckswinkels dessen Gegenseite 
im Verhältniss der anliegenden Seiten theilt. Wir bestimmen dem- 
gemäss auf der Strecke AB einen Punkt J so, dass 

AJ:JB=B:e, 
und ziehen durch den Halbirungspunkt H des Bogens AB die Ge- 
rade HJ, welche den Kreis in dem Punkte X schneidet. Dieser 
Punkt ist in der That das Bild der gesuchten Schraube. Denn es 
ist nach dem angeführten Satze 
AJ IB = AX BA 
d. h. 
DA AX = eh 

wie nothwendig ist. Das resultirende œw bestimmt sich dann aus 

wa: = AB: BX AX 
mit Hülfe der Relation 

AB’ = AX’+BX’—2AX BXcosy, 
wo x den Winkel AXB, also den über dem Bogen AB stehenden 
Peripheriewinkel, also nach $5 den Winkel der Schrauben A, B 
bezeichnet. Versteht man nun noch unter 4 einen Proportionali- 
tätsfactor, sodass 
o= NAB w=4:BX, B=2.4Z, 

so ist nun sofort 

w = a’ +’ —2aßcosy. 


Sind die beiden Amplituden g, & von ungleichem Zeichen, so tritt 
an Stelle von J der Punkt J’, der die Strecke AB äusserlich in 
dem Verhältnisse 3:@ theilt, und es sind AJB.J' vier harmonische 
Punkte. 

An die Stelle von H tritt der diametral gegenüberliegende H' 
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und die Gerade H'J' trifft den Kreis wieder im Punkte X. Da 
nun aber œ, # von ungleichem Zeichen sind, so ist 


w = a’ +B”+2aßcosy. 
Ganz analoge Resultate ergeben sich für Dynamen. 
Setzen wir insbesondere œw = 1, so sind 


BEN AR 

ABE i AR 
nach der in Kapitel V gegebenen Definition die Coordinaten der 
Schraube X, bezogen auf die Fundamentalschrauben A, B. 
Die zwischen ihnen stattfindende identische Relation nimmt hier 


die Form an 


= X, 


X? +X? —2 X, X, cosy = 1. 
Legt man also für die graphische Darstellung die Länge der Strecke 
AB als Längeneinheit zu Grunde, so sind die Coordinaten einer 
Schraube des Cylindroids direct als die geradlinigen Abstände des 
Bildpunktes von den Fundamentalpunkten zu definiren. 


§ 8. 


Fig. 25. Wenn, Fig. 25, der Pankt O der Pol 
| der Parameteraxe ist, so wollen wir 


nun zwei Schrauben A, B des Cylin- 
droids betrachten, die in solcher Be- 
ziehung stehen, dass die Sehne AB 
durch O geht. Es ist «dann zunächst, 
weil O der Pol von PQ ist, 


50.51 = SA’ = SP’, 
woraus weiter folgt 


Z.STA= Z SAB 
LS TB = ZBBA4, 
E ji & sodass also ZATB durch ST halbirt 
wird. Damit wird dann weiter 
ZATE = PAAS EN ABIN. 


Es wird also 


APcos0 = PT'sin 0, 
weil jede der beiden Seiten dieser Gleichung das Loth von P auf 


www.rcin.org.pl 


Kap. XX. Graphische Methoden ete. 399 


AT darstellt. Ganz analog kommt 
B@cos$ = QT sin, 
und die Addition der beiden letzten Gleichungen giebt 
(AP+BQ)c0s0 = (PT+QT)sinO. 
Es ist aber 


AP = p, BR = p;; PT+HQT= POSSA. 


wenn d den kürzesten Abstand der Schrauben A, B bedeutet. 
Unsere letzte Gleichung schreibt sich daher auch so 

(p, +p)cosô0—dsin0 e 
geht also in die wohlbekannte Gleichung der Reciprocität von 4, 
B über. Wir sind somit zu folgendem Satze gelangt: 

„Zwei Schrauben A, B sind reciprok, wenn die Sehne 
AB durch den Pol der Parameteraxe geht.“ 

Die zu einer gegebenen Schraube A reciproke Schraube des 
Cylindroids ist also immer linear zu construiren. Man bestimmt 
den Pol O der Parameteraxe — was lediglich mit dem Lineal ge- 
schieht — und bestimmt dann den Schnittpunkt B der Geraden 
AO und des Bildkreises. Der Punkt B stellt die geforderte 
Schraube dar. | 

Wir bemerken noch, dass die beiden Hauptschrauben U, V 
(Fig. 20), reciprok sind. Ihre Sehne geht in der That durch O, 
da sie da durch den Mittelpunkt geht und auf der Parameteraxe 
senkrecht steht. 

89. Fig. 26. 

Die Einführung des Punktes O, der 
im vorigen Paragraphen definirt wurde, 
ermöglicht noch eine neue Darstellung 
des Parameters dieser Schraube, die für 
fernere Untersuchungen wichtig ist. 

Sei A die Schraube, deren Para- 
meter wir darstellen wollen. Zunächst 
bietet sich uns für denselben die bis- 
her schon benutzte Form des Ausdrucks 
durch das Loth AP dar. Ziehen wir 
nun die Sehne AOB, und construiren 
dann den Schnittpunkt Æ der Geraden 
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BT und AP... Dann ist 
AR=7ZARP, 


denn da O der Pol der Parameteraxe ist, so halbirt die Linie P7 
den Winkel ATE, sodass also AE im Punkte P halbirt ist. Aus 
der Aehnlichkeit der Dreiecke BAE, BOT folgt 


OB: AB=OT: AK, 
woraus, da nach obigem AE = 2p,, folgt 


2» = ABOT 
a OB 
Es ist aber, wie leicht zu sehen, das Viereck ASBT ein Kreis- 
viereck, wonach man hat 
OT.OS = 0A.OB. 


Mit Benutzung des hieraus folgenden Werthes für OT, ergiebt sich 
somit für p, der Ausdruck 
AQAR 
PAT E 
Hier ist nun 2085S eine Constante, sodass sich folgender Satz ergiebt: 

„Wenn AB irgend eine durch den Pol O der Para- 
meteraxe gehende Sehne ist, so ist der Parameter der 
Schraube A proportional dem Rechteck AO. AB.“ 

Man kann von diesem Resultat sofort Gebrauch machen, um 
die Gleichung der Reciprocität zweier Schrauben in ihren Coordi- 
naten herzuleiten. 

Wenn als Fundamentalsystem zwei 


Fig. 26a. 


reciproke Schrauben genommen werden, 
so ist diese Gleichung bekanntlich 

Pi Ê: +P, tP, = 0, 
wo ?,, p, die Parameter der Fundamen- 
B talschrauben sind. Ist O der Pol der 
Parameteraxe, so sind A, B ein solches 


Fundamentalsystem. Die Grössen mit 
dem Index 1 beziehen sich auf A, die 
mit dem Index 2 auf B. Dann ist nach dem letzten Satze, wenn 
die Strecke AB als Einheit der Längen genommen wird, und e 


f g 
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eine Constante bedeutet 

p, = 0,40. OB. 
Ferner nach $ 7, wenn die Coordinaten von X mit £, die von X’ 
mit &' bezeichnet werden 

E = BA, U =23 

m BE EDEN. 
Denken wir uns nun das Viereck ABXX' so entstanden, dass zu 
den beiden Punkten AB erst X und dann X’ hinzutrat, so sind 
die beiden Dreiecke, aus denen das Viereck besteht, ihrer natür- 
lichen Entstehung gemäss in den resp. Sinnen zu durchlaufen 
AXX', BXX'. Diese Sinne sind aber entgegengesetzt: den von 
den Strecken AX, XX', X’A begrenzten Ebenentheil hat man 
hier immer zur Linken, den von BX, XX', X'A begrenzten immer 
zur Rechten. Nach einer in Kapitel I gemachten Bemerkung ist 
den Flächeninhalten dieser Dreiecke somit entgegengesetztes Vor- 
zeichen zu ertheilen. Da das Viereck dem Kreise eingeschrieben 
ist, so ist die Summe der Viereckswinkel 180°; die Sinus dieser 
Winkel sind also einander gleich. Den gemeinsamen Werth dieses 
Sinus nenne ich A, so sind die absoluten Werthe der Flächenin- 
halte der beiden Dreiecke 

AXX ERANA AA 

BAX =4.BX.X'B.A, 


das Verhältniss ihrer numerischen Werthe ist also 


5.8, 


Ist nun « der spitze Winkel der beiden Kreissehnen AB und X X' 
und sing = u, so ist auch 

AXX —=4XX.AO.u 

BXX' = —4}4XX'. BO., 
also das Verhältniss 


AO 
OB 
Somit 
e EER 
T A 
40.5, $ +0B:5,.5, = 0. 
Ball, Mechauik, 26 
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Multiplieirt man noch mit der Constanten e,. so geht diese Glei- 
chung ohne weiteres in der That über in 


pig 8, P:S S, = 0, 
die Gleichung der Reciprocität zwischen den Schrauben X, X’ in 
der bekannten Form. 


$ 10. 


Nach einem in Kapitel XVI entwickelten allgemeinen Satze 
ist zu schliessen, dass die Summe der reciproken Werthe der Pa- 
rameter zweier reciproken Schrauben eines Cylindroids constant 
ist. Es kann dies bei der graphischen Darstellung leicht gezeigt 
werden. Denn, man hat, Fig. 25 

AP: BO = TP: TR = 04:08, 
sodass wir O als Schwerpunkt zweier materiellen Punkte A, B von 


den resp. Maassen = S ansehen können. Dann folgt aber 
a f; 

sofort auf Grund der Eigenschaften des en. 

Nen ge BQ = ai u or. 

Pr Pa Pe 

Jedes der beiden Glieder air der linken Seite ist aber der Einheit 

gleich, und die Strecke OT ist unveränderlich, es ist daher in der 

That 


a BE 
P. Ps = OT == Const. 


Zu dem gleichen Resultate gelangen wir durch Anwendung der im 
vorigen Paragraphen gegebenen Parameterdarstellung. Denn aus 


LAG AB 
a Dna T: A 
OB.AB 
a. 
zieht man 
An AB: en. A OOB 
Pa EE = 208 ’ a 
und hieraus 
1 1 208 


BT Br AO, 
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Nun ist aber das Rechteck AO.OB constant für jede durch O ge- 
führte Sehne AB: ebenso ist OS constant, sodass also wieder 


1 
—— = const., 
Bo Pz 


und die Constante hat denselben Werth wie oben, da 
OS OT = 40.0B. 


$ 11. 
Bei der im vorigen gegebenen Darstellung zweier reciproken 
Schrauben hat es sich im Grunde nur um Darstellung eines spe- 
ciellen Werthes des virtuellen Coefficienten zweier Schrauben, Null, 
gehandelt. Wir gehen nun dazu über, für die Grösse 


20 ,= (p,t+Pz)e0s0 —dsin 0 


eine Darstellung zu geben, wenn Fig. 27. 
dieselbe einen beliebigen Werth 
hat. Seien, Fig. 27, A und B 
die beiden Schrauben, deren vir- 
tueller Coefficient gesucht wird; 
und sei ferner wieder O der Pol 
der Parameteraxe PQ. Die Ge- 
rade AB möge OT im Punkte O' 
schneiden. Wir construiren dann 
die Polare P'Q' von O'. Es ist 
dann P'Q' || PQ. Des weiteren 
eonstruiren wir 

PRI AT 08T AB 
Nun ist wieder, wie vorhin, 

ATP u LET TE>BG, 


und, da 


28340 =AATO, Z840= LAT, 
so muss auch sein 
ZLSA0—ZLSAO=ZATO—ZATO 
ZOAG=ZLTAF, 
sodass also die Dreiecke OAG und TAF ähnlich sind. Daraus 
26* 
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folgt dann 


he A a 
TF= 06.5, = 06:55 


Nun ist aber, $ 8, 
(p,-TT+p,—TT')eose—dsin® = 0, 


woraus folgt 
2TT'.cos0 = (p,+p,)e0s0—dsind = 29, ,. 


A 
Es ist also 
TT'ce0 = TF 
der virtuelle Coefficient der Schrauben A, B; und nach der oben 
für TF gefundenen Gleichung können wir den Satz aussprechen: 
„Der virtuelle Coefficient zweier Schrauben A, B ist 
proportional dem senkrechten Abstand des Poles der Pa- 
rameteraxe von der Sehne AB.“ 
Denn es sind AS, OS constante Strecken, und 
AS 
OS 
Aus diesem Ergebniss folgt sofort wieder, dass A und B reciprok 
sind, wenn die Sehne AB durch Ô geht. Denn alsdann ist OG = 0 
und somit auch TF = ©, = 0. 


TIF=0G. 


$ 12. 

Bei der grossen Wichtigkeit, welche die Grösse ®,; für die 
ganze Theorie besitzt, erscheint es von Interesse, noch auf eine 
andere Art der Darstellung des virtuellen Coefficienten hinzu- 
weisen. Dieselbe gründet sich auf folgende einfache geometrische 
Betrachtung. 

Sei das Dreieck ABC gegeben. An den demselben umschrie- 
benen Kreis legen wir in den Punkten A, B, € Tangenten, so 
wird das umschriebene Dreieck XYZ erhalten. Die Längen der 
Seiten des Dreiecks ABC mögen, wie gebräuchlich, durch a, b, e 
bezeichnet sein. Dann ist leicht zu sehen, dass der Schwerpunkt 
von Massen a’, b’, c°, die resp. in den Punkten A, B, C vor- 
handen sind, auf den drei Geraden AX, BY, CZ liegen muss. 
Diese drei Geraden müssen sich also in einem Punkte J schneiden, 
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Fig. 28. 


der dann der Schwerpunkt jener Massen ist. Ist nun H der zweite 
Durchschnittspunkt der Geraden BY mit dem Kreise, so ist, weil 
CA die Polare von Y ist, das Doppelverhältniss der vier Kreis- 
punkte BHAC 
(BHAC) = —1. 

Ist dann M irgend ein Punkt des Kreises, so sind auch die vier 
Strahlen MB, MH, MA, MC harmonische. Nehmen wir den Punkt 
B selber als fünften Punkt M, so geht der Strahl MB in die Tan- 
gente BZ über, und man sieht, dass J und Z harmonisch conju- 
girte Punkte der Strecke CZ sind. Daraus folgt dann, dass Z der 
Schwerpunkt von Massen +a’, +5’, —c? ist, die sich beziehlich 
in den Punkten A, B, € befinden. 

Denken wir uns nun die Parameteraxe gezeichnet, und möge 
h die Länge des Loths von Z auf diese Axe bedeuten. Denken 
wir uns ferner die Parameter p,, P,, p, der Schrauben A, B, C 
construirt. Dann ist, auf Grund einer bekannten Eigenschaft des 
Schwerpunkts 

p a’ +p,b’ — p,a’ = (a +b’—c”)h = 2abheos(. (a) 


Nehmen wir nun A und B als Fundamentalschrauben, und seien 
@,; 0, die Coordinaten der Schraube C in Bezug auf diese Schrau- 
ben. Dann ist nach Kapitel V 

Ps = P 01 +P:0, +20,0, 
wenn @,, den virtuellen Coefficienten der Schrauben A, B be- 
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zeichnet. Nun ist 


und somit 
p a’ +p, b’ — p,’ +20, ab = 0, 


sodass aus Vergleichung dieser Relation mit Gleichung (a) folgt 


©, = —hcos C, 


welches die neue Darstellung des virtuellen Coefficienten zweier 
Schrauben ist. Dabei ist es irrelevant, dass diese Grösse hier mit 
negativem Zeichen erscheint, da es hier nur auf den absoluten 
Werth der darstellenden Strecke ankommt. Wir können also den 
Satz aussprechen: 

„Der virtuelle Coefficient zweier Schrauben ist gleich 
dem Cosinus des von ihrer Sehne gespannten Winkels, 


(also des Winkels der Schrauben) multiplieirt in den 


senkrechten Abstand des Poles dieser Sehne von der Pa- 
rameteraxe. 

Dies ist wohl die interessanteste Darstellung für den virtuellen 
Coefficienten. Auch sie zeigt, dass die Sehne reciproker Schrauben 
durch den Pol der Parameteraxe gehen muss. Denn es wird 
@,=0 für A=0. Es muss also in diesem Falle der Pol der 
Sehne auf der Parameteraxe liegen. Wenn aber der letztgenannte 
Punkt die Parameteraxe beschreibt, so muss die Sehne sich um 
den Pol dieser Axe drehen. Für cosC = 0, C = 90°, verschwindet 
©, nicht. Es rückt dann der Punkt Z in’s Unendliche, und der 
Ausdruck für æ, wird zunächst unbestimmt. 

Das hier erlangte Resultat für ®,, steht übrigens in enger 
Verbindung mit demjenigen des vorigen Paragraphen. Denn wir 
haben den elementargeometrischen Satz: 

Wenn in einem Kreise zwei Sehnen AB, A'B' gegeben sind, 
und die zugehörigen Peripheriewinkel sind C, C', so möge der 
senkrechte Abstand des Poles der Sehne AB von A'B' mit A, der 
senkrechte Abstand des Poles der Sehne A’B' von AB mit A be- 
zeichnet werden. Dann hat man 


hcosC = h' cos". 


Aus diesem Satze folgt, dass der virtuelle Coefficient zweier 
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Schrauben gleich ist dem Product des senkrechten Abstandes des 
Poles der Parameteraxe von der Sehne der beiden Schrauben in 
den Cosinus des Winkels, den die Parameteraxe in dem Kreise 
spannt. Es ist dies direct einzusehen, wenn die Parameteraxe den 
Kreis in zwei reellen Punkten schneidet. Auf diesen Fall kann 
aber jeder andere nach einem oft benutzten Princip stets redueirt 
werden. 


§ 13. 


. Wir waren schon im § 9 in einem speciellen Falle von der- 
jenigen Form des Ausdruckes für den virtuellen Coefficienten aus- 
gegangen, die sich bei Anwendung der Schraubencoordinaten er- 
giebt. Seien also wieder C(&), C'(y) zwei Schrauben eines Cylin- 
droids, so ist, wenn die Fundamentalschrauben reciprok sind, der 
virtuelle Coefficient gegeben durch 


Pı B; N +25, Na- 
In Figur 29 mögen A, B die Fundamentalschrauben bezeich- 
nen, und PQ die Parameteraxe. Dann geht also die Sehne AB 


Fig. 29. 


H 


durch den Pol O dieser Axe. Und es sind die vier Punkte ABOH 
zwei Paare harmonisch conjugirter Punkte. Demnach ist 


04:0B= HA: HB = AP: BQ = p, : p,. 


Der Punkt O kann somit angesehen werden als der Schwerpunkt 
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von Massen sr be die sich beziehlich in den Punkten A, B 


A A 
befinden. Zieht man daher 


AX LCOS BYO OG- LEC; 
so wird man wieder auf Grund der Schwerpunktseigenschaften 


haben 
BEAS (jog 


AX +4- 
Pi Pa 


1 1 
Da 


Pı 
oder 


p,AX+p,BY= (p, +p,)OG. 
Es ist aber auch, wenn m den Radius des Kreises bedeutet, 
2ZmAX = AC. AC 2m BY =— BC-BC, 
sodass die letzte Gleichung wird 
Tmn? 
p,- BC.BC'+p,. AC. AC' = 2m( p, + p,) OG = m- RE, 
nach einem schon oben (§ 10) gefundenen Satze. Und dies lässt 
sich nun endlich so schreiben 
BC Au AC AU OG 
MB AB m AB AR 08 
Die Quotienten auf der linken Seite sind aber die Coordinaten von 
C, C' in Bezug auf A, B, sodass man die letzte Gleichung in der 
Form erhält 


; OG 
P, 3 N,+-P;5 03 = m OS 


S í 
Dies ist aber wieder der im § 11 gefundene Ausdruck, denn es ist 
AS = m. 


§ 14. 


Wenn dem virtuellen Coefficienten zweier Schrauben ein con- 
stanter Werth beigelegt wird, so umhüllt die Sehne der Schrauben 
einen Kreis, dessen Centrum der Pol der Parameteraxe ist, wie 
sich aus § 11 und § 13 ergiebt. Es können also im allgemeinen 
zwei Schrauben gefunden werden, die mit einer gegebenen Schraube 
einen gegebenen virtuellen Coefficienten haben. Wenn eine Schraube 
A gegeben ist; so findet man diejenige Schraube, welche mit ihr 
den grössten virtuellen Coefficienten hat, indem man die Sehne 
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des Bildkreises construirt, die senkrecht steht auf der Geraden OA 
vom Pole O der Parameteraxe nach A. 

Ist überhaupt A eine feste, X eine 
veränderliche Schraube, dann ist nach 
obigem der virtuelle Coefficient von A 
und X proportional der Strecke OG, 

d. h. proportional dem Sinus des Win- 
kels OAX, also proportional der Strecke 
BX. Wenn also X den Kreis beschreibt, € 
Fig. 30, so wird der virtuelle Coefficient 
der Schrauben A, X sich proportional 
dem Abstande des Punktes X von dem festen Punkte B ändern. 


Fig. 30. 


$ 15. 

Die Darstellungen für den Fig. 31. 
virtuellen Coefficienten zweier 
Schrauben führen übrigens noch 
zu einer neuen Darstellung des e 
Parameters einer Schraube. N 
Denn der virtuelle Coefficient 

zweier zusammenfallenden F 
Schrauben ist gleich dem Pa- 
rameter. Wenn also in Figur 
30 die Punkte A, B in ein- 
ander fallen, sodass die Sehne 
AB in die Tangente AG in A (Fig. 31) übergeht, so ist der Pa- 
rameter von A 


A 


Pp f = m 


G 
08! 
sodass wir diesen Satz haben: 

„Der Parameter einer Schraube des Cylindroids ist 
gleich dem senkrechten Abstande des Poles der Para- 
meteraxe von der Tangente in dem Bildpunkte der 
Schraube.“ 

§ 16. 

Zu dem Ausdrucke für den Parameter einer Schraube, auf 

den wir in den letzten Paragraphen hingeleitet wurden; kann man 
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übrigens noch auf sehr einfache Weise gelangen. Sind nämlich 
die beiden Fundamentalschrauben reciprok, und g,, ọ, die Coordi- 
naten einer dritten Schraube, so sind bekanntlich 


P:i; P0: 
die resp. virtuellen Coefficienten der dritten Schraube in Bezug 
auf die Fundamentalschrauben. Es wird also, Fig. 30, der virtuelle 
Coefficient von X in Bezug auf A sein: 


BX 
piii 
Es ist aber, nach § 9, 
AO.AB 
al v7. 
wonach 
ENAA 2m.A0.sin4 re AAG 
3077): Ren i me 


d. i. den schon mehrfach angegebenen Werth erhält. 


$ 17. 

Eine Schraube vom Parameter Null ist sich selber reciprok. 
Die Tangente im Bildpunkte einer solchen Schraube ist somit als 
die Sehne zweier reciproken Schrauben anzusehen. Sie muss als 
solche aber durch den Pol der Parameteraxe gehen. Dies Ergebniss 
besagt aber, nur in andern Worten, die schon im Anfang dieses 
Kapitels hervorgehobene Thatsache, dass die Parameteraxe den 
Bildkreis in zwei Punkten schneidet, die Schrauben vom Para- 
meter Null darstellen. 


$ 18. 

Es giebt eine ausgezeichnete Lage der Parameteraxe, nämlich 
diejenige, in der diese Gerade den Kreis in zwei zusammenfallenden 
reellen Punkten schneidet, also Tangente des Bildkreises wird. 

In diesem speciellen Fall giebt es dann nur eine Schraube 
vom Parameter Null auf dem Cylindroid. Ihr entspricht der Be- 
rührungspunkt O der Parameteraxe. Die Parameter aller anderen 
Schrauben der Fläche haben gleiches Zeichen. Der Maximalwerth 
des Parameters ist gleich dem Durchmesser des Bildkreises. End- 
lich ist die Schraube, deren Bildpunkt der Punkt O ist, reciprok 
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zu jeder Schraube des Cylindroids. Und nur wenn die Parameter- 
axe diese specielle Lage hat, tritt dies ein, dass es auf dem Cy- 
lindroid eine Schraube giebt, die zu jeder andern der Fläche reci- 
prok ist. 

Dieser Fall subsumirt sich unter Betrachtungen, die im vorigen 
Kapitel angestellt wurden. Ein Schraubensystem 4'” Stufe ist 
durch k, sein reeiprokes durch 6—% Schrauben bestimmt. Und 
es ist dann jede Schraube des einen jeder Schraube des anderen 
Systems reciprok. Haben aber beide Systeme eine Schraube ge- 
mein, so muss diese sich nun selber reeiprok sein, und also den 
Parameter Null besitzen. 


819. 

Die bisherigen Betrachtungen dieses Kapitels beziehen sich 
nur auf Punkte unserer Theorie, welche der Statik oder der Kine- 
matik eines Körpers mit Freiheit zweiten Grades angehören. Wenn 
wir daher nun auch die Kinetik solcher Körper hinsichtlich gra- 
phischer Darstellung ins Auge fassen, so wird sich uns zunächst 
jene Grösse u darbieten, die zu einer jeden Schraube gehört, und 
welche bei der Darstellung der kinetischen Energie eines Körpers 
eine Rolle spielt. 

Wenn ein starrer Körper, von der Masse M, sich um eine 
Schraube % mit der W INÄUHERRAACETFIRAIERAN 3 bewegt, so ist 
seine kinetische Energie 


E = Muss”. 


Diese Grösse ist bisher nur analytisch, als ein bestimmter zur 
Schraube + gehöriger Parameter, eingeführt gewesen. Wir wollen 
an dieser Stelle zeigen, welche geometrische Bedeutung der Strecke 
u zukommt. 

Als Fundamentalsystem nehmen wir die absoluten Hauptiräg- 
heitsschrauben. Wenn dann 7 eine auf dem Träger von # lie- 
gende Schraube vom Parameter Null ist, und n,, ..., 9, ihre 
Coordinaten sind, so hat man bekanntlich für die Coordinaten von 
+ die Ausdrücke 


www.rein.org.pl 


412 Geometrische Methoden. 


pP, OR 
F, n 4p, on, 3 
i Po OR 
Be Te 4p, Ne 


Führt man diese Ausdrücke nun in die Gleichung ein, durch welche 
u definirt wird, nämlich (Kap. IX § 9), 

uh = pN HH D, 
so kommt 


h oR x ORN 
u, = uj tH EPpy PT taraa) : 


Nun ist aber, wie wir früher zeigten, 


OR i 
2p S, = 0, (3E) == 8 
und es ergiebt sich somit zunächst: 
Nun ist aber offenbar, wie sich aus Kap. VIII und Kap. IX ergiebt, 
für eine Schraube vom Parameter Null die Grösse v mit dem zu 
dem Träger der Schraube gehörigen Trägheitsradius ọ durch die 
Relation verbunden 
u —= 40". 

Es ist daher, da hier die Schrauben n, $ gemeinschaftliche Träger 
besitzen 

u = 407 = 405, 
sodass man endgültig erhält 

u, = 40, +P3) 
aus welcher Gleichung die eigentliche Bedeutung der Grösse w er- 
hellt. 

„Die zu jeder Schraube 9 gehörige Strecke wg hat die 
Eigenschaft, dass ihr Quadrat gleich ist dem arithmeti- 
schen Mittel aus den Quadraten des Parameters von © 
und des Trägheitsradius in Bezug auf 2.“ 

Dies Resultat hätte auch durch eine einfache Betrachtung der 
elementaren Mechanik erlangt werden können. Beachten wir, dass 
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die kinetische Energie der Bewegung um eine Schraube sich zu- 
sammensetzt aus der kinetischen Energie einer Rotation um den 
Träger der Schraube und derjenigen einer Translation parallel zu 
diesem Träger. Da die Richtungen dieser beiden Bewegungen für 
jeden Punkt des bewegten Körpers auf einander senkrecht sind, so 
erhält man die totale kinetische Energie ganz einfach durch Addi- 
tion der erwähnten Theilbeträge. Es ergiebt die Rotation den 
Betrag 
E, = 4 Mọ5 g: 
und die Translation den Betrag 
T, = 4 Mp}, 9", 
sodass 
E= E, +E, = 4 Mò (e+p). 
Es ist aber auch definirt 
E = Mut, 
wonach sein muss 
u, = e3 tH P3). 
Wenn also 9 insbesondere eine der absoluten Hauptträgheits- 


schrauben ist, so hat man 


A N 
en Bat # 


$ 20. 

Es seien nun 9, 2, die Coordinaten einer Schraube 9 des 
Cylindroids, bezogen auf irgend ein auf der Fläche liegendes Fun- 
damentalsystem, dann sind 35, 33, die Componenten einer Win- 
dungsgeschwindigkeit © in Bezug auf dieses System und die kine- 
tische Energie wird sich zunächst in der Form darstellen 

E = MP (4 42u KIHI), 
sodass also jetzt 
ug =191+2u9 I Hvi, ) 
wo die Grössen 4, u, v Constanten, mithin für alle Schrauben der 


Fläche dieselben sind. 
Diese Form des Ausdrucks für uş ist nun einer bemerkens- 
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werthen Vereinfachung fähig, wenn an Stelle des jetzt beliebigen 
Coordinatensystems ein specielles gewählt wird. 

Nehmen wir die Strecke AB als Ein- 
heit des Längenmaasses, und nennen den 
zur Sehne AB in dem Bildkreise gehö- 
rigen Peripheriewinkel &, so sind die 
Coordinaten der Schraube X (Fig. 32) 

= BA, 8 —=AX 


und müssen der Relation genügen 


RT; 
Fig. 32. 


E HE — 2g E cose = 1. 


Danach kann die Gleichung für die zur 
Schraube X gehörige Grösse u auch so geschrieben werden 


AE+2uE Er ur le —25,8,008e+8,)=0. (X) 


Diese Gleichung möge nun transformirt werden durch den Ueber- 
gang von den Fundamentalschrauben A, B auf ein anderes Paar 
von Fundamentalschrauben A', 3’. Sind dann &, &, die Abstände 
des Punktes X beziehungsweise von A', B’, so folgt, mit Hülfe» 
des Ptolemaeischen Lehrsatzes 

E A'B —=E,.4A4'—E\.AB' 

E AB = A SEBE 
sodass also der Uebergang von dem alten Coordinatensystem auf! 
das neue durch eine lineare Substitution mit constanten Üoefli- 
cienten vermittelt wird. Die Grösse « hängt nun lediglich von 
der Lage von X ab, wird also von einer Aenderung des Coordi- 
natensystems nicht beeinflusst werden. Wir können daher An- 
wendung machen von dem Satze, dass die Discriminante der bi- 
nären quadratischen Form (X) für lineare Transformationen dieser‘ 
Form eine Invariante ist. Diese Discriminante ist, wenn wir der 
Kürze halber den Index an der Grösse u weglassen: 


D = (4—u)w—u)—(u+u?cose)”. 

Diese Grösse muss nun für jede Schraube X, also auch für- 
jeden Werth von « eine Invariante sein. Stellen wir dieselbe ent-- 
wickelt dar: 

D = u'sin’s—u’(A+2ucose+V) + Ar — u’, 
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so müssen also die Coefficienten dieser Form proportional sein den 
homologen Coefficienten der transformirten Form 

. a P 2 

D' = uʻsin’e'— u’ (A' +2 u'cose' +v) A — u. 
Somit ergeben sich für die Transformation die beiden Bedingungs- 
gleichungen 
slg ” a 2? 
sin’® _ A'+H2u'cose' tv _Ay—u 
sin? A-+2u cose +v Av — u’ 


Diesen beiden Bedingungen entsprechend können nun die vier 
Grössen Å', a, »', €’, im übrigen willkürlich, gewählt werden. Es 
sind nothwendige und hinreichende Bedingungen. In der That ist 
es klar, dass zur Bestimmung der Transformation nur zwei unab- 
hängige Grössen erforderlich sind, nämlich diejenigen durch welche 
die Lagen von A’ und B' gegeben werden. 

Wir wollen nun, um zu unserem speciellen Coordinatensystem 
zu gelangen, noch die beiden willkürlichen Bedingungen hinzufügen 


u ER 


Dimit erhalten wir für 4’ und €’ die Gleichungen 


RERE ES 
sin’s — A+2ucose+v  Av—p? 
und hieraus die Werthe 
I 2(Av—u?) 
” — A+2ucose+v 
4(Av— u’) 


eP N EERE SN 
sin’e' = sin?’e: Kerr gruen. a 
Es ist also #', auch der Form nach, eindeutig bestimmt. Aus sin?s’ 
bestimmen wir zunächst vier Werthe 
te, E(n—e). 

Die negativen Werthe sind aber, als hier bedeutungslos, zu ver- 
werfen. Die beiden positiven liefern thatsächlich nur ein Resul- 
tat, denn die Sehne theilt die Kreisperipherie in zwei Theile der- 
ari, dass sie von den Punkten des einen Theils unter dem Winkel 
e', von denen des andern unter dem Winkel z—e’ erscheint. 

In diesem speciellen Coordinatensystem haben wir also für « 
die einfache canonische Darstellung 
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u} = 1+8), 

Fig. 33. und diese führt nun sofort zu einer geo- 
metrischen Repräsentation von «u. Denn 
seien (in Fig. 33) A, B die eben einge- 
führten canonischen Fundamentalschrauben, 
und O' der Halbirungspunkt der Strecke 
AB, so hat man 


| / E+E = BX’+HAX'’ 
ler — 240” 42X0 
E 2x0 YO'+2X0" 
DAYA O, 


sodass sich der Satz ergiebt: 

„Wenn ein starrer Körper, mit Freiheit zweiten Gra- 
des, mit der Einheit der Windungsgeschwindigkeit um 
eine Schraube X des zugehörigen Cylindroids sich bewegt, 
dann ist seine kinetische Energie proportional dem Recht- 
eck XY.XO', wo O' ein bestimmter fester Punkt der Sehne 
AY ist." 

Dies Ergebniss ist ganz analog dem in §9 bei der Unter- 
suchung des Gesetzes für die Parametervertheilung erhaltenen. An 
die Stelle des dort benutzten Punktes O ist hier der Punkt O' ge- 
treten. In Verfolg dieser Analogie wollen wir die Polare des 
Punktes O' als Axe der kinetischen Energie oder abkürzend 
als kinetische Axe bezeichnen. 

Damit lässt sich dann sofort wieder der Satz aussprechen: 

„Wenn ein starrer Körper mit Freiheit zweiten Gra- 
des sich mit der Einheit der Windungsgeschwindigkeit 
um eine Schraube X des zugehörigen Cylindroids bewegt, 
so ist seine kinetische Energie proportional dem senk- 
rechten Abstand des Bildpunktes X von der kinetischen 
Axe.“ 

Die in $ 12 für den Parameter gegebene Construction kannı 
nun auch sofort sinngemäss zur geometrischen Darstellung von u” 
angewandt werden. Diese Grösse ist also proportional dem senk- 
rechten Abstand des Punktes O' von der Tangente im Punkte X.. 

Zwischen den Punkten O und O' besteht übrigens ein wesent- 
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licher Unterschied. Der Punkt O, der Pol der Parameteraxe, kann 
an jede beliebige Stelle der Bildebene rücken, er kann also nament- 
lich auch ausserhalb des Kreises liegen. Denn es kann immer zwei 
reelle Schrauben vom Parameter Null auf einem Cylindroid geben, 
welche bekanntlich durch die Schnittpunkte der Parameteraxe mit 
dem Kreise dargestellt werden. Es kann aber keine Schraube geben, 
bei Bewegung um welche ein Körper die kinetische Energie Null 
erlangte. Die kinetische Axe kann also den Kreis nie in zwei 
reellen Punkten schneiden, d.h. mit anderen Worten der Punkt 
O' muss immer innerhalb des Kreises liegen. 


$ 21. 

Wenn einem starren Körper mit Freiheit zweiten Grades 
gleichzeitig um zwei Schrauben «œ, ß des zugehörigen Cylindroids 
Windungsgeschwindigkeiten œ, ĝ ertheilt werden, so wird er sich 
um eine dritte Schraube 9 dieser Fläche mit der Windungsge- 
schwindigkeit $ bewegen. Er erlangt bei dieser wirklich eintre- 
tenden, resultirenden, Bewegung die kinetische Energie 

E = Mu”. 
Wäre die Schraube œ allein vorhanden, so würde der Körper bei 
der Bewegung um diese die kinetische Energie 
| E, = Muza’ 
erlangen, und ebenso würde einer Bewegung allein um die Schraube 
ß die kinetische Energie 


E = Mu; p? 


entsprechen. Im Allgemeinen wird nun Æ nicht einfach gleich der 


Sumnie 
E+E, 


sein. Indessen giebt es eine specielle Beziehung der Schrauben «, 
ß zu einander, vermöge welcher 


E = E+E, 
wird. In diesem Falle ist also 
u3 ý? = uza’ +u? ß®, 
und die Beziehung der Schrauben «œ, ĝ zu einander ist dann die- 
Ball, Mechanik, 27 
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jenige der conjugirten Trägheitsschrauben (Kapitel IX). Bemerken 
wir nun, dass, wenn 9, 9, die Coordinaten der Schraube 3 sind, 
man hat 
e=39, Ë = ÎI, 
so sieht man sofort, dass, wenn noch 4, B, X die Bilder der 
Schraube œ, 8, $ sind, die Proportion besteht 
ERDE 751 55 Jy? 
940’: = AB BA : AN, 
Wenn nun aber die Sehne AB durch den Pol O' der kinetischen 
Axe geht, dann wird der Schwerpunkt von drei Massen 
272 nu? Ty? 
ne AB S BR, AR, 
die sich beziehungsweise in den Punkten X, A, B befinden, auf 
der kinetischen Axe liegen, wonach man haben wird 
ın2 9 TETA] 9 v? P 
AB .us = BX wrAX u 
und in Folge jener Proportion 
Man E 609.8 2 02 
u, S AN +u; DB» 

Dieses Ergebniss involvirt den Satz: 

„Jede Sehne durch den Pol der kinetischen Axe schnei- 
det den Kreis in Punkten, die die Bilder sind eines Paares 
conjugirter Trägheitsschrauben.“ 

Zu demselben Resultate hätte man auch in folgender Weise 
gelangen können. Aus dem Ptolemaeischen Lehrsatz folgt (Fig. 33) 


AB.XY= AX.BY+AY.BAX. 
Multiplieirt man diese Gleichung mit 
AB.XO', 
so kommt 
AB’.XY.X0'= AX.AB.BY.X0'+AY.X0'.BX.AB. 


Es ist aber 
BY.X0' = AX.BO' 


AY.X0' = BX.A0', 
sodass erhalten wird 
AB’.XY.X0' = AX’.AB.BO'+BX’. AB. AO". 
Mit Berücksichtigung des Ergebnisses von $ 20 geht diese Gleichung 
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aber sofort über in 


PC ARE | 2 02 
ugs == u0 +u. 


§ 22. 

Indem wir uns zur Untersuchung der Relationen zwischen im- 
pulsiven und instantanen Schrauben wenden, erinnern wir zuvör- 
derst an das im Kapitel XIV gewonnene Ergebniss, dass die im- 
pulsiven und die instantanen Schrauben zwei projective Systeme 
bilden. Um diese Thatsache auch bei der graphischen Behandlung 
der Theorie der Freiheit zweiten Grades in einfacher Weise her- 
vortreten zu lassen, machen wir Gebrauch von dem Begriff der 
reducirten Dyname, der uns in den allgemeinen Betrachtungen des 
Kapitel IX § 16 zum ersten Male entgegengetreten ist. Mit Ein- 
führung dieses Begriffes besteht also für den speciellen Fall, den 
wir hier behandeln, der Satz: 

Zu jeder Schraube œ eines Cylindroids € kann immer eine 
Schraube 8 desselben Cylindroids so gefunden werden, dass eine 
impulsive Dyname auf 8 einem Körper, dessen Freiheit durch € 
definirt ist, eine Windung um « ertheilt. 

Es ist aus mechanischen Gründen klar, dass die Beziehung der 
Schrauben «, 8 zu einander eine ein-eindeutige ist. Denn man 
nehme an, dass zu zwei impulsiven Schrauben des Cylindroids, 8 
und y, eine und dieselbe instantane Schraube œ gehörte. Dann 
wird es immer möglich sein, auf 8 und y je eine impulsive Dy- 
name wirken zu lassen, deren Intensitäten so gewählt sind, dass 
die Dyname auf ĝ einem Körper eine Windungsgeschwindigkeit 
+w um «, die auf y dem Körper eine Windungsgeschwindigkeit 
—o um « ertheilt. Dann wird also der Körper sich überhaupt 
nicht bewegen; woraus wieder folgen würde, dass die Dynamen 
auf 8 und y im Gleichgewicht sein müssten. Dies ist aber nicht 
möglich, wenn die Schrauben 8 und y verschieden sind. 

Seien nun (Fig. 34) A, B zwei impulsive Schrauben, und 4', 
B' beziehungsweise die correspondirenden instantanen Schrauben, 
was also so zu verstehen ist, dass eine impulsive Dyname auf A 
einem Körper eine Windung um 4A’ mittheilt, und analog für B, 
B'. Die Dynamen auf A und B mögen jede die Einheit der In- 

Br 
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tensität besitzen, die von ihnen resp. hervorgerufenen Windungs- 
geschwindigkeiten seien œ, um die Schraube A’, und 3, um die 
Schraube D". 

Ferner sei X irgend eine andere Schraube des Cylindroids, 
eine Dyname auf welcher für sich allein — also wenn der Körper 
vor ihrem Auftreten in einer Ruhelage verharrte — eine Win- 
dungsgeschwindigkeit œ um die Schraube X’ hervorruft. 

Fig. 34. Nehmen wir der Einfachheit halber 
an, dass auch die Dyname auf X die 
Einheit der Intensität besitze, so kann 
diese Dyname in zwei Componenten auf 
den Schrauben A, B zerlegt werden, 
deren Intensitäten dann beziehungsweise 


BX AX 

AB. AR 
sind. Diese Dynamen erzeugen dann 
Windungsgeschwindigkeiten um 4’, B', 


deren Werthe bezüglich sind 
BX 3 AX 
a =r a 
AB’ AB 
Und diese beiden Windungsgeschwindigkeiten müssen sich zusam- 
mensetzen zur Windungsgeschwindigkeit œ um X’. Demgemäss 
haben wir 


RE © 
“FB Pa 
AX A'X' 


——=W0—pr' 
PB "AB 
Sind weiter Y, Y’ zwei Schrauben, die in derselben Beziehung zu 


einander stehen, wie X, X’; und ist w die Windungsgesch windig- 
keit um Y’, so haben wir die analogen Gleichungen 


IR > AAR 2 a 

R ee 
RE y 

Er er 1: 


Aus diesen vier Gleichungen folgt durch Elimination von g, f, œ, w' 
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BA BY TEN 
AN AT HAR OET 
Da nun die Länge der Kreissehne proportional ist dem Sinus des 


von ihr gespannten Winkels, so zeigt diese letzte Gleichung, dass 
die Punktreihe A, B, X, Y projectiv ist der Reihe 4', B', X', Y': 


(ABXY)K(A'B'X'Y'). 


Sind also P, P' irgend zwei Punkte des Kreises, so gilt auch für 
die von ihnen nach jenen Reihen ausgehenden Büschel 


P'(ABXY)T P(A'B'X'Y'), 


und es entsprechen sich die Strahlen der Büschel in der aus der 
Bezeichnung ersichtlichen Reihenfolge. 

Durch dieses Ergebniss ist nun zunächst wieder die Projecti- 
vität der Systeme der instantanen und impulsiven Schrauben nach- 
gewiesen. 

Es ist aber auch insbesondere, Fig. 35. 
wenn wir P durch A, P' durch 4' 
ersetzen 

A'(ABXY)A A(A'B'X'Y'). 
Diese beiden Büschel haben also per- 
spective Lage, und die Punkte L, M, 
‘N müssen daher collinear sein. Dar- 
aus erwächst aber für die graphische 
Darstellung unseres mechanischen Pro- 
blems der Satz: 

„Sind A, B zwei impulsive Schrauben und A’, B’ die 
entsprechenden instantanen Schrauben, dann schneiden 
sich die Sehnen AB’ und A'B auf einer festen Geraden XY.“ 

Die Punkte X, Y sind nun die Doppelpunkte der beiden pro- 
jektiven Punktreihen auf dem Kreise, die wir hier betrachten. 
Daraus folgt, dass, wenn X als impulsive Schraube betrachtet 
wird, die zugehörige instantane Schraube ebenfalls X ist. Gleiches 
gilt für Y. Also: 

„Die Gerade XY schneidet den Kreis in zwei Puikko 
A jeder die Eigenschaft besitzt, dass eine impulsive 
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Dyname auf der Schraube, deren Bild dieser Punkt ist, 
einem Körper eine Windungsgeschwindigkeit um die- 
selbe Schraube ertheilt.“ 

Die Punkte X, Y sind somit die Bilder der Hauptträgheits- 
schrauben, aus welchem Grunde wir die Gerade XY auch als Axe 
der Hauptträgheitsschrauben bezeichnen wollen. 

Das graphische Verfahren lässt also wieder erkennen, dass es 
in einem Schraubensysteme ` zweiter Stufe (Cylindroid) zwei und 
nur zwei Hauptträgheitsschrauben giebt. 

Es lässt sich nun eine sehr einfache Construction für die 
Hauptträgheitsschrauben angeben. Denn diese Schrauben müssen 
sowohl reciprok als auch conjugirte Trägheitsschrauben sein. Es 
muss also, nach unseren bisherigen Ergebnissen, die Axe der Haupt- 
trägheitsschrauben sowohl durch den Pol O der Parameteraxe gehen, 
als auch durch den Pol O' der kinetischen Axe. Durch diese zwei 
Punkte ist aber die in Rede stehende Axe vollkommen bestimmt. 
Die Axe der Hauptträgheitsschrauben ist also die durch 
die Punkte O und O' gehende Sehne des Kreises. 


$ 23. 

Mit Hülfe dieser Punkte O und O' lässt sich nun auch immer 
die zu einer gegebenen impulsiven Schraube gehörige instantane 
Schraube construiren. 

In der That, es sei A der Bild- 
punkt der gegebenen impulsiven 
Schraube. Ziehen wir die Sehne 
AO, die den Kreis zum zweiten 
Male in H trifft, so ist H reciprok 
zu A. Ziehen wir ferner die Sehne 
HO', deren zweiter Schnittpunkt 
mit dem Kreise A’ ist, so sind H, 
4A’ ein Paar conjugirter 'Trägheits- 
schrauben. Da nun A die einzige 
zu ı H reciproke Schraube des Cylindroids ist, so ist nothwendig A’ 
die gesuchte instantane Schraube. Dies folgt aus dem in Kapitel 
IX § 4 (pag. 178) bewiesenen Satze, der sich auch so formuliren 
lässt: 
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Wenn zwei conjugirte Trägheitsschrauben æ, 3 als instantane 
Schrauben betrachtet werden, dann ist diejenige Schraube 2, welche 
einer derselben etwa « als impulsive Schraube entspricht, reciprok 
zur andern P. 

§ 24. 

Wir haben auf pag. 188 im Kap. IX $ 10 gefunden, dass die 
Windungsgeschwindigkeit, die ein Körper um eine Schraube « in 
Folge eines Impulses auf eine Schraube n erlangt, gegeben ist durch 


D ya 
a —%: TE ; 
wo der Factor k nur von der Intensität der Impulsivdyname und 
der Masse des Körpers abhängt. Nun ist der virtuelle Coefficient 
©,. proportional dem Rechteck (Fig. 36) 

AO.A'H, 


wenn A das Bild von y und A’ dasjenige von « ist. Und ebenso 
ist u} proportional dem Rechteck 

4'0'.A4'H. 
Es ist also die Windungsgeschwindigkeit «@' proportional dem Quo- 
tienten 


AO Pe. 
TE MER ENTE 
Da nun 
BER 
ah M’ 


wo M die Masse des Körpers bedeutet, so können wir das letzte 
Ergebniss in folgendem Satz formuliren: 

„Eine Impulsivdyname auf A, deren Intensität pro- 
portional HO ist, erzeugt eine Windungsgeschwindigkeit 
um A’, die proportional ist zu HO'.“ 

Durch diesen Satz löst die graphische Methode in einfachster 
Weise das Fundamentalproblem der Kinetik eines starren Körpers 
mit Freiheit zweiten Grades. 


$ 25. 


Zur Bestimmung der instantanen Schraube, die zu einer gege- 
benen impulsiven gehört, giebt es noch eine andere Methode, welche 
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die Punkte O und O' nicht benutzt, sondern an deren Stelle einen 
neuen festen Punkt Q treten lässt, der übrigens, wie O0’, auf der 
Axe der Hauptträgheitsschrauben liegt. 
In der That, seien 
(Fig.37) X, Y die beiden 
Hauptträgheitsschrauben. 
Sei ferner A eine impul- 
sive und 4’ die ent- 
sprechende instantane 
Schraube. Dann ziehen 
wir die Sehne AH durch 
A parallel zu XY, ver- 
binden H mit A’ und 
verlängern HA' bis zum Schnittpunkt 2 mit XY. Endlich wollen 
wir mit œ die Windungsgeschwindigkeit bezeichnen, die durch eine 
Dyname von der Einheit der Intensität auf X hervorgerufen wird; 
die analoge Bedeutung für Y habe $. 
Es ist nun leicht zu sehen, dass die Dreiecke AA'’X und Y4'2, 
und ebenso die Dreiecke AA'’Y und XA'Q ähnlich sind. Daraus 
folgt dann 


Fig. 37. 


Fo BR V 
Er er 
F A AET 
AF DE 


Wenn der Kürze halber noch angenommen wird, dass die In- 
tensität der Dyname auf A der Einheit gleich sei, so sind deren 
Componenten auf X und Y gegeben durch 

AY 
EF? 
AX 
t o 
Diese Componenten erzeugen Windungsgeschwindigkeiten, denen 
beziehungsweise die Werthe zukommen 
„X 
XY 
AX 
PRT 
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Wenn nun w die resultirende Windungsgeschwindigkeit um A’ ist, 
dann müssen deren Componenten nach X und Y den eben ange- 
gebenen Werthen beziehungsweise gleich sein. Man hat also 


Ar RE 
u a 5 
AZ MR 
EE i sähe N o AA 


woraus sich ergiebt, mit Rücksicht auf die obigen ersten Gleichungen 


' 


TREE: 

a i 
oder 

a:B=AY:AL. 


Daraus folgt nun zunächst, dass der Punkt 2 in seiner Lage auf 

XY völlig unabhängig von den Lagen von A und A’, also in der 

That ein fester Punkt auf XY ist; und ferner, dass das Rechteck 
w. Q A' = const. 

Wir haben daher diesen Satz, der zur Bestimmung von œ dient: 

„Um die zu einer gegebenen impulsiven Schraube A 
gehörige instantane Schraube zu construiren, ziehe man 
die zur Axe der Hauptträgheitsschrauben parallele Sehne 
AH. Verbindet man dann den Punkt H mit einem festen 
Punkte 2 auf der genannten Axe, so schneidet die Ver- 
bindungslinie HQ den Kreis in einem Punkte A’, welcher 
das Bild der gesuchten instantanen Schraube ist. Die 
Windungsgeschwindigkeit um diese Schraube wird dann 
umgekehrt proportional sein zu der Strecke Q A'.“ 

Man sieht hier sehr leicht, dass das umgekehrte Problem keine 
eindeutige Lösung besitzt. Wenn nämlich die Windungsgeschwin- 
digkeit bekannt ist, welche ein Körper um die Schraube A’ erlangt 
unter dem Einfluss einer Impulsivdyname von der Einheit der In- 
tensität der Schraube A, so ist die Strecke 2A’ bestimmt. Ein 
Kreis, um Q mit dem Radius Q A' construirt, schneidet aber den 
Bildkreis in zwei Punkten. Es giebt also zwei Schrauben A’, und 
somit auch zwei Schrauben 4, auf deren jeder eine Impulsivdyname 
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von der Einheit der Intensität einem Körper eine Windungsge- 
schwindigkeit œ um eine Cylindroidsschraube ertheilt. 

Der durch 2 gehende Durchmesser des Kreises schneidet diesen 
in Punkten, welche die Bilder derjenigen Schrauben sind, um welche 
ein Körper den grössten oder kleinsten Werth der Windungsge- 
schwindigkeit erhält, wenn eine gegebene Impulsivdyname auf ihn 
wirkt. 

§ 26. 

Für die Grössen «, ß des vorigen Paragraphen, welche die 
Windungsgeschwindigkeiten waren, die durch Impulsivdynamen von 
der Intensitätseinheit auf den Hauptträgheitsschrauben beziehungs- 
weise hervorgerufen wurden, findet man folgende einfache geome- 
trische Relation. 

Wenn œw wieder die Windungsgeschwindigkeit bezeichnet, welche 
um A’ durch die Dyname auf A hervorgebracht wird, so ist nach 
8 25 

u. AT ee AT 
B.AI—= WAL, 


also 
ee A A- A 
T. aT 4 DaF. b a 
Dieses Doppelverhältniss ist aber (Fig. 36) auch das der Punkte 
X, Y, 0, O', so dass wir für das Verhältniss der Grössen «, p die 
Darstellung gewinnen 


= (XYAA'). 


7 = (XY00') 
TEKO E 
R a 
‚g 27. 
Nehmen wir wieder die ersten Gleichungen des § 26 auf, 


nämlich 
wAY DA Y 
PAAS OAA, 
so folgt aus diesen 
aß. AX.AY=w’.AX.AY. 
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Fällen wir nun (Fig. 38) Fig. 38. 

AP ESY AP AT HOLTET, 
so ist wegen der Gleichheit der Periphe- 
riewinkel über demselben Bogen 

AA AY- AX. AY = AP: AP, 
so dass zunächst 
EPAPER A P, 
welche Formel durch Benutzung der ähn- 
lichen Dreiecke der Figur übergeht in 
AO A'0' 


aki- aaa a 
woraus folgt 
w’ = aß- A0 ; OH } 
20 04 


' 


Es ist aber ($ 24) a proportional , also 


Ai TI? 


w?’ proportional ——- 


OH’ 
© proportional E: 
OH ° 
sodass wir auch auf diesem Wege zu dem Resultate des § 24 ge- 


langt sind. 
Es verdient hervorgehoben zu werden, dass es nicht nöthig 
ist, den Punkt H als Durchschnittspunkt der Geraden AO, A'O' 
durch die ausgezeichneten Punkte O und ©’ zu bestimmen, sondern 
dass dieser Punkt auf dem Kreise ganz willkürlich angenommen 
werden kann. Es treten dann aller- Fig. 39. ; 
dings an Stelle der Punkte O, O' 
andere Punkte 2, 2’, welche aber 
wie jene zur Bestimmung der in- 
stantanen Schraube und der Win- 
dungsgeschwindigkeit verwandt wer- 
den können. Es folgt dies daraus, 
dass die Punkte X YA A’ von irgend 
zwei beliebigen Punkten des Kreises 
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durch projective Strahlbüschel projieirt werden. Es wird also auch 
immer die Gleichheit der Doppelverhältnisse bestehen: 
(XOY SAO Y): 
Und wenn die Punkte R, 2’ demgemäss bestimmt sind, so liefert 
bei gegebener impulsiver Schraube A der Strahl AQ den Schnitt- 
punkt H mit dem Kreise, und dann .der Strahl 77.2’ den Schnitt- 
punkt A', d. i. das Bild der zugehörigen instantanen Schraube, 
während die Windungsgeschwindigkeit um diese proportional ist 
dem Quotienten 
@’H 
| QH 
In dem besonderen Falle, wo wir den Punkt ins Unendliche rücken 
lassen, ergiebt sich wieder die Construction des Paragraphen 25. 


§ 28. 


In den allgemeinen Untersuchungen des vorigen Kapitels ist 
‘ die Frage der Permutabilität der impulsiven und instantanen 
Schrauben bereits erörtert worden. Dieselbe gewinnt besonderes 
Interesse in dem hier betrachteten speciellen Falle, und namentlich 
bei Anwendung der graphischen Methode. 

Wie schon a. a. O. festgestellt wurde, findet die Permutabilität 
im Allgemeinen nicht statt. Tritt sie aber für ein Paar cor- 
respondirender Schrauben ein, so tritt sie für alle dem System 
zugehörenden Paare ein. 

Seien 2, 2' ein 
Paar solcher Punkte, 
wie sie im vorigen Pa- 
ragraphen eingeführt 
wurden. Dann kann 
also immer, wenn die 
impulsive Schraube A 
gegeben ist, die instan- 
tane A’ gefunden wer- 
den. Soll nun, wenn 4A’ 
als impulsive Schraube genommen wird, die Construction der instan- 
tanen Schraube zu A zurückführen, dann muss, wie die Figur un- 
mittelbar zeigt, 2 auf der Polare von 2’ liegen, die beiden Punkte 


Fig. 40. 


www.rein.org.pl 


Kap. XX. Graphische Methoden ete. 429 


müssen also einander harmonisch conjugirt sein in Bezug auf den 
Kreis, oder mit andern Worten, der constante Werth des Doppel- 
verhältnisses (X 22'Y) muss jetzt gleich —1 werden. Dies gilt 
dann für jedes Punktepaar 2.2’, also insbesondere auch für O, O', 
sodass sich der folgende Satz ergiebt: 

„Wenn die Punkte O, O' und die Durchschnitts- 
punkte der Axe der Hauptträgheitsschrauben mit dem 
Kreise eine harmonische Punktreihe bilden, dann hat 
jedes Paar impulsiver und instantaner Schrauben die 
Eigenschaft der Permutabilität.“ 

In diesem Falle steht also das System der impulsiven zu dem 
der instantanen Schrauben in jener Beziehung, die wir als Involu- 
tion bezeichnet haben. 

Eine Impulsivdyname von der Intensitätseinheit auf einer der 
Hauptträgheitsschrauben bringt jetzt eine Windungsgeschwindigkeit 
hervor, die gleich und entgegengesetzt ist jener, welche durch die- 
selbe Dyname erzeugt würde, wenn dieselbe auf der andern Haupt- 
trägheitsschraube wirkte. 

Die Construction der einander correspondirenden Schrauben 
vereinfacht sich hier wesentlich, wie aus folgendem Satz hervorgeht: 

„Stehen die Systeme derimpulsiven und instantanen 
Schrauben in involutorischer Beziehung, so geht die 
Sehne, welche eine impulsive Schraube mit der zugehö- 
rigen instantanen verbindet, durch den Pol der Axe der 
Hauptträgheitsschrauben.“ 

Der Beweis dieses Satzes ist bereits in den vorhergehenden 
Betrachtungen enthalten. 


Gehen wir auf den 
allgemeinen Fall zu- 
rück, so finden wir, 
dass die Sehne AA’ 
die Axe der Haupt- 
trägheitsschrauben in 
einem Punkte 7 so 
schneidet (Fig. 41), 


Q V aE: 
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dass das Quadrat der durch den Impuls erlangten Windungsge- 
schwindigkeit proportional ist dem Quotienten 


AT 
AT 
In der That, ziehen wir in Verfolg der Construction des § 25 
HQ | AT, 
so ist 
HO A'T HR A'R 
r Y 
HT. A 
also 


1N 

AT 

In dem angeführten Paragraphen ist aber gezeigt, dass A'Q 

umgekehrt proportional ist der Windungsgeschwindigkeit w. Es ist 
also, wie behauptet wurde 


roportional RR 
p AQ’ 


AT i 2 
FT proportional w°. 


Dies ist, wie man sieht, die einfachste Construction, die zur Kennt- 
niss von w führt. Denn zu ihrer Durchführung bedarf es nur der 
Kenntniss der Sehne AA’ und der Axe der Hauptträgheitsschrauben. 
Diese Sehne AA’ umhüllt einen Kegelschnitt, der mit dem Bild- 
kreise in doppelter Berührung steht; denn diese Eigenschaft hat 
bekanntlich jede Kreissehne, die entsprechende Punkte zweier pro- 
jeetiven Punktreihen des Kreises verbindet. Sei J der Berührungs- 
Fig. 42. punkt des Kegel- 

Fa schnitts und der 
j Sehne A A' (Fig. 42), 
dann sind A, 4', 

J, T vier harmo- 
nische Punkte, und 

zwar A, A'undJ, T 

beziehungsweise 

einander conjugirt. 
Denn, wenn wir die 

Axe XY auf die 
unendlich ferne Ge- 
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rade projiciren, so gehen die beiden Kegelschnitte der Figur in con- 
centrische Kreise über, und der Berührungspunkt einer Tangente 
an einem derselben ist der Mittelpunkt einer Sehne im andern. 
Das Doppelverhältniss, um das es sich hier handelt, ist daher har- 
monisch. Durch Projection wird dasselbe aber bekanntlich nicht 
geändert. Wir können daher schreiben 

AJ AT 

ARENA 
aber der letztere Quotient ist proportional dem Quadrat der Win- 
dungsgeschwindigkeit, wonach sich der Satz ergiebt: 

„Die Sehne, welche den Bildpunkt A einer impul- 
siven Schraube, mit demjenigen A’ der correspondiren- 
den instantanen Schraube verbindet, umhüllt einen Ke- 
velschnitt, derart, dass der jeweilige Berührungspunkt J 
die Sehne in zwei Abschnitte so theilt, dass das Verhält- 
niss AJ: A'J proportional ist dem Quadrate der Win- 
dungsgeschwindigkeit, welche eine Impulsivdyname auf 
4, von der Einheit der Intensität, um A’ hervorruft.“ 

§ 30. 

Wenn ein Körper gezwungen ist, sich um eine Schraube « 
za bewegen, dann ist die Windungsgeschwindigkeit, welche er, 
unter dem Einfluss einer Impulsivdyname auf einer Schraube n, 
erlangt, proportional dem Quotienten 

Pan 

un 
den wir schon in einem früheren Paragraphen dieses Kapitels be- 
trachtet haben. Wir wollen hier eine weitere Darstellung des- 
selben geben. 

Sei (in Fig. 43) A’ das Bild der Fig. 43. 
Schraube æ, J dasjenige von y, und H 
eadlich A das Bild derjenigen impul- 
sien Schraube, welche A’ entsprechen 
würde, wenn der Körper Freiheit hätte, 
sine natürliche instantane Schraube 
aif dem durch A und A’ definirten 
Cylindroid auszuwählen. Die Schraube 
K ferner sei reciprok zu 4’. A 


? 


WaN 
S 
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Nunmehr zerlegen wir die impulsive Dyname auf J in Com- 
ponenten auf X und A. Die erstere derselben wird dann durch 
die Reaction der Widerstände zerstört, und die letztere hat die 
Intensität 

KJ 
EA 

Somit ist, unter Beachtung des früher erlangten Resultats die 
um 4A’ erlangte Windungsgeschwindigkeit œ proportional dem Aus- 
drucke 

Hi EO 
KA HO 
Nun folgt aber aus der Aehnlichkeit der Dreiecke OA K und OA’H 


HA' 
KA = Dar :O4, 


wonach, wenn A einen Proportionalitätsfactor bezeichnet 
KJ.HO'.O0A' 
HOHUA 0A: 
und mit Benutzung einer früher erhaltenen Proportion 
KJ.OA' 
CA -HA 
Es ist also auch, wenn «u einen anderen Proportionalitätsfactor be- 
zeichnet 


w = À» 


1 M 


Dan KJ.OA' 
— a U 
Br A 
Diese Darstellung des Quotienten erscheint deshalb besonders 
bemerkenswerth, weil bei ihr auf die Schraube der impulsiven 
Reaction Rücksicht genommen ist. 


$ 31. 
Nach Kapitel IX $ 11 ist die kinetische Energie eines Körpers 
von der Masse 1, welche derselbe unter der Einwirkung einer Im- 
pulsivdyname von der Intensität 1 bei einer Windung um eine 
Schraube «œ erlangt: 


wo n die Schraube der Impulsivdyname bezeichnet. 
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Wir erhalten nun folgende graphische Darstellung für T. Es 
sei, Fig. 44. A die impulsive, A’ die instantane Schraube, um 


Po 


welche der Körper gezwungen ist, sich zu bewegen. Ziehen wir 
nun die Sehne AOH, so wird, wenn, bei festgehaltenem A, die 
Schraube A’ variirt, der virtuelle Coefficient von A und A’ sich 
immer proportional der Sehne A’H ändern. Das Quadrat dieser 
Sehne ist aber proportional der Strecke A'T, nämlich der Länge 
des Lothes von A’ auf die Tangente in H. Wenn nun PQ die 
kinetische Axe ist, so wird, wie wir wissen, der Werth von «; 
proportional dem Lothe A'Q. Es ist somit die kinetische Energie 
T proportional dem Quotienten 

A 

AQ 
Und wir bemerken sofort noch, dass jeder Strahl durch den Schnitt- 
punkt P der kinetischen Axe mit der Tangente in H den Kreis in 
zwei Punkten A’, A" trifft, den Bildern von Schrauben, um die 
der Körper dieselbe kinetische Energie erhält unter dem Einfluss 
des gegebenen Impulses auf A. 


$ 32. 
Denken wir uns von P aus die andere Tangente an den Kreis 
(Fig. 44) gelegt, und sei B der Berührungspunkt. Dann ist offen- 


Ball, Mechanik. 28 
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bar, dass für diesen Punkt das Verhältniss seiner Abstände von 
PH und PQ ein Maximum sein wird. Der Punkt B ist also das 
Bild derjenigen Schraube, um welche der Körper unter der Ein- 
wirkung des gegebenen Impulses den grössten Betrag kinetischer 
Energie erlangt. Aus dem mehrfach behandelten Euler’schen 
Satze, Kapitel X $ 2, folgt dann, dass B die instantane Schraube 
sein wird, welche der Körper unter der Einwirkung des Impulses 
auf A als seine natürliche instantane Schraube auswählen wird. 
Nun ist BH die Polare von P und muss somit den Pol O' von 
PQ, der kinetischen Axe, enthalten. Durch diese Bemerkung sind 
wir aber wieder auf die frühere Construction der instantanen 
Schraube B, die der gegebenen A entsprechen soll, geführt, näm- 
lich zuerst AOH und dann HO'B zu ziehen. 
$ 33. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, diejenige Schraube zu be- 
stimmen, um welche unter Einwirkung einer gegebenen Impulsiv- 
dyname von der Intensität 1 eine gegebene Windungsgeschwin- 
digkeit zu Stande kommt. Nach $ 30 ist, unter Benutzung der 
Figur 44, die Windungsgeschwindigkeit proportional dem Quotienten 

AH 

WO- 
Dieser Quotient soll also hier einen constanten Werth e besitzen. 
Der Ort eines Punktes aber, der in Bezug auf eine gegebene Ge- 
rade und einen gegebenen Punkt ein constantes Abstandsverhält- 
niss besitzt, ist bekanntlich eine Ellipse, deren einer Brennpunkt 
der gegebene Punkt ist, während die gegebene Gerade eine Di- 
rectrix der Ellipse ist. Der Punkt A', das Bild der gesuchten 
Schraube, liegt also auf einer Ellipse mit dem Brennpunkt H und 
der Directrix PQ. Diese Ellipse wird im Allgemeinen den Kreis 
in vier Punkten schneiden. Es giebt daher für einen Körper mit 
Freiheit zweiten Grades im Allgemeinen vier Schrauben, um welche 
er unter der Einwirkung eines gegebenen Impulses eine gegebene 
Windungsgeschwindigkeit annimmt. 


$ 34. 
Die Dyname, welche dadurch hervorgerufen wird, dass man 
einen starren Körper durch eine kleine Windung aus einer Lage 
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stabilen Gleichgewichts entfernt, kann bekanntlich immer durch 
eine Dyname ersetzt werden, die auf einer Schraube des Systems 
wirkt, welches die Freiheit des Körpers definirt. 

Wenn also insbesondere hier der Punkt A das Bild einer 
Schraube ist, durch eine Windung um welche ein Körper mit 
Freiheit zweiten Grades aus einer Gleichgewichtslage herausgeführt 
wird, so lässt sich immer ein Punkt B des Kreises so bestimmen, 
dass er das Bild der Schraube der hervorgerufenen Dyname ist. 

Und zwar ist das Entsprechen der Punkte A und B ein ein-ein- 
deutiges, insbesondere projectives, wie wir nun nachweisen wollen. 

Es sei, in der That, Æ (Fig. 45) 
die Schraube, eine kleine Windung, 
welche den Körper aus der Gleichge- 
wichtslage herausführt; und E’ sei 
die Schraube der hierdurch hervorge- 


Fig. 45. 


rufenen (redueirten) Dyname, deren 
Intensität e heissen möge. Die Schrau- 
ben # und F' mögen in derselben Be- 
ziehung zu einander stehen, wie Æ 
und E’; und f habe analoge Bedeu- 
tung wie e. 

Nun kann eine Windung von der Einheit der Amplitude um 
H zerlegt werden in Componenten von Æ und F, nämlich 


HF HE 

BEN A 
Diese werden Dynamen hervorrufen, auf E’ und F’, von den resp. 
Intensitäten 


HF HE 
Diese beiden Dynamen aber müssen sich zusammensetzen lassen in 
eine einzige um eine Schraube H’ des Cylindroids. Die Intensität 


dieser Resultirenden möge dann A sein. Dann hat man 


2 a SE 
a Tee 
ER HE 


Er Tr 
29% 
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und also 


U E 
Zerlegen wir in derselben Weise eine Windung von der Einheit 
der Amplitude um eine Schraube K in Componenten um Æ und 
F und bilden auch dann wieder die resultirende hervorgerufene 
Dyname, die mit der Intensität k auf einer Schraube Ä’ wirken 
möge, so erhalten wir ganz analog 


FR AREO i 
EPF À EF 
K'E' KE 

Gr ti 

KE K'E 


KE RT Ten 
und somit endlich 
HF EF HE WR 
ER KETTE 


d.h. 

(HKFE)= (H'K'F'E'). 
Die Bildpunkte der Verschiebungsschrauben und diejenigen der 
Schrauben der zugehörigen hervorgerufenen Dynamen bilden also 
in der That zwei projective Punktreihen auf dem Kreise. 

Nehmen wir zwei einander entsprechende Punkte dieser beiden 
Reihen zu Trägern zweier Strahlbüschel, so werden diese letzten 
sich in perspectiver Lage befinden. Entsprechende Strahlen 
schneiden sich also in einer Geraden. Diese Gerade trifft den 
Kreis in zwei Punkten, welche die Doppelpunkte der in einander 
liegenden projeetiven Punktreihen auf dem Kreise sind. Diese 
beiden Punkte sind dann die Bilder der Hauptpotentialschrauben, 
d.h. eine Windung um eine dieser Schrauben ruft eine Dyname 
auf derselben Schraube hervor. Es ist übrigens wohl zu beachten, 
dass diese „Axe der Hauptpotentialschrauben“ verschieden ist von 
der Axe der Hauptträgheitsschrauben, wenn sie auch ganz analoge 
rein geometrische Bedeutung besitzt. Aber es ist leicht zu be- 
merken, dass beide Axen sich im Pol der Parameteraxe schneiden 
müssen. Denn sowohl die beiden Hauptträgheitsschrauben, als auch 
die beiden Hauptpotentialschrauben sind einander reciprok. 
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§ 35. 

Die bei einer Windung von der Amplitude @’ um eine Schraube 

a geleistete Arbeit haben wir dergestalt in der Form 
A ig’, 

wo v, eine Strecke ist, die in gewissem Sinne den schon behan- 
delten Strecken pọ, und ua, analog ist. Die Grösse vz ist nun be- 
kanntlich eine quadratische Function der Coordinaten der Schraube 
œ, und wir können daher zu ihrer graphischen Darstellung bei sinn- 
gemässer Aenderung wörtlich das Verfahren anwenden, welches 
uns zur Darstellung von u3 führte. Indem wir die thatsächliche 
Herleitung dem Leser überlassen, bemerken wir nur, dass das Re- 
sultat also sein wird, dass v für jeden Punkt des Kreises (also 
für jede Schraube des Cylindroids) proportional ist dem senkrechten 
Abstand des Punktes von einer bestimmten Geraden, die wir die 
Potentialaxe nennen. 

Also ist z. B. in Fig. Fig. 46. 
46 für den Punkt A die 
Grösse vå proportional der 
Strecke AP, wenn 

APRA FE 


und PT die Potentialaxe 
bedeutet. Ganz analog 
wie für p, ergiebt sich 
nun noch, dass, wenn O" 
der Pol der Potentialaxe 
ist, wir vè} auch darstellen 
können durch das Product 
AO".AA', also 


= c0A0” AL, 
wenn c einen Proportionalitätsfactor bedeutet. 

In analytischer Beziehung nimmt vi bekanntlich seine ein- 
fachste, die canonische Form der Summe zweier Quadrate an, wenn 
die Coordinatenschrauben ein Paar conjugirter Trägheitsschrauben 
sind. Man sieht leicht, dass die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass zwei Schrauben conjugirte Trägheitsschrauben 
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seien, die ist, dass die Sehne der Bildpunkte durch den Pol O” 
der Potentialaxe geht. 

Sind nun A, A’ zwei solche Schrauben, so wird, wenn eine 
Windung um A eine Dyname auf einer Schraube & hervorruft, & 
reciprok sein zu A’; und ebenso, wenn eine Windung um 4A’ eine 
Dyname auf einer Schraube y hervorruft, ist y reciprok 24. 

Mit Hülfe dieses in Kapitel IX bewiesenen Satzes lässt sich 
nun sehr einfach die Dyname finden, welche durch eine gegebene 
Windung um eine gegebene Schraube hervorgerufen wird. 

Fig. 47, In der That, es sei, Fig. 47, 
H A die gegebene Schraube. Der 
Strahl AO” trifft den Kreis in 
einem Punkte H, dem Bilde einer 
Schraube, die zu der gesuchten 
reciprok sein muss. Um die letz- 
tere aber zu finden, haben wir 
nur den Strahl HO zu ziehen, 
der den Kreis in dem Bildpunkt 
A' der gesuchten Schraube trifft. 
Aus der Figur ist wieder unmittelbar ersichtlich, dass die Punkt- 
reihe (A) projeetiv zur Punktreihe (A') ist. Die Gerade O0" ist 
offenbar die im vorigen Paragraphen als „Axe der Hauptpotential- 
schrauben“ bezeichnete Gerade. Es lassen sich nun mutatis mu- 
tandis die für w, mit Hülfe der Axe der Hauptträgheitsschrauben 
geführten Entwicklungen wieder auf v, übertragen. Insbesondere 
bemerken wir, dass das Verhältniss der Intensität der durch eine 
Windung hervorgerufenen Dyname zur Amplitude der Windung 
wieder durch den Quotienten 


HO 
Ho" 


dargestellt wird. Analog sind alle übrigen Ergebnisse für u auf v 
zu übertragen. 


$ 36. 


Eine gerade Linie, die den Pol O' der kinetischen Axe mit 
dem Pol 0" der Potentialaxe verbindet, schneidet den Kreis in 
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zwei Punkten, X, Y (Fig. 48), welche die Bilder von zwei Schrauben 
sind, die gleichzeitig conjugirte Trägheits- 

und conjugirte Potentialschrauben sind. Fig. 48. 

Wenn also ein Körper durch eine kleine A 
Windung um eine solche Schraube aus 
der Ruhelage herausgeführt, und wenn 
ihm dann eine Windungsgeschwindigkeit 
um dieselbe Schraube ertheilt wird, so 
wirkt auch die hervorgerufene Dyname 
auf dieser selben Schraube und der Kör- 
per wird um diese Schraube oseillatori- 
sche Windungen ausführen. Die so ge- 
fundenen Schrauben sind eben die harmonischen Schrauben des 
Systems zweiter Stufe. 

Wie nun auch die anfängliche Verschiebung und die anfäng- 
liche Windungsgeschwindigkeit des Körpers beschaffen sein mögen, 
man wird sie immer in Componenten auf X und Y zerlegen können. 
Es kann also jede Bewegung auch umgekehrt als Resultirende os- 
eillatorischer Windungen aufgefasst werden. 

Sollten insbesondere die Pole O' und O” zusammenfallen, so 
sind sämmtliche Schrauben des Cylindroids harmonische Schrauben. 
Fällt O mit O' zusammen, so sind alle Schrauben Hauptträgheits- 
schrauben, und im Falle der Coineidenz von O mit O" besteht 
das Cylindroid aus lauter Hauptpotentialschrauben. 


8 37. 


Die graphische Methode hat uns in sehr einfacher Weise zu 
den Ergebnissen des Kapitels XIV geführt, aber auch den Zusammen- 
hang der einzelnen Sätze stets in besonders klare Beleuchtung ge- 
bracht. Man hat in ihr ein expeditives Mittel zur Lösung jeder 
Aufgabe, die die Theorie eines Körpers mit Freiheit zweiten Grades 
betreffen kann. 

Das geometrische Interesse, welches diese Methode bietet, liegt 
freilich wesentlich darin, dass wir den allgemeinen Fall der Frei- 
heit zweiten Grades der Betrachtung zu Grunde legten. In Special- 
fällen, in denen das definirende Cylindroid degenerirt, kann die 
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Sache geometrisch völlig interesselos werden und auch ihren prac- 
tischen Werth ganz verlieren. 


Kapitel XXI. 
Die ebenen Schnitte des Cylindroids. 
81. 


Die im vorigen Kapitel benutzte Abbildungsmethode erscheint 
zunächst als eine ganz willkürlich aufgestellte. Es lässt sich aber 
leicht zeigen, wie man auf Grund einer eingehenderen Unter- 
suchung des Cylindroids ganz naturgemäss gerade zur Wahl des 
Kreises von Kapitel XX als Basis der ebenen Abbildung des 
Schraubensystems zweiter Stufe geleitet wird. 

Wir gelangen zu diesem Ziele durch Betrachtung der ebenen 
Schnitte des Cylindroids. Indem wir uns daher nun zu diesen Ge- 
bilden wenden, werden wir drei besondere Fälle zu unterscheiden 
haben, neben dem ganz allgemeinen, in dem die schneidende 
Ebene eine ganz beliebige Lage zur Fläche, und namentlich zu 
deren Doppellinie hat. Und zwar sind dies die folgenden drei 
Fälle: 1) Die schneidende Ebene geht durch den Mittelpunkt der 
Fläche; 2) die schneidende Ebene ist parallel der Doppellinie; und 
endlich 3) die Schnittebene tangirt die Fläche. 


§ 2. 

Der Durchschnitt einer Ebene mit dem Cylindroid ist eine 
ebene Curve dritter Ordnung mit einem reellen oder imaginären 
Doppelpunkte. Da nun jede Erzeugende des Cylindroids Träger 
einer Schraube ist. so wird zwischen den Punkten der erwähnten 
eubischen Curve und den Schrauben des Oylindroids eine Correspon- 
denz bestehen der Art, dass jedem Curvenpunkte eine Schraube, 
nämlich die durch ihn hindurchgehende, zugeordnet ist. Somit 
kann hier wieder jeder Punkt P der cubischen Curve als Bild einer 
Schraube des Cylindroids betrachtet werden. Wir werden uns hier 
wieder der abkürzenden Ausdrruchsw>iss bedienen, indem wir kurz 
von der Schraube P reden, wenn wir vollständig sagen sollten: die 
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Schraube, deren Bild der Curvenpunkt P ist. Endlich wollen wir 
noch, um den Ausdruck abzukürzen, die Curve dritter Ordnung, 
in der das Cylindroid durch eine Ebene geschnitten wird, durch €, 
bezeichnen. 

Damit wenden wir uns nun zur Aufstellung der Gleichung der 
C,, wenn die Schnittebene eine ganz beliebige Lage zum Cylin- 
droid hat. 

In der That, seien Fig. 49. 

(Fig. 49) OX, OY die 
beiden Hauptschrau- 
ben des Cylindroids a 


und O2 dessen Dop- 
pellinie. Diese drei ` y 
Geraden bilden dann n 
| 
| 
T 


das orthogonale Co- 
ordinatensystem, von 
dem wir ausgehen. 
lst nun XYQ eine a 

beliebige Schnitt- Ae A 
ebene, so wird deren ie 
Lage definirt durch EN a 

j LR Y 
die drei Grössen A, 
a, p, von denen A die Länge des Lothes von O auf die Spur XY 
der Schnittebene, œ der Winkel zwischen OR = h und OX, und 
p der Winkel ORQ oder die Neigung der Schnittebene gegen die 
Hauptebene des Cylindroids ist. 

Wir führen nun ein neues Coordinatensystem ein, dessen 
xy-Ebene die Schnittebene selber ist. Zu dem Zwecke ziehen wir 
2N parallel zu XY. Diese Gerade QN ist dann die neue x-Axe 
und QR die neue y-Axe, sodass also wenn P ein Punkt des Cy- 
lindroids ist, 

DNA: PN il, 
Die neue z-Axe ist das Loth auf der Schnittebene im Punkte 2. 
Die Coordinaten des Punktes P in Bezug auf das ursprüngliche 
Coordinatensystem bezeichnen wir mit «', y', 2'. Wenn dann T 
der Fusspunkt der 2’-Coordinate von P und TM 4 XY ist, so 
haben wir MN = RR, d. h. 
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y-+2' cosecß = hsecß, I) 
und ferner, wenn wir setzen 
£-ANT=I,. Ofaser 
o (Fig. 50), 
æ = rsin(9— a) 


Fig. 50. 


oder 


z = y'cosa—.«'sine. 1) 


Aber es ist auch sofort 
aus der Figur zu ersehen 


OR = rcos($—a)+MT, 


Y “m ER ; 


da thi: 
h = æ' cosa+y'sing + 2'cotang p. III) 


Aus den Gleichungen I), II), III) ergeben sich nun folgende Aus- 
drücke der alten Coordinaten «'y'z’ durch die neuen vyz: 


« = — zsina+ycosßcos« 
y'=  wcosa+tycosßsin« 
z = htangß—ysinß. 


Damit erhält man 
z'?’ +y" = t’ +y’ cos’ h 
æ'y' = xycosfpcos2a—+(y* cos’ p — a’ )sinacosa, 
mit welchen Ausdrücken dann wegen der Cylindroidgleichung in 
Bezug auf die ursprünglichen Coordinaten 
2' (a +y") = 2ma'y' 
die Gleichung der durch die Ebene (h, æ, p) erzeugten Schnitteurve 
C, wird: 
(htangß — ysin p) (+ y” cos” p) 
== 2maycosßcos2a+2msinacosa(y’cos’d— x’), 
oder geordnet: 
sin ß cos’By’+sindya’— (msin2a+htangd)a’+2mxycosßcos2« 
—+(msin 2a cos’?— hsineosß)y’ = 0. 
An Stelle dieser Gleichung wird man sich bei Construction der 
Curve vortheilhafter der Darstellung beider Coordinaten durch die 
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einzige unabhängig Veränderliche 9 bedienen: 

x = htang($— a) — msin2Ycotangptang($—«) 

y = hsec — msin 2 I cosec p, 
oder noch besser 

æ = y cosp tang (9 — a) 

y = hsec — msin? + cosecp, 
aus denen man durch Elimination von + stets wieder zur Curven- 
gleichung zurückkehren kann. 

Diese C, hat eine reelle Asymptote, deren Gleichung, wie man 


sofort sieht: 

ysing = msin 2a+ Atang p 
ist, und die die Curve in dem im Endlichen gelegenen Punkte 
schneidet, dessen Abscisse 

z = —tang?a(h+msin 2acotang f), 
oder, was dasselbe ist, für den die unabhängig Veränderliche 9 
den Werth —« besitzt. 
In Figur 51 (siehe umstehend) ist diese Curve unter Zugrunde- 
legung der Constanten 
= NER, Kern meld 

nach den Gleichungen 

æ = 0,9. ytang(9— 25°) 

y = 10— 33sin2 9 


construirt werden. 

Da die Erzeugenden des Cylindroids nicht rein geometrische 
Geraden sondern Schrauben sind, so ist es insbesondere von Wich- 
tigkeit auch die Parametervertheilung auf der Curve dritter Ord- 
nung zu untersuchen. In dieser Beziehung ergiebt sich nun ohne 
Mühe folgendes Resultat. Wir setzen den Parameter einer belie- 
bigen Schraube des Cylindroids zusammen aus einem constanten 
und einem variabeln Theile, wie in Kapitel XX, 


p = p+ meos?2?. 


Der durch 3 gegebenen Schraube des Cylindroids entspricht ein 
(ebenfalls durch 9) bestimmter Punkt der (,, sodass wir, unter 
Anwendung der Coordinaten dieses Punktes die letzte Gleichung 
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se schreiben können: 
(2? — y’cos’B)cos2a+2wycosßsin2a 
a’ +y’ cos’ 
Hiernach lässt sich also zu jeder Schraube des Cylindroids der 
Pırameter berechnen mit Hülfe der Coordinaten des zugehörigen 
Punktes der C. 


u 


83. 

Die Parameter der beiden durch die Winkel +3 und — J 
dsfinirten Schrauben sind bekanntlich einander gleich. Die Sehne 
der C,, welche die zwei entsprechenden Punkte verbindet, geht 
abo durch die Punkte 

Y = y'cosĝtang(9— a«a) 
y' = Asec — m cosec fsin 2 9; 
fz" = y" cosp tang(—9— a) 
ly" = hsecg+mcosec Bsin2J. 
Die Gleichung dieser Sehne findet sich so nach einigen einfachen 
Reductionen 


m(cos2 9+ cos2a)æ—+ (Asin p+mcos dsin2a)y 
— k’ tang +m’ cotangf sin’? 9 = 0. 
Diese Gerade geht durch den Anfangspunkt der Coordinaten, wenn 
dis Absolutglied verschwindet, d. h. wenn 
— h’ tang p +- m’ cotang f sin’? ¢ = 0. 
Diese Gleichung ist aber äquivalent den beiden in 
h tangg E msin 29 = 0 
eıthaltenen. Es ist übrigens auch geometrisch leicht einzusehen 
(Tigg. 49, 50), dass beim Bestehen dieser Gleichungen der durch 
dıs Azimuth 9 bestimmte Strahl die Ebene im Anfangspunkt trifft. 
Man kann zu der zwei Punkte gleichen Parameters verbin- 
d:nden Sehne auch noch durch ein zwar längeres, umständlicheres 
Verfahren gelangen, welches indessen den Vorzug hat, nebenher 
enige für später wichtige Ergebnisse zu liefern. 
In der That, sei U = O die Gleichung der C,, wie sie oben 
gegeben wurde, V= Q die Gleichung der beiden Strahlen vom 
Nullpunkt bis zu den Punkten, die zwei Schrauben gleichen Para- 
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meters entsprechen (Strahlen von den Azimuthen +9). Ferner 
sei L = 0 die Sehne, welche die beiden, vom Anfangspunkte ver- 
schiedenen, Durchschnitte von U = 0O und V = Q verbindet. Es 
ist dies eben die Sehne, um die es sich hier handelt. Dann lässt 
sich, wenn e irgend eine Constante bedeutet, eine Identität von 
dieser Form aufstellen: 
cU=VX-+LY. 
der That si U= 0 fir #90, Z=d, Die Gerade & 
schneidet die Curve U in drei Punkten, von denen zwei auf V 
liegen, während der dritte, J, auf der Geraden X liegen muss. 
Diese letztere Gerade ist aber ganz willkürlich. Wir wählen da- 
her für sie den Strahl QJ vom Ursprung bis zum Schnittpunkt 
von L und U. Dann enthält aber das Produkt VX nur Glieder 
dritter Dimension. Die Glieder zweiten Grades in der Gleichung 
U=0 können daher alle nur aus dem Produkte LY entspringen. 
Es sei 
U = u Ht, 
wo u,, u, Ausdrücke beziehungsweise vom dritten und zweiten 
Grade sind. Dann muss cu, der quadratische Theil des Produktes 
LY sein. Da nun Z nicht durch den Ursprung geht, so enthält 
die Gleichung L = O ein constantes Glied. Dann darf Y weder 
ein constantes Glied noch ein solches vom ersten Grade enthalten. 
Wählen wir daher insbesondere die Constante c so, dass sie gleich 
dem Absolutgliede von Z ist, so ist offenbar Y einfach gleich «,, 
und wir haben 
ew+u)= VX+(L'+e)u,, 
wo nun Z’ homogen vom ersten Grade in æ, y ist. Wir haben 
somit die Identität 
cu, = V X+ L'u. (u) 
Hierin kennen wir w,, u,, V und haben nun also X und Z’ zu 
bestimmen. Wenn wir nun substituiren 


æ = —ycosßtang(e EF), 
so verschwindet V, und wenn wir uns Z’ so dargestellt denken 


L' = æ+- uy, 
so kommt jetzt 
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a du a ioe na FR ee 
kcosßtang(@a EI) — u = c htangdEmsin2 4 


Hieraus ergeben sich 


BAUR meos2«a+m 00824 j 
c — —h’ tangf+m’cotanggsin’? 9 
fin hsind-+-meosßsin2a 
c — —h’ tangf +m’ cotangfsin’? 9 


Ganz analog können wir X bestimmen. Denn es ist nach Vor- 
aussetzung von der Form 


X = P+ Qy. 
Die Vergleichung der Coefficienten von æ’ und y’ auf beiden Seiten 
der Gleichung (u) liefert dann nach einigen Reductionen 
P = msin2a—+htangß 
Q = — mcosß(cos2a+ 00329). 
Damit haben wir denn für die in der Identität 
cU= V/X-+-LY 
auftretenden Grössen diese Ausdrücke 
c = —h’tang?—+ m’ cotang Bsin’29, 
U = sin 8cos* by’ + sin fy a? 
— (msin 2a +htangf)e’ +2 mawycosßcos2« 
—+(msin2acos’®?—hsin f cosp)y’, 
V — ma’ (cos 2a+cos29)+2meysin2 acos 
+ my? cos?’ p (cos? I — cos2a) 
X = v(msin2«—+htangß)+y(hsin?-+mcosßsin?2«) 
— h’ tang f+ m’ cotang f sin?’ 2 9 
Y = æ’ (htang f —msin2a)+2m xy cosp cos? a 
+y’ (msin2 acos” 8 —hsin f cosp) 


§ 4. 

Es ist uns aus unseren früheren Untersuchungen bekannt, dass 
jede einem Cylindroid reciproke Schraube zwei Schrauben gleichen 
Parameters der Fläche schneidet. Daher wird also jede solche 
Sehne der C,, welche diese in zwei Punkten gleichen Parameters 
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trifft, Träger einer dem Cylindroid receiproken Schraube sein. Der 
Parameter jeder der beiden Schrauben, welche den Durchschnitts- 
punkten einer solchen Sehne mit der €, entsprechen, ist gegeben 


durch 
pP, tmecos24; 


wenn wir daher der Sehne 
maæ(cos2a + c0829)+ y(hsind-+m cosßsin?2«) 
— h’tangd + m’ cotangßsin’2I = O 


den Parameter 
— p, — mM 003243 


ertheilen, so wird sie eine dem Cylindroid reciproke Schraube voll- 
ständig darstellen. 

In Kapitel XVI § 3 (pag. 325) wurde bereits nachgewiesen, 
dass alle Schrauben einer Ebene, die einem Cylindroid reciprok 
sind, eine Parabel umhüllen. Die Gleichung der letzteren lässt sich 
nun auch leicht aufstellen. Die Differentiation der Sehnenglei- 
. chung nach 2 ergiebt 

æ = 2mcotangßcos24, 
sodass durch Elimination von 9 die Gleichung der Enveloppe ge- 
funden wird in der Gestalt: 

«’+4mxcotangßcos2a + y(hcosß+mcosßcotangpsin2«) 

— 4h’ +4m’”cotang’ h = 0). 

Diese Curye stellt nun in der That offenbar eine Parabel dar, 
deren Scheitel im Punkte 

æ = — 2mcotangpcos2« 

y =  hsec$— m cosecdsin2«. 
Der Parameter der Curve ist 

2cosß(h-+meotangßsin2e). 
Die Werthe der beiden gleichen Parameter, welcher der einhüllen- 
den Sehne entsprechen werden sehr einfach erhalten, mit Hülfe 
der Abscisse = des Berührungspunktes dieser Sehne. Denn es ist 


p = p H meos? d, 
somit also, siehe oben, 


x = 2(p—p, Jeotangß 
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oder endlich 
p = p, + 4atangp. 

Auf diese Weise wird also jeder Punkt der Parabel einem Paar 
parametergleicher Schrauben des Cylindroids entsprechen. Von 
jedem Punkte P der C, können zwei Tangenten an die Parabel 
gezogen werden. Jede dieser Tangenten muss dann die cubische 
Curve in einem Paar von Punkten schneiden, die parametergleichen 
Schrauben des Cylindroids entprechen. Eine dieser Tangenten 
wird dann die zwei Punkte enthalten, die dem Parameterwerth 
im Punkt P entsprechen. Die andre Tangente geht durch zwei 
Punkte (Schrauben) gleichen Parameters, welche mit P zusammen 
die drei Schnittpunkte dieser Geraden und der C, sind. 

Da die Hauptschrauben des Cylindroids diejenigen sind, denen 
Maximal- und Minimalwerthe des Parameters entsprechen, so müssen 
offenbar die Tangenten an die diesen Schrauben entsprechenden 
Punkte der cubischen Curve auch die Parabel berühren. Wir 
haben die gemeinschaftlichen Tangenten beider Curven in Fig. 51 
auch dargestellt. 

SD. 

Aus der ursprünglichen Gleichung des Cylindroids 
z(æ’ +y") = 2may, 

besonders wenn man dieselbe homogen macht, erkennt man, dass 
die unendlich ferne Ebene die Fläche in drei Geraden schneidet, 
die beziehungsweise in den Ebenen 

z=0 

Ey —=0 

liegen. Die unendlich ferne Gerade der Ebene 2 = O wird von 
allen reellen Erzeugenden des Cylindroids geschnitten, soferne die- 
selben eben alle parallel sind zu dieser Ebene. In jeder der 
Ebenen æÆyi = 0 giebt es einen unendlich fernen Punkt, der 
das Bild einer imaginären Schraube des Cylindroids ist. Die Para- 
meter dieser beiden Schrauben sind unendlich gross. 

Man kann zu ihnen auch noch in anderer Weise gelangen. 
Die Gleichungen einer Schraube des Cylindroids sind 

y = atangy 
z = msin?2 
Ball, Mechanik, f 29 
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mit der Parameterbestimmung 
p=p,+mcos29. 
Wenn wir setzen 
tinga = ti 
so folgen, wegen 
sin$-Y1-+tang?9 = tang$ 
1 


cosd = -e 
V1 tang’ 9 


sowohl für z, wie für p unendlich grosse Werthe aus obigen Glei- 
chungen. Es können also durch den unendlich fernen Punkt J auf 
der Doppellinie des Cylindroids so gut zwei Erzeugende der Fläche 
gezogen werden, wie durch jeden im Endlichen gelegenen Punkt. 
Diese beiden Schrauben haben aber die besondere Eigenschaft, dass 
ihre Parameter als gleich zu betrachten sind, während sonst bei 
keinem anderen Paar sich schneidender Schrauben des Cylindroids 
die Parametergleichheit eintritt. 

Es wird nun auch rein geometrisch klar, warum die im vo- 
rigen Paragraphen betrachtete Enveloppe eine Parabel sein muss. 
In der That ist für jeden ebenen Schnitt des Cylindroids die un- 
endlich ferne Gerade eine Transversale, die zwei parametergleiche 
Schrauben verbindet. Die Enveloppe aller dieser Transversalen 
muss somit die unendlich ferne Gerade zur Tangente haben, d.h. 
eine Parabel sein. 

Durch den Nachweis dieser beiden ausgezeichneten imaginären 
Schrauben des Cylindroids wird die Theorie dieser Fläche wesent- 
lich vervollständigt. 


$6. 
Die Parabel der Figur 51 hat die Gleichung 
BENS 
a ee — 15,5 — (5+ 45) ; 


Es gilt nun allgemein der Satz: 
Die Parabel, welche die die Punkte gleicher Schrau- 
benparameter der C, verbindende Sehne umhüllt, be- 
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rührt die C, dreimal. Von den Berührungspunkten ist in- 
dessen nur einer reell. 

Es ist dies leicht zu sehen. Um die Durchschnittspunkte der 
beiden Curven zu finden substituiren wir in der oben gegebenen 
allgemeinen Gleichung der Parabel ($ 4) die Werthe 

x = htang($— a) — m cotang Psin?2 9 tang(9— a) 

y = hseceß— mcosec Bsin 24. 
Damit erhält man der Form nach zunächst eine Gleichung vom 
sechsten Grade für tang9. Bei wirklicher Durchführung der Rech- 
nung überzeugt man sich indessen, dass der erhaltene Ausdruck 
ein vollständiges Quadrat wird, sodass also die sechs Punkte, in 
denen Parabel und C, sich treffen, zu je zweien in drei zusammen- 
fallen. Die diesen Punkten entsprechenden Werthe von 3 zieht 
man aus der Gleichung 

htang($— a)— m cotangf(sin2 Ytang(I—a)-+-2c082 9) = 0, 

nur einer derselben ist reell, die beiden andern conjugirt imaginär. 

Es lässt sich auch rein geometrisch nachweisen, dass die 
Parabel die C, in jedem Punkte, wo sich beide Curven treffen, be- 
rühren muss. 

In der That wissen wir, dass es für jeden Punkt O des 
Raumes im Allgemeinen einen Kegel zweiten Grades giebt, dessen 
Erzeugende Träger von Schrauben sind, die dem Cylindroid reci- 
prok sind. Wenn dieser Punkt O auf der Fläche selber liegt, so 
degenerirt jener Kegel in zwei Ebenen. Der geometrische Cha- 
rakter dieser Ebenen ist leicht zu erkennen. Die eine derselben, 
sie möge A heissen, ist die Normalebene zu der durch O gehenden 
Cylindroidschraube. Die andere, B, enthält den Punkt O und die- 
jenige Schraube des Cylindroids, welche gleichen Parameter mit 
der durch O gehenden hat. Diese beiden Ebenen werden sich in 
einer Geraden L schneiden, von der wir zeigen wollen, dass sie 
Tangente am Cylindroid ist. 

Zunächst ist aus dem eben Gesagten klar, dass /, normal ist 
zu der Erzeugenden des Cylindroids durch ©. Eine jede Gerade 
aber, die zu einer Cylindroidschraube normal ist, trifft die Fläche 
in noch zwei Punkten, durch welche Schrauben gleichen Para- 


meters hindurchgehen. Als Durchschnitt der Ebenen A, B muss 
> 29# . 


www.rein.org.pl 


452 Geometrische Methoden. 


die Gerade Z also die Fläche in zwei Punkten treffen, zu deren 
jedem der Parameter der durch © gehenden Schraube gehört. Da- 
her schneidet diese Gerade die Fläche in O in zwei zusammen- 
fallenden Punkten, d.h. sie ist Tangente im Punkte O an die 
Fläche. Irgend eine Ebene durch O wird die Ebenen A, B in 
zwei verschiedenen Geraden schneiden. Dies sind dann die in 
dieser Ebene enthaltenen Schrauben des Punktes O, die reciprok 
sind zu dem Cylindroid. Sie müssen daher die beiden durch O 
gehenden Tangenten an die Parabel sein, die im $4 gefunden 
wurde. Diese beiden Tangenten werden nur dann zusammenfallen 
können, wenn die Schnittebene durch Z geht. Aber zwei Parabel- 
tangenten fallen wiederum nur dann "zusammen, wenn der Punkt, 
von dem aus sie gezogen werden, auf der Curve selber liegt. Für 
einen Punkt, in dem die Parabel die C, trifft, muss L nothwendig 
zugleich die Parabel und die C, berühren, was nur möglich, wenn 
beide Curven sich in jenem Punkte selber berühren. 

Die Parabel muss daher nothwendig in dreifacher Berührung 
mit der cubischen Curve stehen. 

Es giebt somit drei Punkte auf letzterer Curve, die die Eigen- 
schaft besitzen, dass die Tangente in ihnen die Curve in einem 
weiteren Punkte schneiden, der mit dem Berührungspunkt gleichen 
Parameter hat. 

Hiermit wird der Satz von Seite 325 dahin vervollständigt: 

Alle Schrauben eines Systems vierter Stufe, die in 
einer Ebene liegen, umhüllen eine Parabel, welche 
mit dem reciproken ÜCylindroid in dreifacher Berüh- 
rung steht. N 

ST. 


Wenn 3, 9’ die Winkel sind, welche zwei Punkte der C, be- 

stimmen, so haben in der Gleichung der Verbindungssehne 
Aa+By+C=0 

die Coeffieienten die Werthe 

A = 2mecos($’— a) cos(9"'-— a)cos( 9'9") 

B = hsin f+ mceosfcos(9' +9" )sin(2a—9'— 9") 

— m cosßsin (9'9 )cos(9'— 9") 
C = — tang f (A— m cotang?sin29' )(k— meotangpsin29"). 
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Wenn wir hierin 

FHI —=0 
setzen, so kommen wir wieder zu der Punkte (Schrauben) gleichen 
Parameters verbindenden Sehne, die schon behandelt wurde. 

Für einige Schnitte von besonderer Lage lassen sich die erhal- 
tenen Ausdrücke von A, B, © wesentlich vereinfachen. Nehmen 
wir zum Beispiel an, die Schnittebene berühre das Cylindroid. 
In diesem Falle wird die C, in eine Gerade und einen Kegelschnitt 
zerfallen. Die analytische Bedingung hierfür ergiebt sich sofort 
aus der Gleichung der C, in dem Verschwinden des Coefficienten 
von æ’, denn alsdann hat die Curvengleichung den Factor y. 
Diese Bedingung erscheint also in der Form 

msin2a+htangß = 0, 
und das Bestehen dieser Gleichung ist nothwendig und hinreichend 
für das in Rede stehende Zerfallen der (,. Die Coefficienten A, 
B, C enthalten in diesem Falle den gemeinschaftlichen Factor 


2 meos(F'— a) cos(#"— a), 

und wir haben, unter Weglassung dieses Factors 

A = cos(9'+ 2") 

B = — cossin (F+ 9") 

C = — 2mecotangßsin(e+%9')sin(a-+4"). 
Was den quadratischen Factor anbelangt, den die Gleichung der ai 
in diesem Falle besitzt, so findet man leicht, dass derselbe eine 
Ellipse darstellt, deren eine Axe der y-Axe parallel ist. Dieser 
Axe sind jetzt auch alle die Sehnen parallel, für die #+%" = 0 
ist, weil dann B, der Coefficient von y in der Sehnengleichung, 
verschwindet. Und zwar wird diese Gleichung nun 

(cos2a—+ cos? 9)(s+mceotangp(cos2a— cos2+)) = 0. 
Für ein gegebenes x folgt hieraus ein Werth 9, bestimmt durch 
+ m cotang p (cos2æ — 00524) = 0, 

die zugehörige Sehne ist parallel zu y. Die andere Wurzel der 
Gleichung ist unabhängig von æ, und zwar | 


I=Z—a 
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aus der Gleichung 
cos2a-+cos2 9 = 0. 

Durch diese beiden 2 sind die beiden Sehnen durch den gegebenen 
Punkt v bestimmt. Dass die eine derselben von x unabhängig ist, 
konnte auch ohne Rechnung eingesehen werden. Denn in diesem 
Falle geht eben die eine der beiden Schrauben gleichen Parameters 
durch einen bestimmten Punkt der Schnittebene und alle Sehnen 
durch diesen Punkt müssen die Schnitteurve in zwei Punkten glei- 
chen Parameters treffen. 


§ 8. 

Um zu einer Darstellung der reciproken Schrauben zu ge- 
langen betrachten wir zunächst folgendes Problem. Von einem 
gegebenen Punkte P ziehen wir nach jedem Paar reciproker 
Schrauben des Cylindroids die Transversalen. Alle diese Strahlen 
sind Erzeugende eines Kegels, den wir bestimmen wollen, wobei 
sich zeigen wird, dass derselbe vom zweiten Grade ist. 

Seien «@, 8, y die Coordinaten von P. Dann ist die Ebene 
durch diesen Punkt und durch die Erzeugende des Cylindroids, 
welche durch die Gleichungen definirt ist 

y = atang 9 
z = msin?24 
gegeben durch 

(y— atang I)(y—msin2 9) = (P—etangY9)(z— msin2 $). 
Ordnen wir diese Gleichung nach Potenzen von tangł mit. Hülfe 
der Relation 

sin29 — 2tang 9 (1+ tang’ 9)’, 
so erhalten wir 
Mtang’ 9+ Ntang’9+Qtangd + R = 0, CH 
wo 

M=az—ya, R = yy—ßz 

N=yy—pßz+2m&—2ma, Q = az—ya+2mß— 2my. 
Und wenn dieselbe Transversale auch die durch 9 definirte 
Schraube des Cylindroids trifft, so ist auch 

Mtang’ t+ Ntang’ F'+Qtang?'-+ R = 0. (3) 
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Wenn nun die beiden Schrauben (9) und (9') reciprok sind, so 
hat man 

tangdy.tangy’ = H, 
wo H eine Constante ist, deren Bedeutung aus Kapitel V § 13 zu 
entnehmen ist. Eliminirt man mit Hülfe dieser Relation aus den 
Gleichungen (9) und (9') die Winkel $ und 9’, so ergiebt sich 
unter Weglassung des Factors 

tang$— tang 9 
als Resultat 
— M’H’+-MQH’— NRH-+-R’=0. 

Diese Gleichung ist aber, wie aus den für M, N, Q, R gegebenen 
Ausdrücken folgt, vom zweiten Grade in den Coordinaten vyz, 
und das durch sie bestimmte Gebilde enthält den Punkt («, p, y). 
Ihre linke Seite lässt sich in der That als homogene Function 
zweiten Grades der Grössen 

z—a, y—P, 2 
ausdrücken*). Sie stellt somit wirklich einen Kegel zweiten Grades 
durch P(e, p, y) dar. 

Da für 


auch 
PS E i ao N 

so enthält dieser Kegel auch den Mittelpunkt des Cylindroids, was 
“ohnehin evident ist, da die beiden Hauptschrauben des Cylindroids 
(x-Axe und y-Axe) reciprok sind. Wenn wir nun die Para- 
meter aller Cylindroidschrauben um dieselbe Grösse wachsen oder 
abnehmen lassen, dann wird auch M, welche Grösse ein Para- 
meterquotient ist, sich ändern. Damit wird auch der Kegel des 
Punktes P ein anderer werden, sodass also durch jeden Punkt P 
des Raumes eine ganze Schaar solcher Kegel gedacht werden muss. 
Alle diese Kegel haben aber als eine Erzeugende den Strahl von 
P nach dem Anfangspunkt der Coordinaten (Mittelpunkt des Cy- 


*) Es ist nämlich auch 


M = a(z—y)—y(z— a), R= yy(y—b)— be- Y) 
N = R+2m(e—a), Q = M—2m(y—$). 
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lindroids), die ihnen also gemeinschaftlich ist. Zur vollständigen 
Bestimmung eines solchen Kegels ist also nothwendig, dass ausser 
dem Cylindroid selber auch noch der Parameter irgend einer be- 
stimmten Schraube desselben gegeben sei. Dieser Umstand unter- 
scheidet denn auch den jetzt betrachteten Kegel von dem Reci- 
procalkegel, der bekanntlich für jeden Punkt des Raumes voll- 
ständig bestimmt ist, sobald nur das Cylindroid gegeben ist, der 
also nur von der Fläche abhängt. Eine Parameteränderung der 
hier betrachteten Art hat auf den Reciprocalkegel keinen Einfluss. 

Die Discriminante. der cubischen Gleichung für H: 

— M’H’+MQH’— NRH+-R’—=0 

ist 

M’ R?(M’ R?+r N’ R + r MQ’— dr N’Q’—4#MNOQR). 
Unter Weglassung des Factors M°’R? finden wir somit als Enve- 
loppe des durch die verschiedenen Werthe von H definirten Sy- 
stems von Kegeln den Kegel vierten Grades 


M:R’+%4N’R+ 4 MR’ — 4 N’Q’—4MNQR = 0, 


der übrigens, wie man leicht nachweist, auch die Enveloppe der 


Ebenen 
MHEHEŁ£NH’”+QHED = 0 
ist. 


89. 

Auf Grund dieser Ergebnisse können wir uns nun der Be- 
trachtung reciproker Punkte unserer C, zuwenden, d. i. solcher 
Punkte, welche reciproken Schrauben des Cylindroids entsprechen. 
Nun haben wir eben gesehen, dass durch jeden Punkt der Schnitt- 
ebene ein Kegel zweiten Grades geht, so beschaffen, dass jede 
seiner Erzeugenden ein Paar reciproker Schrauben trifft. In der 
Schnittebene selber werden also zwei dieser Erzeugenden liegen, 
sodass wir erkennen, dass durch jeden Punkt der Ebene der C, 
zwei Sehnen gehen, die durch ein Paar reciproker Punkte gehen. 
Die wirkliche Construction dieser Strahlen wird mit Hülfe einer 
gewissen Hyperbel, resp. deren Tangenten, geleistet, wie wir nun 
zeigen wollen. 

Die Winkel 9, 9 welche ein Paar reciproker Punkte defi- 
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niren, genügen der Relation 
tangt.tang? = H 
des vorigen Paragraphen. Daraus leiten wir ab 
cos(9— 43") = Acos( 9+ F) 
mit 
tti 
1—H 
Der Kürze halber schreiben wir y statt $-+%’. Dann ergiebt sich 
die Gleichung der die beiden reciproken Punkte verbindenden Sehne 
As+By+C=0 
mit folgenden Werthen der Coefficienten: 


= 


A = z 5 (A+cos2a)+ 5- sin2asin2 y+- M (a+cos2a)cos2 y 


B = hsind+ 5 cosĝsin 2 a — ur (à+ cosa)sin? y 


+} F cosdsin2«cos2 y 


2 
C = — h’ tang — T (#?—1)cotangß+Ahmsin2y 
RR 
Mor + (A’—1)cotangßcos? ıy. 


Diese Gerade umhüllt den Kegelschnitt 
O= .u„’|im’sin’2u| 
-+ y’\4 m? cos’ ßcos’2a— hmsinPcosßsin2@«—h’sin? 
+4 m?}cos2acos’?++m?A?cos’ß| 


Hay sin2acos2acosß— mheos2asinß 
— 4m’ Asin2acos8® — mhisinß| 
+ «„|mh’cos2atangd+hm’isin2e+mh’Atangß| 
+ yl—m’hcosß+ mh’sin Bsin?2«—+2h’sin Stang ß 
| — m’hAcosßcos2a| 
+ m’h’—h’tang??. 
Die Untersuchung der Coefficienten ergiebt, dass diese Curve 
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eine Hyperbel ist. Mit den früheren Constanten und der Annahme 
= —4 

ist dieselbe in Figur 51 gezeichnet worden. Die Gleichung der 

daselbst dargestellten Hyperbel ist 


122° — 203 7° — 161 xy — 1208,5 æ — 2501,5 y+ 61359 = 0. 


Für die practische Ausführung der Zeichnung verwendet man vor- 
theilhaft die folgende Parameterdarstellung der rechtwinkligen Co- 
ordinaten: 


æ = 0,8—+10,8secy £23,715 tango 
y = —b,4+16,4seco. 
Wir haben also zunächst den Satz: 
Die Verbindungssehne reciproker Punkte der C, um- 
hüllt eine Hyperbel. 


$ 10. 


Wir wollen den im §8 gefundenen Kegel zweiten Grades, 
dessen Erzeugende Transversalen zu Paaren reciproker Schrauben 
des Cylindroids kurz als den Transversalkegel bezeichnen. Der- 
selbe ist, wie zum Ueberfluss noch bemerkt sein möge, wesentlich 
verschieden von dem Reciprocalkegel. 

Wenn nun der Scheitel P dieses Kegels auf dem Cylindroid 
liegt, so zerfällt der Kegel in zwei Ebenen. Dies ist leicht zu schen. 
Denn man betrachte die Schraube æ des Cylindroids, welche reci- 
prok ist zu der durch P gehenden. Dann ist offenbar die Ebene 
X, die durch P und « geht ein Theil des zerfallenden Kegels, 
denn alle Strahlen durch P nach « sind ja Transversalen eines 
Paares reciproker Schrauben. Der andere Theil des degenerirten 
Kegels wird gefunden, wenn man eine Transversale durch P zu 
irgend einem Paar reciproker Schrauben des Cylindroids zieht, und 
durch diese Transversale und den Mittelpunkt des Oylindroids eine 
Ebene Y legt. Es geht dies daraus hervor, dass alle Transversal- 
kegel des Punktes P den Strahl von P nach dem Mittelpunkt des 
Cylindroids zur gemeinschaftlichen Erzeugenden haben. 

Liegt also P auf dem Cylindroid, so zerfällt der Transversal- 
kegel des Punktes P in die Ebenen X und Y, 
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Die Gerade, in der beide Ebenen einander schneiden, wollen 
wir mit M bezeichnen. 


Irgend eine andere Ebene Æ durch P wird nun die beiden 
X, Y je in einer Geraden schneiden. Und jede dieser Geraden 
wird dann Transversale eines Paares reciproker Schrauben sein. 
Wenn aber die Ebene Æ durch die Gerade M geht, so wird es 
nur eine solche Transversale durch P geben, und dies ist eben 
dann der Strahl M. Man erkennt nun leicht, dass M Tangente 
des Cylindroids sein muss. In der That, jede Transversale durch 
P in der Ebene Y wird das Cylindroid in einem Paar von Punkten 
schneiden, die reciproken Schrauben angehören. Es muss dies also 
such der Fall sein für die Transversale M. Und da diese auch in 
der Ebene X liegt, so trifft sie die Schraube des Cylindroids, welche 
reciprok ist zu der durch den Punkt P gehenden. Daher muss 
also der dritte Durchschnitt dieser Geraden M mit der Fläche 
ebenfalls in den Punkt P fallen, d.h. M ist Tangente des Cylin- 
droids im Punkte P. 

Wenn also zwei Erzeugende eines Transversalkegels durch 
einen Punkt P der C, in eine zusammenfallen, so ist diese Gerade 
Tangente der C, im Punkte P. 

Aber aus § 9 geht hervor, dass zwei solche Transversalen nur 
dann zusammenfallen, wenn ihr Schnittpunkt auf der dort gefun- 
denen Hyperbel liegt. Und in diesem Falle ist der aus der Coin- 
ddenz der beiden Transversalen resultirende Strahl eine Tangente 
cer Hyperbel. 


Sei nun P ein Punkt, in dem die Hyperbel und die €, ein- 
ander treffen. Sofern nun P auf der Hyperbel liegt, fallen die 
beiden durch diesen Punkt zu ziehenden Transversalen nach Paaren 
ıeciproker Schrauben in eine einzige zusammen, die die Hyperbel 
in P berührt. Andererseits müssen sie nun aber auch, weil sie 
zusammenfallen, eine Tangente der C, im Punkte P sein, nach 
«bigem. So oft also die Hyperbel und die C, einander 
treffen, müssen sie einegemeinschaftliche Tangente haben, 
€. h. mit andern Worten, so oft dieses Treffen stattfindet, müssen 
beide Curven einander berühren. Die sechs Schnittpunkte, welche 
dne Hyperbel und eine C, im Allgemeinen haben, müssen also 
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hier zu je zweien in drei Punkten zusammenfallen. Somit haben 
wir den Satz erlangt: 

„Die Hyperbel, welche von den Verbindungssehnen 
reciproker Punkte der cubischen Curve umhüllt wird, 
steht mit dieser letzteren Curve in dreifacher Berüh- 
rung.“ 


811. 
Die Gleichung dieser Hyperbel hängt von dem Parameter å, 
der in der Gleichung der C, nicht vorkommt, in der Weise ab, 
dass sie geschrieben werden kann 


A+ B+4’C = 0, 


aus welcher Form man erkennt, dass sie für ein variables 4 eine 
Schaar von Hyperbeln darstellt. Alle diese Hyperbeln haben in- 
dessen dreifache Berührung mit der C,, und es giebt eine feste 
Gerade, welche jede derselben berührt. Diese Gerade ist diejenige 
Sehne der C,, welche die den Hauptschrauben des Cylindroids 
entsprechenden Punkte verbindet. Denn da diese beiden Schrauben 
auch dann reciprok bleiben, wenn die Parameter aller Cylindroid- 
schrauben um denselben Betrag geändert werden, so muss die Ver- 
bindungslinie der entsprechenden Punkte immer die Hyperbel be- 
rühren, d. h. unabhängig von der Variabeln A, welche eben im 
wesentlichen ein Parameterverhältniss ist, das also im Allgemeinen 
durch additive Aenderungen der Parameter wol geändert wird. 
Die Hyperbelschaar ist somit geometrisch definirt dadurch, dass jede 
Hyperbel eine feste Gerade berühren und mit einer festen Curve 
in dreifacher Berührung stehen muss. In der That sind dies vier 
Bedingungen, die zur Bestimmung einer Kegelschnittschaar noth- 
wendige Anzahl. 


§ 12. 


Die Gleichung der Hyperbeltangenten, also der Verbindungs- 
linie reciproker Punkte der C, kann nach §9 in die Form ge- 
bracht werden 

Lcos? y + Msin 2? Y+ N = 0, 
wo L, M, N linear von æ, y abhängen. Wenn nun ein solches 


www.rcin.org.pl 


Kap. XXI. Die ebenen Schnitte des Cylindroids. 461 


Wertlsystem æ, y gefunden werden kann, dass gleichzeitig 
Lel Ze NeR, 

dann muss jede Gerade 
Leos2V + Msin2y+ N = 0 


durch diesen Punkt æ, y gehen. Die analytische Bedingung für 
das Eintreten dieses Falles ist die, dass die Discriminante der 
Hyperbel verschwindet. Diese Disceriminante ist 


A = Im’hsinß(A’—1)(htang? +msin? a). 
Es wird dieser Ausdruck nun erstens dann. Null, wenn 
htang?+msin2a« = 0, 


in welchem Falle die Ebene der C, das Cylindroid berührt, wie 
wir oben sahen, und den wir nachher noch ausführlich behandeln 
werden. 

Die Diseriminante A verschwindet aber auch noch für 


Aal, 


d. h. wenn die Schnittebene durch den Mittelpunkt des Cylindroids 
geht. 

Dieser letztere Fall konnte aber aus den Ergebnissen des 
Paragraphen 10 rein geometrisch erkannt werden. Denn die 
dort betrachtete Ebene Y ist ein Schnitt durch das Centrum des 
Cylindroids. Und in ihr artet die Hyperbel offenbar aus. Denn 
es gehen hier alle Verbindungssehnen reciproker Punkte durch den 
gemeinschaftlichen Schnittpunkt P, anstatt dass sie eine Hyperbel 
berühren. 

In der That geht für 


= 
| 
© 


die Hyperbelgleichung über in 
( Mm in? m 
T o A. eg 
2 2 
die zwei zusammenfallende Geraden, welche die C, berühren, dar- 


stellt. Der Berührungspunkt ist der Punkt P, der Strahlungspunkt 
der Verbindungssehnen der reciproken Punkte der C. 


2 
cosß(A+-c082 oy) = 0, 
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$13. 


Diesen Fall eines „Centralschnittes“, also eines Schnittes, 
dessen Ebene durch den Mittelpunkt des Cylindroids geht, wollen 
wir nun eingehender betrachten. Die Gleichung der cubischen 
Curve wird jetzt 

y’sinßcos’?+yax?’sind?— ma’sin?2a+2mxycosßcos2« 
+my’sin2acos’8 = 0. 
Die Sehne, welche Punkte gleichen Parameters 9 verbindet, wird 

x (c0823+-.0082@)+ycosßsin2«—+-m cotangfsin’2 9 = 0. 

Der Strahlungspunkt P der Verbindungssehnen reciproker Punkte 
hat die Coordinaten 
m(A’—1)cotangß (4+ cos2a) 

1+24cosa+4” 
 m(å’”—1)cosecpsin2 a 


1+22cosa--4° 
und die Parameterdarstellung der Coordinaten eines beliebigen an- 


deren Punktes der C, wird 


y = 


æ — ycosßtang(I—«) 
y = —mceosecßsin29. 
In Figur 52 ist diese Curve construirt auf Grund der Gleichungen 
æ = 0,9tang(9— 25°) 
y = —33sin 2 I, 
die Parabel, welche von den Verbindungssehnen der Punkte gleichen 
Parameters umhüllt wird, hat hier die Gleichung 
x 2 
ya 255 (+ g) 
Die Hauptschrauben des Cylindroids gehen beide durch den Doppel- 
punkt O der C,; die beiden Tangenten der C, in diesem Punkte 
müssen daher auch die Parabel berühren. 
Die Betrachtung der reciproken Punkte ist hier von beson- 
derem Interesse. Wenn wir alle Schraubenparameter um denselben 
Betrag additiv ändern, so variirt auch /, und der Strahlungspunkt 
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P der Verbindungssehnen reeiproker Punkte bewegt sich entlang 
der C. 
Die Tangente in P an die cubische Curve trifft diese noch. 
einmal in einem Punkte, der zu P reciprok ist. Von P aus können 
zwei reelle oder imaginäre Tangenten, an die C, gezogen werden, 
welche diese beziehungsweise in den Punkten T., T, berühren. 
Jeder dieser Punkte ist sich selber reciprok, wie aus der allge- 
meinen Darstellung hervorgeht, angewandt auf diesen speciellen 
Fall. Die Punkte 7, T, stellen daher die Schrauben vom Para- 
meter Null des Cylindroids dar. Im Allgemeinen berühren die 
beiden Tangenten, die man von einem Punkte der C, an diese 
ziehen kann, diese in Punkten gleichen Parameters. 

Es seien nun æ, ß zwei Schrauben (Punkte der (,), y, ô ein 
anderes Paar, so gewählt, dass die Strahlen «f und yd sich auf 
der C, schneiden. Ferner seien d, 9 kürzester Abstand und Winkel 
der Schrauben «, 8 auf dem Cylindroid; d’, 9’ mögen analoge Be- 
deutung für y, ð haben. Es wird nun möglich sein, eine Grösse 
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w so zu bestimmen, dass bei Vermehrung der Parameter aller 
Schrauben des Cylindroids um w, sowohl «æ, f, als auch y, ð ein 
Paar reciproker Schrauben werden*). Dann ist 


(pP, +p; +2w)cos9 —d sin? = 0 
El Atan O HEN 
(p, +p +2w)cos9 —d'sin F = 0, 
aus welchen beiden Gleichungen sich ergiebt: 
Pa +p; — dtang? = p, +pz— d' tangi": 


Zieht man also von einem Punkte eines Cylindroids aus Trans- 
versalen, so wird jeder dieser Strahlen die Fläche noch in zwei 
Punkten so schneiden, dass für die beiden durch diese Punkte ge- 
henden Schrauben des Cylindroids der Ausdruck 


Pa Pa —dtangt 


einen constanten Werth hat, solange der Strahlungspunkt jener 
Transversalen nicht geändert wird. Die Bedeutung dieses constanten 
Werthes ist die, dass er den doppelten Parameter jener beiden, 
bekanntlich parametergleichen, Schrauben ergiebt, welche den Be- 
rührungspunkten der beiden von P an C, noch zu legenden Tan- 
genten entsprechen. 


§ 14. 


Die conjugirten Trägheitsschrauben nehmen in unserer Theorie 
einen so wichtigen Platz ein, dass wir auch nach den entspre- 
chenden Punkten auf der C, eines ebenen Schnittes des Cylin- 
droids fragen müssen. Um in einfacher Weise schnell zum Ziel 
zu kommen, wollen wir aus vorigem Kapitel erinnern, dass bei 
der graphischen Darstellung des Cylindroids mit Hülfe des Bild- 
kreises die Sehne zweier conjugirten Trägheitsschrauben durch einen 
festen Punkt geht. Diese Bemerkung ermöglicht es, zu einer Re- 
lation zwischen den Winkeln 9, © zu gelangen, durch welche 
zwei solche Schrauben auf dem Cylindroid definirt sind. 


*) Der Schnittpunkt der Geraden aß, yò ist jetzt ein Punkt P, dem der 
Werth à entspricht: 
“y Pa Pa 
ME +pot?2w í 
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Es seien also, Fig. 53, A, B Fig. 53. 
die Bilder der Hauptschrauben des B 
Cylindroids auf dem Kreise des 
Kap. XX, und O sei der feste 
Punkt, durch welchen die Sehne 
von irgend zwei conjugirten Träg- 
heitsschrauben gehen muss. Dann 
wird also X, Y ein solches Paar 
sein. Fällen wir 

CTY, 
so findet sich leicht, wenn man 
beachtet, dass nach Kapitel XX 


$5 


L XCA=2y 
2 7041= 2%, 
und 
2064 =o 
setzt, die Gleichung 
UXcos(p — 9) = C Ocos(gy+9— w). 
Nun ist 


eine Constante, die nur von dem Bildkreise abhängt. Substituirt 
man also den Werth von cos(ø— 2) der sich aus der obigen Glei- 
chung ergiebt in die Gleichung der Verbindungssehne zweier Punkte 
der €, in $ 7, so findet man, dass die Verbindungssehne zweier 
Punkte jener Curve, welche conjugirten Trägheitsschrauben ent- 
sprechen, einen Kegelschnitt umhüllt. Dieser Kegelschnitt in Ver- 
bindung mit dem Punkte P der C}, durch den die Verbindungs- 
sehne der reciproken Punkte gehen, wird stets die Construction 
der impulsiven, zu einer gegebenen instantanen gehörenden, Schraube 
ermöglichen. 

Denn nachdem mit Hülfe des eben gefundenen Kegelschnitts, 
durch Construction der Tangente, zu einer Schraube (Punkt der 
C,) die conjugirte Trägheitsschraube S’ gefunden ist, wird der 
Strahl PS’, wo P der Strahlungspunkt der Sehnen reciproker 

Ball, Mechanik, 30 
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Punkte ist, die C, in dem Punkte treffen, welcher die gesuchte 
impulsive Schraube giebt. 

Man muss hierbei folgendes beachten. Durch jeden Punkt S 
der C, können zwei Tangenten an den in diesem Paragraphen ge- 
fundenen Kegelschnitt gezogen werden. Auf jedem dieser Strahlen 
liegen dann drei Punkte der (,, nämlich auf dem ersten 

S, Ss’, Se 
auf dem zweiten 

"RP A 
Wenn nun S, © conjugirte Trägheitsschrauben sind auf der ersten 
Tangente, so sind I’, X” conjugirte Trägheitsschrauben auf der 
zweiten. Man muss also bei der Construction der impulsiven 
Schraube diese beiden Tangenten wol unterscheiden. Wir wollen 
zur Erleichterung des Ausdrucks diejenige durch einen Punkt S 
der C, an jenen Kegelschnitt gehende Tangente, welche den zu S 
selber conjugirten Punkt S’ enthält, kurz als Tangente I des 
Punktes § oder Is bezeichnen; die andere Tangente heisst dann 
entsprechend Is. Auf ihr liegen also die beiden conjugirten Punkte 
p y" 

Zieht man von dem Strahlungspunkt P der Verbindungssehnen 
reciproker Punkte die Tangente Ip, so sind die auf diesen Strahlen 
liegenden Punkte 3', 3” diejenigen, welche den Hauptträgheits- 
schrauben des Cylindroids correspondiren; was leicht einzusehen ist. 


$ 15. 


Man kann mit Hülfe der C, irgend eines ebenen Schnittes 
überhaupt die Beziehung zwischen impulsiven und instantanen 
Schrauben herleiten und näher untersuchen. 

Wir haben dabei zwei Kegelschnitte in ihren Beziehungen zur 
C, zu untersuchen. Wir wollen für diese Curven kurze Bezeich- 
nungen einführen. Es ist dies erstens die Hyperbel, welche von 
den Verbindungssehnen reciproker Punkte umhüllt wird; sie werde 
als R, bezeichnet. Der andere Kegelschnitt ist der des vorigen 
Paragraphen, dessen Tangenten Punkte conjugirter Trägheitsschrauben 
auf der C, ausschneiden. Er werde als T, bezeichnet. Für die 
von einem Punkte P der C, an die Curve T, zu legenden Tan- 
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genten behalten wir die Bezeichnung des vorigen Paragraphen in 
der dort angenommenen Bedeutung bei. Ganz analog bezeichnen 
wir mit Ip diejenige von P an R, gelegte Tangente, auf welcher 
der zu P selber reciproke Punkt liegt, den es auf diesem Strahle 
giebt. Die andere Tangente durch P an R, heisst wieder II. 

Wir wollen nun zu einer gegebenen instantanen Schraube 
P (Punkt der C) die correspondirende impulsive Schraube con- 
struiren. Wir ziehen durch P die Tangente Ip, so schneidet diese 
auf der C, den Punkt P’ aus, der auf der mit P ein Paar con- 
jugirter Trägheitsschrauben bildenden Schraube liegt. Von P' aus 
ziehen wir die Tangente Ip. (die also die R, berührt). Der reci- 
proke Punkt Q von P' ist dann derjenige, der die Aufgabe löst, 
d. h. die durch Q gehende Cylindroidschraube ist die der instan- 
tanen Schraube P correspondirende impulsive Schraube. 

Es giebt im Allgemeinen vier gemeinschaftliche Tangenten an 
zwei Kegelschnitte R,, T,. Unter diesen ist nur eine, von deren 
drei Schnittpunkten mit der €, dieselben zwei gleichzeitig so- 
wohl in Bezug auf R,, wie auf 7, in den in der letzten Con- 
struction benutzten characteristischen Beziehungen stehen. Diese 
beiden Schnittpunkte geben dann wieder die beiden Hauptträg- 
heitsschrauben. 


§ 16. 
Es ist noch ein dritter Kegelschnitt zu erwähnen, P,, dessen 


Tangenten Verbindungssehnen conjugirter Potentialschrauben sind. 
Man leitet denselben in analoger Weise her, wie die Hyperbel R, 
und zeigt auch ebenso wie für diese, dass sowohl P,, wie auch 
T, die C, dreifach berühren. 

Unter den gemeinschaftlichen Tangenten von P, und T, giebt 
es eine, von deren drei Schnittpunkten mit C, zwei so beschaffen 
sind, dass sie sowohl in Bezug auf P, wie auf T, conjugirt sind. 
Sie bestimmen die beiden harmonischen Schrauben des Cylindroids. 


$ 17. 

Der Sonderfall, dass die Ebene des durch das Cylindroid ge- 
führten Schnittes der Doppellinie parallel ist, bietet durchweg sehr 
einfache Relationen dar. 

30* 
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Der Doppelpunkt der C, liegt jetzt im Unendlichen. Um die 
Gleichung der Curve zu erhalten, nehmen wir eine einfache Coor- 
dinatentransformation vor. 

Fig. 54. Es seien OA, OB (Fig. 54) 

die Hauptschrauben des Cy- 

C lindroids. Die Schnittebene 


/ ER schneide dieselben in den 
Y TRR Punkten A, B und ihr 
ne Abstand vom Mittelpunkt 


O sei gleich Z und bilde 
£ Ba A E a mit OA den Winkel y. 
Nun wählen wir OA als 


æ-Axe und die Doppellinie als y-Axe. Dann ist jeder Punkt des 
Cylindroids, der auf der Schnittebene liegt, gegeben durch 

æ = Itang(7— 9) 

y = msin2), 
wo 2 die frühere Bedeutung hat. 

Die Elimination von 2 ergiebt die Gleichung der Schnitteurve 
yar+ma’sin27+l’y+-2!mxcos27 — ml’ sin2y = 0. 
Die Verbindungssehne von Punkten, die den Winkeln 9, 9’ ent- 
sprechen, wird 
mxc08s($+3")[c0s (27 — I— 9")+ cos(9— I )]+ ly 
— mIsin(27— 3 —9')c0s (9+9) — mlcos(I — I )sin (9+9) = 0. 
Geht diese Sehne durch Punkte auf Schrauben gleichen Parameters, 
wo also 
949 = 0, 
so reducirt sich ihre Gleichung auf 
m (60827 60529) .2+-I(y—msin2n) = 0, 
welche Form zeigt, dass in diesem Falle die Sehne durch den 
Schnittpunkt der Geraden 
ad 

y—msin2n = 0, 
also durch einen festen Punkt geht. Dieser Punkt tritt also hier 
an Stelle der Parabel, welche im allgemeinen Falle von den Ver- 
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bindungssehnen der Punkte gleichen Parameters umhüllt wird. Aus 
der Form der Gleichungen dieses Punktes ist übrigens ersichtlich, 
dass er derjenige Punkt ist, durch welchen die auf der Schnitt- 
ebene senkrechte Schraube des Cylindroids hindurchgeht. Daraus 
ist dann wieder sofort klar, dass er die Eigenschaft besitzt, welche 
im allgemeinen Falle die Parabel hat, nämlich von den Verbin- 
dungssehnen der Punkte gleichen Parameters eingehüllt zu werden. 
Jeder Strahl der Schnittebene nämlich der durch P geht, steht 
nunmehr senkrecht auf der Cylindroidschraube die dieser Punkt 
enthält. Ein solcher Strahl schneidet dann aber bekanntlich das 
Cylindroid immer noch in zwei Schrauben gleichen Parameters. 


§ 18. 


Der Specialfall des Tangentialschnittes, in dem die das Cylin- 
droid schneidende Ebene diese Fläche berührt, ist für den Zweck 
dieses Kapitels, die naturgemässe Entstehung der im Kapitel XX 
gelehrten graphischen Methode nachzuweisen, von besonderer Wich- 
tigkeit, sodass wir uns nunmehr der Behandlung desselben in aller 
Ausführlichkeit zuwenden. Wie schon in $ 7 gezeigt wurde, zer- 
fällt im Tangentialschnitt die €, in eine Ellipse und eine Gerade. 

Wir wollen nun die Parametervertheilung auf dieser Ellipse, 
d. h. auf den Schrauben, welche den Punkten der Ellipse ent- 
sprechen, untersuchen. Zu diesem Zwecke stellen wir zunächst 
ein Prineip auf, welches zu einer einfachen planen Parameterdar- 
stellung führen wird. Es seien nämlich «, p die beiden Schrauben 
vom Parameter Null des Cylindroids, und Y irgend eine dritte 
Schraube, ebenfalls vom Parameter Null, die œ und 8 schneidet 
und natürlich dem Cylindroid nicht angehört. 

Diese Schraube 2 ist nun reciprok sowohl zu & wie zu 3 und 
somit reciprok zum ganzen Cylindroid (œ, $). Ist somit ọ irgend 
eine Schraube dieses Cylindroids, d ihr kürzester Abstand von 2 
und œ der mit jener gebildete Winkel, so wird, da also ọ und 4 
reciprok sind, die Gleichung bestehen 

P, 6080 —dsino = 0 


oder man wird unter Anwendung einer festen Geraden in der 
Ebene der Schrauben vom Parameter Null für den Parameter 
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einer beliebigen Schraube des Cylindroids die Darstellung haben 
Po = dtango. 


Um nun dieses Resultat bei Anwendung des Tangentialschnittes 
verwerthen zu können, stellen wir folgende Betrachtung an. Es 
sei, in Figur 55, OH die Projection der Doppellinie des Cylin- 


Figur 55. 


droids auf die Schnittebene. Ferner möge der Strahl OA, in der 
Schnittebene, eine Schraube vom Parameter Null auf dem Cylin- 
droid sein. Es ist dann OA LOH. Endlich sei noch der Nei- 
gungswinkel der Doppellinie gegen die Schnittebene gleich e. 

Der Schnitt der Tangentialebene mit dem Cylindroid besteht 
nun hier aus dem Strahl OA und der Ellipse OAPH. Es sei nun 
P der Punkt, in welchem die Ellipse von der zweiten Schraube 
vom Parameter Null des Cylindroids getroffen wird. 

Ziehen wir durch den Punkt P, in der Ebene der Ellipse, 
einen Strahl, so trifft dieser die Ellipse in einem zweiten Punkte 
so, dass die durch diesen gehende Schraube des Cylindroids normal 
ist zu dem durch P gezogenen Strahl. Ziehen wir nun PH, so 
ist das Loth, von H auf die Doppellinie gefällt, eine Schraube des 
Cylindroids und also senkreckt zu PH. Der Winkel bei H ist 
also ein Rechter. Jede Sehne, welche irgend zwei Schrauben glei- 
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chen Parameters trifft, muss nun senkrecht stehen auf der dritten 
Schraube, welche sie noch schneidet, also immer auf OA. Aber 
P und A sind der Voraussetzung gemäss Punkte (Schrauben) glei- 
chen Parameters: somit muss AP normal sein zu AO. Und mit- 
hin ist das Viereck A PHO ein Rechteck. 

Der Winkel & hängt von den Dimensionen der Ellipse ab. In 
der That, eine Tangente in P an die Ellipse muss senkrecht stehen 
auf dem Loth, welches von P auf die Doppellinie gefällt wird. 
Construiren wir daher im Punkte P die Normale der Ellipse PN 
und errichten in N ein Loth auf der Ebene der Ellipse, welches 
die Doppellinie in N’ treffen möge, so ist PN’ normal zur Tan- 
gente in P und zu ON’. Daraus folgt dann 

OP cos PON = ON; 


aber auf einer Kugel um 0 mit dem Radius 1 liegen NN'’P (resp. 
ihre Projeetionen) in einem rechtwinkligen sphärischen Dreieck, 
sodass 
cos PON' —= cos PON cose; 

und ferner ist 

ON'cose = ON, OPcosPON = 2h, 
wenn mit h, k die Coordinaten von P in Bezug auf Centrum und 
Hauptaxen der Ellipse bezeichnet werden. Man erhält dann end- 
lich aus diesen Gleichungen 


heos2e = ON—h, 
d. i. gleich der Abscisse des Punktes N der Normale, dem die 
Ordinate —k zugehört. Es findet sich leicht 


20° 
ON—h =}(1— 4 ) 
a 


und somit 
2 


sin’e = —-' 
a 


Der Winkel hängt also nur von den Axen der Ellipse ab. Und 
wenn wir den Brennpunkt F mit dem Endpunkte B der kleinen 
Axe verbinden, so ist der Winkel 

BFO =g. 


Sei nun X irgend ein Punkt der Ellipse, so wollen wir den 
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Parameter der durch X gehenden Schraube des Cylindroids be- 
stimmen. Ein Strahl durch X, der sowohl zu XP, wie zur Dop- 
pellinie normal ist, d. h. der kürzeste Abstand der beiden ange- 
gebenen Geraden, wird eine Schraube S des Cylindroids sein. Be- 
zeichnet man nun den kürzesten Abstand dieser Schraube S von 
OP mit d, den Winkel, den sie mit OP macht, durch 9, so ist 
ihr Parameter nach obigem gegeben durch 
p = dtangy, 

denn OP ist ja eine Gerade, welche beide Schrauben verschwin- 
denden Parameters auf dem Cylindroid schneidet. Die Richtungs- 
cosinus der Schraube S sind 


A(y'—k)sine, —A(e'—h)sine, —Aly'—k)cose, 


und sie geht durch den Punkt (z', y', 0). Die Richtungscosinus 
von OP sind 

BR Ro. Os 
dabei sind A, u Factoren, die zu dem Zwecke eingeführt sind, um 
die Summe der Quadrate der betreffenden Werthe gleich 1 zu 
machen. Den Ausdruck 

dsins, 

oder das Moment von OP und S kann man mit bekannten For- 
meln der analytischen Geometrie sehr einfach darstellen. Man er- 
hält dann weiter nach einigen Reductionen für den Parameter die 
elegante Darstellung 


p = (k—y')cotang e. 


Der Parameter ist also nur durch den constanten 
Factor cotange von dem senkrechten Abstand des Punktes 
X von AP verschieden. 

Mit diesem Resultate übersieht man nun sehr klar und ein- 
fach die Parametervertheilung. Man construire die Ellipse und 
in dieser einen Strahl, der ihrer grossen Axe parallel ist. Dann 
ist der Parameter jeder Schraube des Cylindroids (Ellipsenpunktes) 
gleich dem Abstande des correspondirenden Punktes von jenem 
Strahl multiplieirt mit dem constanten Factor cotange, der durch 
die Axen der Ellipse gegeben ist. Wir haben somit wieder eine 
vollständige, auch die Parameter berücksichtigende, Correspondenz 
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zwischen den Schrauben des Cylindroids und den Punkten der 
Ellipse. 

Nun giebt es zu jeder Schraube des Cylindroids eine andere 
auf der Fläche, welche jener reciprok ist. Wir wollen die ent- 
sprechenden Punkte eines Paares reciproker Schrauben auf der 
Ellipse betrachten. Wir werden da, soweit reine Lagenbeziehungen 
vorkommen, zu gleichen Ergebnissen gelangen, wie im vorigen Ka- 
pitel, was übrigens nur zu erwarten ist, da Kreis und Ellipse ja 
projective Transformationen von einander sind. Wir beweisen so- 
mit zunächst den Satz: 

Jeder Strahl durch den Pol der Parameteraxe trifft 
die Ellipse in zwei Punkten, die zwei reciproken Schrau- 
ben entsprechen. 

Dabei nennen wir AP die Parameteraxe, analog der Bezeich- 
nung des vorigen Kapitels, weil durch die senkrechten Abstände 
der Ellipsenpunkte von AP die Parameter der entsprechenden 
Schraube bestimmt sind. 

In der That, seien R und R' die reciproken Werthe der Ent- 
fernungen der Punkte æ'y' und "y" von P. Das Moment der 
durch beide Punkte gegebenen Schrauben ist 


11 x y' | 
M=—RR'@'—a")sinsoose 1 a" y"| 
ih % 


= RR (a'— a") (— a'y" a" y' hy" —hy'+ka'— ka')sine cose. 
Dies muss aber, da die Schrauben reciprok sind, gleich der mit 
dem Cosinus ihres Winkels multiplicirten Summe ihrer Parameter 
sein, d. i. gleich dem Ausdrucke 

RR'Rk—y'— y [K y'— ky" — k) sin’ e(a'— h) (a''—h)] cotange. 
Drücken wir nun hier die Coordinaten durch die zugehörigen 
Anomalien aus, so kommt, wenn wir diese Winkel für die Punkte 
(@',y'). (2"',y"), P beziehungsweise mit «, $, $ bezeichnen als 
Bedingung der Reciproeität von (a', y'), (2"', y") 

sin$cos4(@— P)—sind(a+P) = 0. 

Dies ist aber bekanntlich die Bedingung dafür, dass die durch 
a, p definirten Ellipsenpunkte in gerader Linie liegen mit dem 
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Punkte T, in welchem die Ellipsentangente des Punktes P die 
kleine Axe trifft. Damit ist aber dann der Satz bewiesen. Denn 
jener Punkt T ist eben der Pol von AP. 

Die Correspondenz zwischen den Punkten der Ellipse und den 
Schrauben des Cylindroids kann nun noch weiter zum Ausdruck 
gebracht werden, wenn wir von dem allgemeinen Parameterausdruck 

Pa — Mm 0082 w 
ausgehen, wo p, und m bekannte Bezeichnungen sind, während 
der eine Schraube des Cylindroids definirende Winkel hier durch 
w bezeichnet ist, den wir aus gleich zu erkennendem Grunde jetzt 
zweckmässig von der y-Axe aus, also in entgegengesetzter Rich- 
tung wie früher, zählen. Nach dem in diesem Paragraphen gefun- 
denen Resultate besteht somit die Gleichung: 
Pa — mcos? w = (k—y)cotange, 
die für alle Parameter gelten muss. Wir erhalten daher insbeson- 
dere für die Maximal- und Minimalwerthe die Gleichungen 
Pa tH m = (k+b)cotange 
Pi —m = (k— b)cotange 
und daraus 
Po = keotange, m = bcotang e 
und 
UNG V EEA 
cos 2 w = S 
Damit ist dann wieder ein Mittel gewonnen, den Winkel zweier 
Schrauben, denen die Punkte P, Q entsprechen, zu construiren. 
Zu dem Ende construiren wir den Kreis über der grossen Axe der 
Fig. 56. Ellipse (Fig. 56). Wenn dann P', 
Q' (diejenigen Punkte auf dem 
Kreise sind, welche dieselben Ab- 
scissen wie P, Q besitzen, so ist 
der Winkel, der den Punkten P, 
Q entsprechenden Schrauben gleich 
dem Peripheriewinkel in dem Kreise 
über dem Bogen P'Q'. 
Der kürzeste Abstand beider 
Schrauben ist gleich der Diffe- 
renz der zugehörigen Werthe von 
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z = msin2o. Man sieht leicht, dass dies hier durch 
e.MN 


dargestellt ist, wo e die Excentricität der Ellipse bedeutet. 

In der That, der Punkt P’ des Kreises hat, wenn y die Or- 
dinate von P ist, die Ordinate F y. Und es ist bei der von uns 
angenommenen Zählungsweise der Winkel derjenige, der den Punkt 
P' im Kreise bestimmt, gegeben durch 


BJA 


a SN, 


00820 — i 
woraus sofort erhellt, dass die obige Behauptung richtig ist. Wir 
haben hier ganz dasselbe Verhältniss wieder, wie in Kap. XX. 
Ebenso einfach überzeugt man sich von der Richtigkeit des für den 
kürzesten Abstand gegebenen Ausdruckes. Man kann auch die 
betr. Beweise verbunden führen mit Hülfe des virtuellen Coeffi- 
cienten. Wir bilden also den Ausdruck 


20,5 = (Pa + Po )coso —dsino, 
der, wenn k=bsin$, wie oben und «, ĝ als Winkel auch die 
frühere Bedeutung haben, durch folgende Werthe zu transformiren 
ist: 
P, = ae(sind— sina), p, = ae(sind—sinß) 

cosw = cos(a — p), d = ae(cosß— cosg), 

wodurch er übergeht in 
20a = m (sin Fcos4(a— P)—sint(a+P)). 
Für «= $ wird derselbe 
20,5 = m(sin$— sine), 


d. h. da 
m = beotange = ae 


20. =P,: 
wie es sein soll. Der ursprüngliche Ausdruck und die Darstel- 
lungen der einzelnen in ihm vorkommenden Grössen, also nament- 
lich w und d, müssen somit richtig gewesen sein, da wir durch sie 
zu einem richtigen Ergebniss gelangten. Die Bedingung der Reci- 
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procität von œ und ĝ ergiebt sich wieder wie oben. Sie kann 


auch so geschrieben werden 


sind = 


_tangįġa+tang}f 


l1—+tangtatang4 8 


Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen haben bereits gezeigt, 
wie man schon in dem Kreise über der grossen Axe der Ellipse 
eines Tangentialschnittes ein ganz natürliches Mittel zu einer gra- 
phischen Darstellung des Cylindroids und damit der Theorie der 
Freiheit zweiten Grades finden könnte. 

Es giebt aber einen anderen Kreis, der sich noch besser zu 
diesem Zwecke eignet, und dies ist der Kreis, den man über den 
Abstand der beiden Brennpunkte als Durchmesser construiren kann. 


In der That, sei P ein Punkt 
der Ellipse, P’ der diesem in der 
oben angegebenen Weise ent- 
sprechende‘ Punkt des Kreises 
über der grossen Axe der El- 
lipse. Endlich P” ein Punkt 
des letzterwähnten Kreises über 
der Focaldistanz, der P' in der 
aus der Figur 57 ersichtlichen 
Weise entspricht. Da zu jedem 
gegebenen Punkte P ein Punkt 
P" eindeutig bestimmt werden 
kann, so möge P" das Bild des 


Punktes P, resp. der zugehörigen Schraube, heissen. 
Nun ist der Parameter wie folgt dargestellt worden 


p = (k—y)cotange, 


oder mit Abtrennung des constanten Theils 


p = pa — y cotang e, 


was wir, nach kurzer Reduction und unter Berücksichtigung, dass 


ae 


cotange = —— 


b 
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in die einfache Form bringen 

pP —=P,9 
wo q der senkrechte Abstand des Punktes P” von der Axe AB 
ist. Wenn dann die Gerade UK parallel zu dieser Axe gezogen 
wird, und zwar im Abstande p, von dieser, so sehen wir, dass der 
zum Punkte P", d. i. zur Schraube P, gehörende Parameter ein- 
fach gleich dem senkrechten Abstande des Punktes P" von UK ist. 

Der Winkel der Schrauben P, Q ist offenbar auch in diesem 
Kreise gleich dem Peripheriewinkel über dem Bogen der Bildpunkte 
P", Q"; da die Centriwinkel der Bogen P'Q' und P"Q' nach 
Construction dieselben sind. Der kürzeste Abstand der beiden 
Schrauben ist gleich der Differenz der Abseissen der Punkte P” 
und Q", wenn diese Punkte auf dasselbe Coordinatensystem be- 
zogen werden, wie die Ellipse. 

Dieser zuletzt eingeführte Kreis ist der des Kapitels XX, und, 
während jener dort willkürlich gewählt war, nur mit Rücksicht 
auf möglichste Einfachheit, sind wir hier ganz naturgemäss auf ihn 
geführt worden. Man bemerke übrigens, dass der Abstand der 
beiden Brennpunkte, und damit der Radius des Bildkreises, un- 
verändert bleibt, wie auch die Ebene des Tangentialschnittes und 
die in dieser liegende Ellipse sich ändern mögen. Auch der Ab- 
stand der Parameteraxe UK vom Mittelpunkt des Kreises ist ein 
unveränderlicher für alle Tangentialschnitte. 


Kapitel XXII. 


Graphische Methoden in der Theorie der Freiheit dritten 
Grades. 


$1. 

Beachtet man, dass die Coordinaten einer Schraube homogene 
Coordinaten sind, so wird man naturgemäss zu dem Schlusse ge- 
führt, dass die Abbildung eines Schraubensystems auf eine geome- 
trische Mannigfaltigkeit von gleicher Mächtigkeit ein ebenso ein- 
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faches wie erfolgreiches Mittel bieten muss, allgemein mechanische 
Fragen in geometrischem Gewande zu discutiren. Insbesondere 
lassen sich aber, wenn in der Bildmannigfaltigkeit eine geeignete 
homogene Coordinatenbestimmung Platz greift, durch projective 
Zuordnungen die gewonnenen geometrischen Ergebnisse direct auf 
das Originalgebilde übertragen, sodass die Methode dann noch einen 
höheren Werth als den einer reinen graphischen Veranschaulichung 
gewinnen kann. 

In dieser Richtung ist indessen noch wenig gethan worden. 
Es existirt nur eine kleine Arbeit Sir R. Ball’s über die Theorie 
des Schraubensystems dritter Stufe, welche hierher gerechnet wer- 
den könnte. Man darf aber in nicht allzulanger Zeit eine aus- 
führlichere Publication von ihm über den Gegenstand erwarten. 
Ich werde, in diesem Kapitel vornehmlich die Resultate des er- 
wähnten Ball’schen Aufsatzes discutirend, zugleich Gelegenheit 
nehmen, einige Ergebnisse, zu welchen ich von diesem Gesichts- 
punkte aus für das Schraubensystem 2. Stufe gelangt bin, kurz 
anzuführen. 


$2. 


Ein Element X eines Schraubensystems dritter Stufe ist be- 
stimmt durch seine homogenen Coordinaten &, &,, &,. Offenbar 
ist es nun immer möglich dieser Schraube einen Punkt & einer 
Ebene so zuzuordnen, dass dessen trilineare Coordinaten durch &,. 
&,, &, gegeben sind. Wir bilden damit also das System drit- 
ter Stufe auf einer Ebene so ab, dass jeder Schraube des 
Systems ein Punkt der Ebene entspricht. Und wir werden 
sehen, dass diese Beziehung im Allgemeinen auch umkehrbar ist, 
dass also im Allgemeinen auch jedem Punkte der Ebene eine 
Schraube des Systems correspondirt, jedoch mit Ausnahme eines 
bestimmten Kegelschnitts dieser Ebene, auf dem es vier Punkte 
giebt, deren jedem eine Ebene von Elementen des Sy- 
stems dritter Stufe entspricht, während die übrigen Punkte 
dieser Curve keine entsprechenden Elemente haben. 

Sind nun &(&,,&,,&,) und NCN Nas Na) zwei Punkte der Bild- 
ebene, so liegt der Punkt mit den Coordinaten 


Ui HÅN 
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immer auf der durch &, n definirten Geraden. Wenn nun die 
beiden letztgenannten Punkte nicht auf dem erwähnten ausgezeich- 
neten Kegelschnitt liegen, so entspricht einem jeden derselben eine 
Schraube des Systems dritter Stufe, und ebenso wird dem Punkte 
us+iN 

eine Schraube jenes Systems correspondiren. Variirt nun das Ver- 
hältniss u:4, so beschreibt dieser Punkt die Gerade &7; die ent- 
sprechende Schraube aber das Cylindroid (£, 7). 

Bei dieser Abbildungsmethode wird also ein dem 
Schraubensystem dritter Stufe angehörendes Cylindroid 
durch eine gerade Linie in der Bildebene dargestellt. 

Zwei gerade Linien haben nur einen Punkt gemein oder fallen 
zusammen. Dies führt wieder zurück zu dem bekannten Satz, dass 
zwei Cylindroide eines Systems dritter Stufe nur eine gemeinsame 
Schraube haben. 


§ 3. 
Der Parameter k einer Schraube X eines Systems dritter Stufe 
ist bekanntlich gegeben durch die Formel 
k = pa HP 23 +P, 23, 
wo «æ, æ, die Coordinaten von X in Bezug auf die drei Funda- 
mentalschrauben von den resp. Parametern p , pP,, pa sind. Die 
Gleichung 
paip, atp a = 0 
stellt nun in der Bildebene einen Kegelschnitt dar. Jedem Punkte 
dieses Kegelschnitts entspricht eine Schraube vom Parameter Null 
in dem System dritter Stufe. 
Diese Curve ist somit das Bild der Gesammtheit aller 
Schrauben verschwindenden Parameters des Systems. 
Nach einem oft benutzten Prineip bleibt ein Schraubensystem 
unverändert, wenn wir alle Parameter der Elemente um eine und 
dieselbe Grösse vermehren oder vermindern. Transformiren wir 
also das gegebene System so, dass alle Parameter um den gleichen 
Betrag Æ kleiner werden, so ist nun 


(Ph) HP NM; +p Na; = 0 


www.rcin.org.pl 


480 Geometrische Methoden. 


für das neue System der Kegelschnitt, dessen Punkte die Bilder 
von Schrauben verschwindenden Parameters sind. Setzen wir hier 


t=}, 


so erhalten wir 
d. i. einen Kegelschnitt, dessen Punkte den Schrauben von 
unendlich grossem Parameter in dem System dritter Stufe 
entsprechen. 

Die Schraube vom Parameter Null in dem transformirten 
System ist die Schraube vom Parameter k des alten Systems, und, 
wenn wir 

Dh +(p,—k)a? +p, ha} = 0 
so schreiben 
Pti +2,23 Hp — klei Haitz) = 0, 
so stellt also diese Gleichung einen Kegelschnitt dar,, 
dessen Punkte den Schrauben vom Parameter k in dem: 
gegebenen System entsprechen. Aus der Form dieser Glei-- 
chung ergiebt sich, dass alle diese Parameterkegelschnitte,, 
wie wir die vorliegenden Curven nennen können, einen Büschel 
S,—kS, = 0 
bilden, dessen Basispunkte die vier Schnittpunkte von 
So pizi tH pPizy Hpv; = 0 
So =E £? Hae? ta? = O, 
also der beiden Kegelschnitte für die ausgezeichneten Parameter-- 
werthe Null und Unendlich sind. Die Coordinaten dieser vierr 
Punkte sind, wie man sieht, zu berechnen aus der Proportion 


IE 


vi m, 20; u (P: 9) : (PR, —Pı) : (2, — P); 

sie sind imaginär, denn aus Kapitel XV ergiebt sich, dass immerr 
eine und nur eine der drei hingeschriebenen Parameterdifferenzen ı 
negativ ist; als Schnittpunkte von S, und S, sind sie überdies 
von unbestimmtem Parameterwerth. 

Die Curve S, ist nun derjenige Kegelschnitt, auf welchen wirt 
im vorigen Paragraphen bereits hinwiesen. Zunächst ist es auss 
Kapitel XV klar, dass im Allgemeinen den Punkten von S, keines 
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Schrauben im System dritter Stufe entsprechen. Zur Erkenntniss 
der Bedeutung der vier Basispunkte obigen Kegelschnittbüschels 
führt nun folgende Betrachtung. 

Wir hatten im Kapitel XV als Ort aller Systemelemente vom 
Parameter k die Fläche 


(p — kya {pi — kyy p heH kp, NP, —h) = 0, 


wo für die Parameter der Hauptschrauben die hier gebrauchten 
Zeichen statt p,, pa, p, beibehalten sind. Nun leitet aber eine 


der ersten Bemerkungen, die wir bei Einführung der in diesem 
Kapitel behandelten Abbildungsmethode machten, zu der Vermu- 
thung, dass dieses Hyperboloid nicht der vollständige Ort der 
Schrauben vom Parameter % des Systems dritter Stufe sein könne. 
In der That, wir fanden, dass einer Geraden der Bildebene ein 
Cylindroid im Systeme, d. h. eine Fläche dritter Ordnung entspricht. 
Und wir werden so ganz naturgemäss zu der Annahme geführt, 
dass einem Kegelschnitt der Bildebene nicht eine Fläche zwei- 
ter, sondern eine solche sechster Ordnung im System ent- 
sprechen werde, sodass also die linke Seite der Gleichung der Pa- 
rameterfläche noch einen Factor vierten Grades zu erhalten hätte. 
Es lässt sich denn auch thatsächlich zeigen, dass ein solcher Factor, 
der wieder in vier imaginäre lineare Factoren zerfällt, besteht. 

Wenn wir nämlich die räumlichen Orthogonalcoordinaten eines 
auf der Schraube X(,, @,, @,) liegenden Punktes mit &, y, { be- 
zeichnen, so kann man leicht das Bestehen dieser drei Relationen 
zwischen den Grössen &n£ einerseits und æ æ, æ, andererseits nach- 
weisen: 


1% 


Ela Ha) — Na, 0 Ea, 3 H(p — Pr) 22 =0 
n(a; +) TIEA Se go,” -+(p, —Pı)®, Fr 0 
la? +03)— Ew, æ — 10,0%, + (pP, — p) t t = 0, 
nach welchen also die eine der beiden Grössengruppen durch die 
andere bestimmt wird. 
In der That, wenn &, y, & die Coordinaten eines Punktes des 
Körpers sind, bezogen auf ein im Raume festes Coordinatensystem, 
und bei einer Ortsveränderung des Körpers übergehen in 


E+d5, n+dn, IH, 


Ball, Mechanik. öl 
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so haben wir nach Kap. 7 $ 1 pag. 120 

ôg = u+që— ry 

ôy = v+rë — p$ 

K=wrp1—gd, 
wo wir hier in den Grössen u, v, w; p, q, r den Factor dt ent- 
halten denken. Diese letztgenannten sechs Grössen können wir 
geradezu als die Coordinaten des Körpers in seiner neuen Lage 
auffassen. Wenn nun wie hier der Körper nur drei Freiheitsgrade 
besitzt, so muss jede dieser Coordinaten sich als Function dreier 
unabhängigen Variabeln darstellen lassen. Und da ferner nur un- 
endlich kleine Ortsveränderungen der Betrachtung unterliegen, so 
werden diese Functionen alle linear sein, sodass man etwa hat 

u—=ayıta,I,—+a,Y, 
U b3.-+ bd, +b, P. 
etc. etc. 
Diese nunmehr durch die drei Unabhängigen 9, 9,, 2, definirte 
Position des Körpers ist nun von der anfänglichen aus erreicht 
worden durch eine Windung um eine Schraube, deren Träger die 
Gleichungen hat | 
a i raS ERBE DE Hg" 
p q 3 r 

Die Amplitude der Windung ist 

9 = VP FTF 


die Translationsstrecke 


= upregtrur 
VP+ g 
und also der Parameter der Schraube 
BI use iath ; 
aa a 


Denken wir uns in den Gleichungen des Schraubenträgers, sowie 
in vorstehendem Ausdruck für p,, die Grössen u, v; w; p, q, r 


als Functionen der 9; eingesetzt, so sehen wir sofort, dass sowohl 
jene Gleichungen, wie der Parameter ungeändert bleiben, wenn 
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09; an Stelle von 9; tritt; durch welches Resultat nur bestätigt 
wird, was wir schon so wussten, dass nur die Verhältnisse der 
Coordinaten einer Schraube maassgebend sind, nicht die absoluten 
Werthe der Coordinaten selber. 

Wenn wir uns nun der Bedeutung der Schraubencoordinaten 
I, 9,, 9, erinnern, wie dieselbe aus ihrer Einführung in Ka- 
pitel V sich ergiebt, und die drei zu einander senkrechten Haupt- 
schrauben des Systems dritter Stufe sowohl als Coordinatensystem 
für die Schrauben $ als auch für die Cartesischen Coordinaten der 
Punkte des bewegten Körpers nehmen, so ist offenbar 


ôE = p9+°9,—79, 
ðq = pð, +59, — L9, 
ot = p I, FNI — ED, 
und die Schraube 9 hat die Gleichungen 
pI Hid N, HEIL — IH, u BAHN EN 


9 Y7] 5y 3 


1 


und den Parameter 


3 


L pI 2 A 
HIHI 
Schaffen wir nun aus diesen Gleichungen des Trägers der 
Schraube $ die Brüche fort, so erhalten wir diese Formen 
I EIN lP, —2,)9,9, =0 
7) II, — 9,9 +(P; =P), =0 
TEAS a II ID aa D EA = 0; 
welches die oben angegebenen Relationen sind, mit dem rein 
äusserlichen Unterschied, dass wir hier die Schraubencoordinaten 
mit 9; dort mit z; bezeichnen. Es mag noch bemerkt sein, dass 
der gemeinschaftliche Werth der Brüche, durch deren Gleichheit 
zuerst die Gleichungen der Schraube 3 gegeben waren, die Grösse 
p ist, sodass also die Gleichungen von 9 auch so geschrieben 
werden können 


(Pp — Pa) 9 + Aa 79, =0 
ar IP) + ED, el 
qI — EJ, +P— Pa), ==.(), 

31* 
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aus welchen übrigens noch durch Elimination der 9 die bekannte 
Gleichung der Parameterfläche hervorgeht. 

Wenn nun der Punkt (yć) auf einer der oben gefundenen 
vier Schrauben liegt, deren Parameter unbestimmt sind, also jeden 
beliebigen Werth k haben, so ist 


vi: Tz: æ, = (P: — E A ie a a 
und wenn wir diese Werthe von ©, @,, x, in die letzten Glei- 
chungen einsetzen, so wird jede dieser drei Gleichungen übergehen 
in 
VP- Ps- E+VP:-P, -M +V Pi- Pa: +VP, -Ps VP-P: VP-P: = 0, 
in welcher Form, da es nur auf die Verhältnisse der Coefficienten 
ankommt, für die verschiedenen Combinationen der Vorzeichen der 
Quadratwurzeln, vier, und zwar imaginäre Ebenen enthalten sind. 
Jede dieser Ebenen entspricht einem der vier Basispunkte des Ke- 
gelschnittbüschels 
So +k So = O, 


d. h. jede durch irgend einen Punkt einer bestimmten, Æ, solchen 
Ebene gehende Schraube findet ihr Bild in einem und demselben, 
P, jener vier Punkte. Und da eine Schraube in einer dieser Ebenen 
jeden beliebigen Parameterwerth, also auch Æ, haben kann, so ist 
in der That die Gleichung der Parameterfläche noch durch das 
Product der Gleichungen dieser vier Ebenen zu ergänzen. 

Durch jeden Punkt der Ebene 


Pa- ps- E+VP, -P-N +VP,-Pa E+VP:- P1- VP-P: VP-P: =0 
kann eine Gerade gezogen werden, deren Richtungscosinus propor- 
tional sind zu den Grössen 


VP:— P» VPp—Pı, VP—Pp:- 


Diese Gerade hat dann die bemerkenswerthe Eigenschaft, nicht nur 
in dieser Ebene zu liegen, sondern auch normal zu derselben zu 
sein. Dass sie ausserdem, welchen Parameter man ihr auch bei- 
legen möge, immer Element des Systems dritter Stufe ist, wurde 
schon hervorgehoben. 

Diese vier Ebenen 
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VPa— Pps 5+VP:— P, -0 +VP:— Pa- 
+Vp,—p, — P. Vp, — p, ri Vp—P: 0 a 0 
bilden ein Tetraeder, welches die Gesammtheit — und jede ein- 
zelne — der Parameterflächen umhüllt. 
Denn die Tangentenebene im Punkte (§', y', ¢') der zum Pa- 
rameter k gehörenden Parameterfläche hat die Gleichung 
(ME +p, — kan +lp OEH —Mlp,—k)(p,—k) = 0 


und wenn wir diese mit der obigen vergleichen, so folgt 


Be (P,—k)(Pp,—k) 
Vp, — p, )(Pı— P) 

VE E A 
VPP Pa) 

€ ETTER (pı —A(pa— 4) 


Vp — P) (P Pr) ' 
welche Werthe in der That die Gleichung der Fläche (€, 4, ¢; k) 
erfüllen, sodass unsere Behauptung erwiesen ist. 

Die ganze Schaar dieser Flächen Y(£, n, %; k) besitzt also vier 
gemeinsame Tangentenebenen. Ebenso haben aber auch alle diese 
Flächen vier Punkte gemeinsam. Denn die beiden Kegel 

+ y’ 2? =0 
P2’ + p:Y’ +p? =0 
haben vier Erzeugungslinien gemein, und die vier Punkte, in wel- 
chen diese Geraden die unendlich ferne Ebene schneiden, werden 
auf jeder Fläche der Schaar ø(¥, n, ¢; k) liegen. 


§ 4. 
Die Gleichung der Polare eines Punktes y in Bezug auf den 
Kegelschnitt S, (Nullparameterkegelschnitt) ist 


PY i HFPa ya HPs Yz ty = 0, 


und wenn zwei Schrauben, (æ, æ,æ,) und (y,y,Yy,), eines Systems 
dritter Stufe zu einander reciprok sind, so ist ebenfalls 


PY Bı HPY Ta + P;Y 2 = 0. 
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Daher haben wir den Satz: 

Die Bildpunkte zweier reciproken Schrauben eines 
Schraubensystems dritter Stufe sind einander conjugirt 
in Bezug auf den Nullparameterkegelschnitt S, der Bild- 
ebene. 

Und dieselbe Gleichung liefert das weitere Ergebniss: 

Die Polare eines Punktes y der Bildebene in Bezug 
auf den Nullparameterkegelschnitt ist das Bild desjenigen 
Cylindroids, welches der Ort aller Schrauben eines Sy- 
stems dritter Stufe ist, die zu einer gegebenen Schraube, 
d. i. zu der durch y abgebildeten, reciprok sind. 

Für das Cylindroid selber folgt dann wieder ein bekannter 
Satz in sehr einfacher Weise: 

Auf jedem Cylindroid kann zu einer, demselben an- 
gehörenden, Schraube 3 eine und nur eine, 9, gefunden 
werden, die zu 9 reciprok ist. Denn man denke sich das 
Cylindreid durch die Bildgerade gegeben, und construire 
die Polare des Punktes 2 dieser Geraden in Bezug auf den 
Nullparameterkegelschnitt, so ist diese also der Ort der 
zu $ reciproken Schrauben, und schneidet die das Cylin- 
droid abbildende Gerade nur in einem Punkte, welcher 
also das Bild ist der einzigen Schraube , die auf dem 
Cylindroid zu 9 gefunden werden kann. 


§ 5. 


Die Polare eines Punktes y in Bezug auf den Kegelschnitt S, 
(Kegelschnitt der Schrauben von unendlich grossem Parameter) hat 
die Gleichung 

Y F 2Y FH tY = 0. 
Wenn aber zwei Schrauben eines Systems dritter Stufe auf ein- 
ander senkrecht stehen, so ist ebenfalls 


Y Ht, Ya +t Y, =0 (Kap. IX und Kap. XV). 
Daher: 


Wenn zwei Schrauben eines Systems dritter Stufe 
auf einander senkrecht stehen, so sind ihre Bildpunkte 
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einander conjugirt in Bezug auf den Kegelschnitt der 
Schrauben von unendlich grossem Parameter. 

Sind überhaupt x, y zwei Punkte der Bildebene, und setzen 
wir in der Gleichung dieses Kegelschnitts S, die Coordinaten 


o, = ua,—4y, 
eines Punktes ihrer Verbindungslinie ein, so kommt 
HH) uile y Hey Hey) H yiya Hy) = O. 


Hieraus ergiebt sich weiter 


Enep ty )EVE y Hy Hey) tet. 


(Yi ty +y) 
ET 
Dies Verhältniss der beiden hieraus folgenden Werthe von I giebt 


uns das Doppelverhältniss der beiden Punkte ø, o’, in denen die 
Gerade zy von dem Kegelschnitt S, geschnitten wird, zu den auf 
ihr angenommenen Punkten. Nun besteht aber die leicht zu veri- 
fieirende Formel 


g+,’ — ea’ g 


slor -Fr ee 8700 — 5 
3108 2— Ya’— a’ a 


sodass wir haben 

9 x 3 a 712 
Vete ae. Vy? +y tY: 
Es ist aber 


4ilog A = arccos 


wenn wir durch 4 jenes Doppelverhältniss bezeichnen. 
ferner der Winkel der Schrauben æ, y gegeben durch 


a PR FR L,Y HF 2Y, H2 Y3 

een 
Somit gelangen wir zu dem Satze: 

Der Winkel zweier Schrauben eines Systems dritter 

Stufe ist proportional dem Logarithmen des Doppelver- 
hältnisses ihrer beiden Bildpunkte zu den beiden Punkten, 
in welchen die Verbindungslinie jener durch den Kegel- 
schnitt der Schrauben von unendlich grossem Parameter 
geschnitten wird. 
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§ 6. 


Die beiden Kegelschnitte S, und S, haben ein gemeinschaft- 
liches Polardreieck*). Die Ecken dieses Dreiecks stellen also 
Schrauben dar, von denen je zwei reciprok und auf einander senk- 
recht sind. Dies sind aber die in Kapitel XV gefundenen Haupt- 
schrauben des Systems dritter Stufe, die dort als Axen der Para- 
meterfläche aufgetreten sind. Also: 

Die Hauptschrauben des Systems dritter Stufe ent- 
sprechen den Ecken des gemeinsamen Polardreiecks des 
Nullparameterkegelschnitts und des Kegelschnitts der 
Schrauben von unendlich grossem Parameter. 

Zur Bestimmung eines Schraubensystems dritter Stufe sind 
neun Data erforderlich. So wird z. B. die Parameterfläche durch 
neun Data gegeben, und sobald sie bekannt ist, ist auch das Sy- 
stem selber bekannt, wie in Kapitel XV gezeigt wurde. Die gleiche 
Anzahl von Daten bestimmt auch in der ebenen Abbildung das 
System. So können wir fünf Bestimmungsstücke benutzen zur 
Construction des Nullparameterkegelschnitts. Werden dann durch 
vier weitere Daten auf diesem Kegelschnitt die vier Basispunkte 
des Kegelschnittbüschels von § 3 bestimmt, so ist auch die ganze 
ebene Abbildung des Systems dritter Stufe vollständig festgelegt. 

Wenn nun einer der beiden Kegelschnitte und noch vier 
Punkte auf ihm gegeben sind, so kann das erwähnte Polardreieck 
construirt- werden. Dann wird also auch die auf dieses Dreieck 
bezogene Gleichung bestimmt sein; man wird somit zur Kenntniss 
der Parameter p,, Pa, p, der drei Hauptschrauben des Systems 
gelangt sein. 

Wenn nun ferner irgend ein Punkt œ der Bildebene gegeben, 
und man stellt die Gleichungen der vier durch diesen Punkt nach 
den Basispunkten des Kegelschnittbüschels zu ziehenden Geraden 
auf, und bildet dann das Doppelverhältniss dieses Strahlbüschels, 


*) Es ist dies sofort aus der Gleichung zu ersehen. Wenn die Gleichung 
eines Kegelschnitts in der canonischen Form einer Summe von drei Quadraten 
erscheint, so ist sie immer auf ein Polardreieck bezogen, in dem also jede 
Seite die Polare der gegenüberliegenden Ecke in Bezug auf den Kegelschnitt 
ist, Siehe Clebsch, Vorlesungen über Geometrie. 
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so gelangt man durch eine ganz elementare Rechnung zu folgendem 
Satze, durch den dann auch der Parameter k der durch den Punkt 
a dargestellten Schraube gegeben ist: 

Wenn von einem festen Punkt einer beliebigen Ge- 
raden vier Strecken p,, P,, P,, k abgetragen werden, so 
ist das Doppelverhältniss der so erhaltenen vier Punkte 
gleich dem Doppelverhältnisse der vier Strahlen, welche 
von dem Punkte æ eines Kegelschnitts, der einer Schraube 
vom Parameter k entspricht, nach den vier Basispunkten 
des Kegelschnittbüschels $,+4S, = 0 gezogen werden 
können. 

In der That, wenn «@,, «,, œ, die Coordinaten eines Punktes 
eines Parameterkegelschnittes, ß,,. ß,, B, diejenigen eines der vier 
Basispunkte, und endlich &, £, &, laufende Coordinaten sind, so 


ist die Verbindungslinie des Punktes œ mit f gegeben durch 


ES ER &, | 
u, e a a 
Bi Pa; fs 


Wenn wir nun die 3, wie in $3 verschieden annehmen, so erhalten 
wir die Gleichungen der vier von œ nach den Basispunkten gehen- 
den Strahlen. Das Doppelverhältniss dieses Büschels können wir 
nun auf einer beliebigen Geraden abmessen. Wir wählen dazu die 
Fundamentallinie 
E = 0. 

Die Coordinaten des Durchschnittspunktes des Strahles «8 mit 
& = 0 sind dann gegeben durch 


7 bav Qi P3 — t, Pi - 


E, 0,9, — 0; Pa 
Aendern wir nun das Zeichen von ĝ,, so gehen wir zum zweiten 
Basispunkte über, durch Aenderung des Zeichens von ß, zum dritten 
und durch Aenderung desjenigen von 8, zum vierten Basispunkte. 


Sind A, l, m, n die so erhaltenen vier Werthe von Si. so 
ist das gesuchte Doppelverhältniss 


BE (n—I)(m—h) 
(n—m)(I—h) ’ 
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was nach einigen Reductionen wird 
e apap, 
pi aß, 


Nun ist aber der Parameter 


; 2 2 / 2 
k = Pi P0 tP; ` 
it Es mi 


Und wenn wir mit Hülfe dieser Gleichung aus dem Ausdrucke für 
4 die Grösse œ? eliminiren, so zeigt sich unmittelbar, dass auch 
9 


a}, e% aus der Formel verschwinden, wenn, wie hier nothwendig, 
gesetzt wird 


PT — PP p; =P Pi Bi = P= Pas 
und dass dann wird 


5 
Arzt DT TE, 
ae a a a A 
wie in dem obigen Satze verlangt wurde. 

Aus diesem Satze folgert man dann wieder, rückwärts schlie- 
ssend, dass der Ort des Punktes œ ein Kegelschnitt sei. Und wir 
sind nun im Stande, die ebene Darstellung eines Systems dritter 
Stufe auf Grund der oben erwähnten neun Data jederzeit voll- 
ständig zu construiren. In der That, um einen bestimmten Para- 
meterkegelschnitt zu construiren, brauchen wir nur den Ort des; 
Mittelpunkts eines durch die vier Basispunkte gehenden Strah- - 
lenbüschels von vier Strahlen constanten Doppelverhältnisses zu ı 
zeichnen. 

Das Reciprocalsystem, welches ebenfalls von der dritten Stufe » 
ist, hat man dann auch gleichzeitig bestimmt. Denn jede Schraube > 
eines Systems dritter Stufe besitzt im Reciprocalsystem eine Cor- - 
respondirende, die ihr parallel ist und entgegengesetzt gleichen ı 
Parameter besitzt. Wenn wir also alle Parameter in der ebenen ı 
Darstellung nun mit entgegengesetztem Zeichen nehmen, so er-- 
halten wir die Gesammtheit der Schrauben des Reciprocalsystems, , 
die parallel sind zu denen des ursprünglichen. 

In dem Kegelschnittbüschel 8,+xS, = 0 giebt es immer: 
zwei Kegelschnitte, die eine beliebig gegebene Gerade berühren... 
Die beiden Berührungspunkte sind dann die Repräsentanten derr 
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Hauptschrauben des durch die Gerade abgebildeten Cylindroids. 
= Diese Gerade wird dann von dem Kegelschnittbüschel in einer in- 
volutorischen Punktreihe geschnitten. Jedes Paar correspondirender 
Punkte dieser Reihe stellt ein Paar Schrauben gleichen Parameters 
auf dem betreffenden Cylindroid dar. 


ST. 

Die bisherigen Darlegungen waren wieder nur der geometri- 
schen Anordnung des ebenen Bildes eines Systems dritter Stufe 
gewidmet. Wir wenden uns nun zur Betrachtung der hauptsäch- 
lichen mechanischen Fragen, die in der Theorie der Freiheit dritten 
Grades auftreten. In erster Linie ist dann hier das Problem der 
impulsiven und instantanen Schrauben zu erledigen. 

Es sei also gegeben eine impulsive Dyname, die auf einer 
gegebenen Schraube auf einen ruhenden starren Körper mit Frei- 
heit dritten Grades einwirkt. Wir suchen diejenige Schraube, um 
welche dem Körper hierdurch eine Windungsgeschwindigkeit er- 
theilt wird. 

Zur Lösung dieser Aufgabe erinnern wir uns zunächst wieder 
des Begriffs der reducirten Dyname, wonach wir also immer die 
impulsive Schraube, wo sie auch gelegen sei, durch eine solche, 
die dem System dritter Stufe angehört, ersetzen können. Die im- 
pulsive Schraube wird also ebenfalls immer durch einen Punkt der 
Bildebene dargestellt. Auf Grund dieser Thatsache können wir 
nun die ganze folgende Betrachtung in der Bildebene durchführen. 

Zu dem Ende führen wir den Kegelschnitt 


U, = ua? Hua; tue = 0 
ein. Derselbe ist das Bild aller derjenigen Systemschrauben, bei 
Bewegung um welche mit der Einheit der Windungsgeschwindigkeit 
die kinetische Energie Null erlangen würde. Dieser Kegelschnitt 
ist mithin imaginär. Die Polare eines Punktes y der Bildebene 
in Bezug auf die Curve 
U, = 0 
hat die Gleichung 


2, 2 2 TEN, 
u,yYı LF UZY Ta FUY t kari 0. 


www.rcin.org.pl 


492 Geometrische Methoden. 


Zwei Schrauben, welche in dieser Beziehung stehen, nennen wir 
aber conjugirte Trägheitsschrauben, wonach der Satz: 

Die Bildpunkte zweier conjugirten Trägheitsschrau- 
ben eines Systems dritter Stufe sind conjugirte Punkte 
in Bezug auf den Kegelschnitt U, =0 verschwindender 
kinetischer Energie. 

Hiermit ist aber der Weg zur Construction der instantanen 
Schraube gewiesen, die einer gegebenen impulsiven entspricht, 
wenn wir uns noch des Satzes erinnern: Werden zwei conjugirte 
Trägheitsschrauben «, 8 als instantane Schrauben betrachtet, dann 
ist diejenige Schraube Y, welche einer derselben, etwa œ, als im- 
pulsive Schraube entspricht, reciprok zur andern $. 

Sei also die zur impulsiven Schraube 9 gehörige instantane 
Schraube zu construiren. u 

Wir construiren zuerst die Polare y des Punktes $ in Bezug 
auf den Kegelschnitt 

pizi HP 2i t Pits = 0, 
so bildet $% mit jedem Punkte dieser Geraden ein Punktepaar, 
welches einem Paar reciproker Schrauben entspricht. Nun con- 
struiren wir den Pol der Geraden y in Bezug auf den Kegel- 
schnitt 

ua Hua; tu = 0, 
so bildet der Punkt y mit jedem Punkte der Geraden y ein Punkte- 
paar, welches einem Paare conjugirten Trägheitsschrauben entspricht. 
Und nach dem angeführten Hülfssatze ist y die instantane Schraube, 
welche der impulsiven Schraube $ entspricht. Unsere Aufgabe ist 
somit gelöst, und man sieht leicht, dass diese Lösung dem mehr- 
fach besprochenen Euler’schen Theorem (Kap. IX $ 12, X $ 2) 
sich unterordnet. 

Die Curve 
ist, wie aus der-Gleichung ersichtlich, ebenfalls auf ein Polardreieck 
bezogen. Die Ecken dieses Dreiecks sind conjugirte Trägheits- 
schrauben. Man kann nun immer ein Dreieck finden, welches so- 
wohl für den Kegelschnitt 


2 u2 2 „2 l n De 
uisi Huat, +u0; = 0 
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als auch für den Nullparameterkegelschnitt 
pe) +p,03+P,0% = 0 

Polardreieck ist. Die Ecken dieses Dreiecks haben dann bemer- 
kenswerthe Bedeutung. Sie sind nämlich nach den bisherigen Ent- 
wicklungen Bilder von Schrauben, die sowohl reciprok als auch 
conjugirte Trägheitsschrauben sind. Diese drei Punkte sind da- 
her die drei Hauptträgheitsschrauben des Systems dritter 
Stufe. 

Wenn wir das Dreieck dieser drei Punkte, also das gemein- 
schaftliche Polardreieck der Kegelschnitte U, = 0, S, = O als Co- 
ordinatendreieck nehmen, so wird die analytische Beziehung zwi- 
schen impulsiver und instantaner Schraube wieder die schon von 
früher her bekannte. Nämlich es entspricht dann der impulsiven 
Schraube mit den Coordinaten 

us, u 


Ta U; u ni 


? I 


2 
Pı Pa P; 


die instantane Schraube mit den Coordinaten 


Geometrisch, zur Construction verwendbar, lässt sich dies nun auch 
so ausdrücken: 

Wenn g der Bildpunkt einer impulsiven Schraube und 
9 derjenige der correspondirenden instantanen Schraube 
ist, dann fällt die Polare von g in Bezug auf den Null- 
parameterkegelschnitt zusammen mit der Polare von 9 
in Bezug auf den Kegelschnitt verschwindender kineti- 
scher Energie. 


§ 8. 


Wenn wir mit H den virtuellen Coefficienten zweier Schrauben 
2, y bezeichnen, so können wir schreiben 


(9,2 Y 49:2, 9% Y) —H’ (eita +25) = 0, 


wenn wir beachten, dass bei Annahme der drei auf einander senk- 
rechten Hauptschrauben des Systems dritter Stufe als Coordinaten- 
schrauben die allgemeine Identität 


R=1 
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hier übergeht in 

Es ergiebt sich somit, dass der Ort der Bildpunkte der Schrau- 
ben, die mit einer gegebenen Schraube y einen gegebenen virtuellen 
Coefficienten besitzen, ein Kegelschnitt ist, der mit dem Kegel- 
schnitte der Schraube unendlichen Parameters in zweipunktiger 
Berührung steht. 

Wenn y ein Punkt ist, dessen Polare 

YL HY: Ta HY T, = 0 
in Bezug auf den Kegelschnitt S, = O zusammenfällt mit der Po- 
lare des Punktes 7 in Bezug auf den Nullparameterkegelschnitt 
S = 0, nämlich 
Pih EHP Na La PNT, = 0, 
dann sind alle die Schrauben 9, welche einen gegebenen virtuellen 
Coefficienten mit y haben gleich geneigt gegen y. Daraus folgt: 

Alle Schrauben eines Systems dritter Stufe, welche 
mit einer gegebenen Schraube einen gegebenen virtuellen 
Coefficienten haben, sind parallel zu den Erzeugenden 
eines geraden Kreiscylinders. 

Alle zu n reciproken Schrauben liegen auf einem Cylindroid, 
und y ist die einzige des Systems, welche parallel ist der Doppel- 
linie des Cylindroids. 

Leicht ist auch noch zu sehen, dass der virtuelle Coefficient 
von y und n grösser ist als derjenige von y mit irgend einer an- 
dern Schraube. 

Wir haben bisher nur den Kegelschnitt verschwindender kine- 
tischer Energie betrachtet. Ganz analog dem früheren gelangen 
wir aber auch für jeden Werth der kinetischen Energie, A?, zu der 
Curve 

U, = ua’ Hua} pu? ai — h’ (a? +03 +03) = 0, 
welche also in der ebenen Abbildung die Gesammtheit aller Schrau- 
ben des Systems dritter Stufe darstellt, um welche der Körper mit 
der Einheit der Windungsgeschwindigkeit die kinetische Energie 
h? erlangt. 
Dieser Kegelschnitt ist also ein Element eines Büschels, wel- 
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ches die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 
u wm tur, = 0 
+2; +0 = 0 
zu Basispunkten hat. Diese vier Basispunkte sind die Bilder von 
Schrauben, um welche der Körper mit unbestimmter kinetischer 
Energie bewegt werden kann. 

Die einer bestimmten Schraube des Systems zukommende 
Grösse 4’ bestimmt sich ganz analog wie oben der Parameter A. 
Die vier Basispunkte seien A, B, C, D; wir suchen für den Punkt 
P die Grösse A”. Wir tragen auf einer Geraden g die vier Strecken 
u‘, u), u}, h? ab und bestimmen den Punkt P so, dass das Dop- 


29 
pelverhältniss der vier Strahlen 


P(A, B,C, D) 
gleich dem Doppelverhältniss der durch obige Construction erhal- 
tenen vier Punkte auf g wird. Der Ort von P ist dann ein Ke- 
gelschnitt. Ist P gegeben, so kennt man das Doppelverhältniss 
von P(A, B, C, D), ebenso den analytischen Ausdruck der vier 
Punkte auf g, der eine lineare gebrochene Function 4° ist. Aus 
der Gleichsetzung beider Werthe berechnet sich A?. 


8.9. 

Wir wollen noch folgendes Problem betrachten: 

Ein ruhender starrer Körper mit Freiheit dritten Grades er- 
hält einen Impuls von gegebener Intensität auf einer gegebenen 
Schraube 7; wir wollen den Ort der Elemente æ des Systems be- 
stimmen, die die Eigenschaft haben, dass, wenn der Körper ge- 
zwungen wird, sich um æ zu bewegen, er einen gegebenen Betrag 
kinetischer Energie erlangt. 

Die kinetische Energie ist gegeben durch die Relation, wenn 
die Masse des Körpers gleich 1 gesetzt wird, 

Dya 
U; 


T= 


3 


sodass wir sofort für den gesuchten Ort die Gleichung gewinnen 
T (uia + +) (PM BHP Mt, +P T) = 0. 
Der Ort von æ ist also ein Kegelschnitt, der mit dem Kegelschnitt 
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verschwindender kinetischer Energie eine zweipunktige Berüh- 
rung hat. 
Es ist leicht zu zeigen, dass T ein Maximum sein wird, wenn 
2 Sr are . . 92 . A 
UTi PiN = Ua 2: Pana’? Us T: Pas » 


woraus dann wieder der Euler’sche Satz zu folgern wäre. 


$ 10. 


Bei Betrachtung der potentiellen Energie werden wir auf den 

Kegelschnitt 
ve Via) va) = 0 

geführt, wo die Bedeutung der Grössen v aus dem Kapitel über 
die potentielle Energie zu entnehmen ist. Dieser Kegelschnitt stellt 
in der ebenen Abbildung alle diejenigen Schrauben des Systems 
dritter Stufe dar, durch Bewegung um welche ein Körper sonach 
in eine benachbarte Lage übergeführt werden kann, dass, bis auf 
Grössen zweiter Ordnung, bei dieser Bewegung keine Energie ver- 
braucht, oder keine Arbeit geleistet wird. 

Zwei Punkte der Ebene, die einander conjugirt sind in Bezug 
auf den Potentialkegelschnitt 
sind conjugirte Potentialschrauben. Denken wir uns wieder das 
gemeinschaftliche Polardreieck des Potentialkegelschnitts und des; 
Kegelschnitts verschwindender kinetischer Energie construirt, so 
hat man in den Ecken dieses Dreiecks die Bilder der drei harmo- - 
nischen Schrauben des Systems dritter Stufe. Und zwar sind die 
Eckpunkte dieses gemeinschaftlichen Polardreiecks des Büschels 


bekanntlich die Nebenecken des aus den vier Basispunkten dieses ; 
Büschels abgeleiteten vollständigen Vierecks. 


$ 11. 


Die graphische Darstellung eines Systems dritter Stufe wird | 
sich besonders einfach gestalten, wenn es möglich ist, einen Kreis s 
als Nullparameterkegelschnitt zu nehmen. Es wird dies immerr 
dann angehen, wenn von den drei Aggregaten 
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— P, HP +P, 
Pı — Pat Ps 
Pı TP — Ps 
keines oder gleichzeitig zwei negativ werden. Denn alsdann lassen 
sich immer drei reelle Winkel A, B, C finden aus den Glei- 
chungen 


sin2A _ sin? B su Bm2 
Pı Pa P; 
ACB TOSE f 


Wenn wir dann ein Dreieck mit den Winkeln A, B, C als Coor- 
dinatendreieck nehmen, so ist 
sin? 4.2? +sin? B.æ?+sin2 C.e} = 0 
in der That die Gleichung eines Kreises, und zwar ist dieser Kreis 
der Nullparameterkegelschnitt. Der Kreis hat bekanntlich den 
Durchschnittspunkt der drei Höhen des Dreiecks zum Mittelpunkt. 
Der Büschel der Parameterkegelschnitte hat nun die Form 


sin2A.a?+sin2B.23+sin2C.0; —k(a] +23 +23) = 0. 
Da das Centrum eines Kegelschnitts der Pol der unendlich fernen 
Geraden ist, so haben wir zur Bestimmung der Coordinaten y des 
Centrums irgend eines dieser Kegelschnitte die beiden Gleichungen 
(sin2 A—k)a, y, + (sin2 B—k)2,y,+(sin2C—k)a,y, = 0 
sind. +  sinB., 4- sin C.e, = 0; 
deren erste die Polare des Punktes y in Bezug auf den obigen 
Kegelschnitt bedeutet, während durch die andere die unendlich 


ferne Gerade gegeben ist. Die Coordinaten des Centrums sind 
demnach 


SN sin A 

Iı = sing A—k 

MTOM. A 

li sin2B—k 
sind 


“Tisch 
Damit ergiebt sich dann aber wieder sofort, dass der Ort der Mit- 


telpunkte der Kegelschnitte des Büschels der Parameterkegelschnitte 
Ball, Mechanik, 32 
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auf der Curve liegt 
sin2 Asin(B— (a, a, + sin2 Bsin (C— A)a,x, 
+sin2Csin(A— B)æ æ, = 0. 


Aus der Form der Gleichung dieses Kegelschnitts ergiebt sich, dass 
derselbe dem Coordinatendreieck umschrieben ist. Seiner Bedeu- 
tung nach geht er aber auch durch den Höhendurchschnitt dieses 
Dreiecks. Ein Kegelschnitt von dieser Eigenschaft ist aber be- 
kanntlich eine gleichzeitige Hyperbel. 

Der Ort der Mittelpunkte der Kegelschnitte des Bü- 
schels der Parameterkegelschnitte ist eine gleichzeitige 
Hyperbel. 


§ 12. 


Jeder Parameterkegelschnitt ist einem bestimmten Werthe des 
Schraubenparameters zugeordnet. Die Beziehungen zwischen diesem 
Parameterwerth und den Dimensionen des Kegelschnitts lassen sich 
nun hier in sehr einfacher Weise erlangen. Der Parameter ist hier 
gleich dem Doppelverhältniss der beiden Schnittpunkte des ent- 
sprechenden Kegelschnitts mit der Geraden der unendlich fernen 
Kreispunkte zu diesen letzteren Punkten selbst. Sind somit a, b 
die Halbaxen irgend einer Parameterellipse, so werden die Glei- 
chungen 


g? y’ iS 
Br A 
"+" —=0 


diejenigen vier Strahlen bestimmen, auf deren Doppelverhältniss 
es hier ankommt. Und man sieht leicht, dass dasselbe 

_ (a—b)’ 

~ (a-+b)? 
wird. Wir können noch auf andere Weise zu diesem Doppelver- 
hältniss gelangen. 

Das Strahlenpaar, welches von der Fundamentalecke € nach 
den beiden Kreispunkten im unendlichen gezogen wird, hat die 
Gleichung 

a? +22, z, coste; = (0. 
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Und die Gleichung der beiden Strahlen durch C nach den Durch- 
schnittspunkten des Kegelschnitts 
sin2 A.0?+sin2B.2}; +sin2 C.a? —k(@? +23 +a?) = 0 
mit der unendlich fernen Geraden 
sin Á .æ +sin B.a,+sinC.z, = 0 
wird durch Elimination von æ, aus den beiden letzten Gleichungen 
gefunden in der Form 
ua+2i2,20,+v2) = 0. 

Nach einigen Reductionen findet man durch Vergleichung des auf 
dem eben angegebenen Wege und des oben gefundenen Werthes 


des betrachteten Doppelverhältnisses diese Relation zwischen dem 
Parameter 4 und den Axen des zugehörigen Kegelschnitts 


( ab = 4m?” —6mk+nk? 
O AE bue (4m— 3k ’ 
der man auch die Form geben kann 


ES ota — k 
ab pa V9—4n: Am—3k ’ 


wo zur Abkürzung gesetzt ist 
m = sin Asin Bsin C 
n = sin’ Asin?’ B+ sin’ C 
— 2+2 cos A cos Bcos C 
9— 4n = 1—8cos Acos B cos C. 
Wird hier p = O gesetzt, so kommt 
ab, 
d. h. der entsprechende Kegelschnitt ist der Nullparameterkreis, 
wie es auch sein muss. Ist 
a—+b’—(, 
so ist 
k = $sin Asin Bsin C; 
dem Kegelschnittbüschel gehört eine einzige gleichzeitige Hyperbel 
an, welche eben diesem Parameterwerthe entspricht. Es ist 
Am?’— 6mk+nk?’ = 0, 
wenn die Axen unendlich gross werden. Das Kegelschnittbüschel 
32* 
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enthält somit zwei Parabeln; und die entsprechenden Werthe der 
Schraubenparameter sind aus dieser Gleichung zu berechnen. 


§ 13. 


Die im vorletzten Paragraphen gefundene Hyperbel, auf der 
die drei Fundamentalecken und der Höhendurchschnitt des Coor- 
dinatendreiecks liegen, enthält noch einen fünften geometrisch aus- 
gezeichneten Punkt. 

In der That, wir haben gesehen, dass die Coordinaten irgend 
eines Punktes dieser Hyperbel mit Hülfe eines variabeln Para- 
meters k so dargestellt werden 


sin A 
sin2 A—k ’ 
sin B 
sin2B—k ’ 
sinC 
sin2C—k 
Setzen wir nun 
=}, 
so erhalten wir einen Punkt auf der Hyperbel, der die Coordinaten 
sind, sind, sind 
besitzt, und der, nach der geometrischen Bedeutung der Hyperbel 
und wegen des Werthes von k, der Mittelpunkt des Kegelschnitts 
S, ist. Der Punkt mit den Coordinaten 
sind, sinB, sinC 
ist aber bekanntlich der Schnittpunkt der Mittellinien des Funda- 
mentaldreiecks. 

Ist der Nullparameterkegelschnitt ein Kreis, so liegt 
der Mittelpunkt des Kegelschnitts S, im Durchschnitts- 
punkt der Mittellinien des Fundamentaldreiecks. 

Diese Untersuchungen lassen sich noch weiter fortsetzen. Und | 
insbesondere lässt sich zeigen, dass ein System 3t Stufe immer 
in ein System von Kreisen mit gemeinsamer Chordale abgebildet t 
werden könne. Indessen können, wenigstens zur Zeit, an diese 
specielle Abbildung keine besonderen mechanischen Consequenzen ı 
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geknüpft werden, aus welchem Grunde ich auf eine Darlegung jener 
Methode verzichte und auf Sir Ball’s unten angegebene Abhand- 
lung verweise. 


8 14. 


Indem wir hier die Untersuchungen über die graphische Theorie 
der Freiheit dritten Grades abschliessen, die durch Sir Robert Ball 
jüngst im XXIX. Bande der Transactions der Royal Irish Academy 
eine bedeutsame Weiterführung erhalten haben, wollen wir in die- 
sem Paragraphen in aller Kürze hinweisen auf eine analoge Be- 
handlung der Theorie der Freiheit zweiten Grades. 

Projieirt man alle Schrauben des Cylindroids orthogonal auf 
die Mittelebene der Fläche, so erhält man ein Strahlenbüschel 
1. Ordnung, welches mit der Fläche concentrisch ist. Die Cor- 
respondenz zwischen Fläche und Strahlbüschel ist eine ein-eindeu- 
tige. Das Doppelverhältniss von irgend vier Erzeugenden des Cy- 
lindroids wird definirt als das Doppelverhältniss der jenen paral- 
lelen Elemente des Strahlenbüschels. Danach wird die Untersu- 
chung aller reinen Lagenverhältnisse auf dem Cylindroid ersetzt 
werden können durch diejenige der Lagenverhältnisse in dem 
Strahlenbüschel. Um nun die Verbindung mit dem oben bei der 
Theorie der Freiheit dritten Grades aufrechtzuerhalten, wollen wir 
nicht das Strahlenbüschel selber, sondern eine zu demselben per- 
spectiv liegende Gerade betrachten. Auch die Correspondenz dieser 
Geraden’ mit dem Cylindroid ist eine ein-eindeutige, der Art, dass 
jeder Schraube des Cylindroids ein Punkt der Bildgeraden und 
umgekehrt entspricht. 

Nehmen wir die Schnittpunkte der beiden Hauptschrauben 
des Cylindroids mit der Bildgeraden als Fundamentalpunkte einer 
homogenen Coordinatenbestimmung auf der letzteren, so stellt die 
Gleichung 

pizi tps =Q 
das Punktepaar dar, welches den beiden Schrauben vom Parameter 
Null auf dem Cylindroid entspricht. Dass hier wirklich die Fun- 
damentalpunkte die Bilder der Hauptschrauben sind, ergiebt sich 
ohne weiteres, wenn man die Maximal- und Minimalwerthe des 
Ausdrucks für den Parameter 
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piti HPit, 
bestimmt. Es ergiebt sich dann in der That, dass diese Werthe 
stattfinden für die beiden Werthe des Schnittverhältnisses 

2 Kis 


N 


2 Ta 


p = 


=: o 
X 


oder für 


Aus der Gleichung 
pii HP®, = 0 
ergiebt sich unmittelbar, dass dieses Punktepaar harmonisch ist 
zu den beiden Fundamentalpunkten. Es ist dies ein specieller 
Fall zweier allgemeineren Sätze, die wir nun darlegen wollen. 
Die identische Relation zwischen den Coordinaten einer Schraube 
eines Systems zweiter Stufe 


21 +22,2,008E+2) = 1, 
wo & den Winkel der (reciproken) Fundamentalschrauben bezeich- 


net, wird hier, wegen 


IE — 


> 


te =], 
sodass sich in der That der obige Ausdruck für den Parameter 
einer Schraube æ ergiebt. In der graphischen Darstellung ist dann 
Pa tPp2, — peita) = 0 
die Gleichung eines Paares parametergleicher Punkte (Schrauben). 
Auch aus dieser Gleichung folgt unmittelbar, dass das dargestellte 
Punktepaar harmonisch ist zu den Fundamentalpunkten. 

Je zwei parametergleiche Punkte sind harmonisch 
conjugirt zu den beiden Hauptpunkten. 

Die Paare von Phinkten gleichen Parameters bilden 
eine involutorische Punktreihe. 

Diese Sätze können nun ganz direct auf die Schrauben des 
Cylindroids selber übertragen werden, da ja, wenn s,, 8,, S, S, 
vier Erzeugende der Fläche und o,, o,, o,, o, ihre vier Bildpunkte 
sind, 


S 
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(8,8, 8,8,) = (0,0,0,0,). 

Da alle Schrauben des Cylindroids die Doppellinie unter gleichem 
Winkel schneiden, so werden auch die so erhaltenen Schnittpunkte 
eine involutorische Reihe bilden. Und da hier die beiden Funda- 
mentalpunkte in einen zusammenfallen, so werden zwei einander 
zugeordnete Punkte dieser Reihe gleich weit vom Nullpunkte ab- 
stehen, ein Ergebniss, welches mit den früheren Formeln 

p=Pptmcos2w 

2 msin? y 
vollkommen übereinstimmt. 

Sind y, 2 zwei Punkte auf der Bildgeraden, so substituiren 

wir in die Gleichung des Nullparameterpunktepaares 

pii +p, =0 
die Ausdrücke 


d, — AY, + UZ, 2. Ay, + uz, 


und erhalten durch Auflösung nach 4 diesen Werth 


A (PYHP Ya) EVYAP) -PYP YP +p), 
u PıyYı+P2Y3 
Das Verhältniss 


b+Vb’—ac 
b—YVb’— ac i 


wo 

a = p, Yi +HP:Y; 

b = —p, y, 21 — PY: 

o= pi +p 
ist das Doppelverhältniss der Punkte y, 2 zu den beiden Nullpara- 
meterpunkten. Diese Zahl wird der negativen Einheit gleich, wenn 
b verschwindet. Es ist also dann 


P Y Zıt PYZ; = 0, 


aus welcher Gleichung sich der Satz ergiebt, welcher der zweite 
von denen ist, auf welche oben hingedeutet wurde: 
Construirt man zu einer Schraube y des Cylindroids 
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die ihr in Bezug auf die beiden Schrauben vom Parameter 
Null harmonisch conjugirte 2, so ist z reciprok zu y. 

Die Gleichung 
stellt ein Punktepaar dar, welches den Schrauben von unendlich 
grossem Parameter entspricht. Dieses Punktepaar ist imaginär. 
Zwei Punkte, die einander conjugirt sind in Bezug auf dieses 
Punktepaar, sind Bilder zweier zu einander senkrechter Schrauben 
des Cylindroids, wie sich aus der Gleichung 

YZ HYZ = 0 
ergiebt. 

Die beiden Hauptschrauben des Cylindroids sind somit gleich- 
zeitig harmonisch conjugirt zu den Schraubenpaaren von verschwin- 
dendem bezw. unendlich grossem Parameter. 

Die Gleichung 

ua t-u s; = 0 

stellt ein (imaginäres) Schraubenpaar dar, der Art, dass ein Kör- 
per, mit der Einheit der Windungsgeschwindigkeit um eine der- 
selben sich bewegend, die kinetische Energie Null erlangte. Zwei 
Schrauben, die einander conjugirt sind in Bezug auf dieses Paar, 
sind conjugirte Trägheitsschrauben. Zu zwei Punktepaaren kann 
immer ein und nur ein neues Paar gefunden werden, so dass es 
gleichzeitig zu beiden Paaren harmonisch conjugirt ist. 

Das einzige Schraubenpaar, welches gleichzeitig harmonisch 
conjugirt ist zu 


si Hua = 
ist das Paar der Hauptträgheitsschrauben des Cylindroids, weil es 
gleichzeitig reciprok und in Bezug auf Trägheit conjugirt ist. 

Ein Schraubenpaar, welches einem bestimmten Werthe kine- 
tischer Energie «” entspricht, ist gegeben durch die Gleichung 

uw —uw (ei +a) = 0. 

Auch diese Schraubenpaare, bezw. ihre Bildpunkte bilden eine in- 
volutorische Reihe. 

Endlich ist noch das Paar mit der Gleichung 


va? ovia = 0 
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zu betrachten. Zwei Schrauben, welche harmonisch conjugirt sind 
zu demselben, sind conjugirte Potentialschrauben. Und dasjenige 
Schraubenpaar, welches gleichzeitig conjugirt ist zu den Paaren 


J ı 
u, Hust 2 

2 

2 


ist das Paar der harmonischen Schrauben, welches dem Schrauben- 
system zweiter Stufe zugehört. 

Diese Betrachtungen lassen sich, wie ich demnächst an anderer 
Stelle zeigen werde, noch weiter verfolgen. Der Werth dieser Me- 
thode scheint mir bei dem Schraubensystem zweiter Stufe wesent- 
lich darin zu liegen, dass alle Ergebnisse, zu denen man gelangt, 
eben nicht nur für die Abbildungsfigur, sondern direct für das Cy- 
lindroid selber gelten, sodass man also z. B. nicht mehr im Zweifel 
sein kann, wie man zu einer gegebenen Cylindroidschraube die ihr 
reciproke zu construiren hat, oder wie man etwa zwei parameter- 
gleiche Schrauben der Fläche bestimmt. 
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Kapitel XXIII. 
Kinematische Theorie der Schraubenketten. 


F 


Die bisherigen Darlegungen bezogen sich auf einen einzelnen 
starren Körper. Wir wenden uns nun dazu, die Principien anzu- 
geben, nach denen ein beliebiges zusammengehöriges System von 
Körpern in mechanischer Beziehung zu behandeln ist. 

Wir verstehen unter einem System von Körpern eine beliebige 
Anzahl, u, starrer Körper, von denen jeder entweder vollkommen 
frei beweglich ist, oder durch irgendwelche Hindernisse oder Ver- 
bindungen mit einem oder mehreren der übrigen u—1 Individuen 
des Systems in seiner Beweglichkeit beschränkt ist. 

Wir werden uns auch hier zunächst auf kleine Bewegungen 
des Systems beschränken. Indessen fallen doch noch innerhalb 
dieses beschränkten Gebietes die Theorien des Gleichgewichts, der 
kleinen Schwingungen, und diejenige der Impulse. 

Die Bewegungsfreiheit eines w-gliedrigen Körpersystems wird 
durch die Anzahl der zu einer vollständigen Lagenbestimmung des 
Systems nothwendigen unabhängigen Grössen (Coordinaten im all- 
gemeinen Sinne) gegeben. Der Grad der Freiheit eines solchen 
Systems wird daher die Zahl 6u nicht übersteigen können, in 
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welchem Falle das Körpersystem vollkommen frei ist. Er ist Null, 
wenn das System absolut fest ist. 


82. 


Wir wollen nun eine unendlich kleine Ortsveränderung eines 
solchen Systems näher betrachten. Dieselbe wird also darin be- 
siehen, dass jedes Element des Systems in eine benachbarte Posi- 
tion übergeführt wird, die mit den Bedingungen, welche die Be- 
wegungsfreiheit des Systems characterisiren verträglich ist. Diese 
Tagenveränderung kann für jedes Element erreicht werden durch 
ene Windung um eine Schraube. Die Totalverschiebung des 
gınzen Systems hätte daher auch hervorgebracht werden können, 
irdem man jedem Individuum des Systems eine bestimmte Win- 
dıng um eine bestimmte Schraube ertheilte. 

Wenn nun ~ die Zahl ist, welche den Freiheitsgrad des Kör- 
p:rsystems angiebt, so wird eine jede Position des Systems durch 
n Grössen 9,, Ja, ---, qn, die von einander unabhängig sind, be- 
stimmt sein, wobei diese Grössen beliebig ausgewählt werden können, 
sefern sie nur unabhängig von einander sind. Jede Grösse, welche 
vən dem Orte des Systems abhängt, wird dann eine Function dieser 
n Unabhängigen sein. 

Die Anfangslage des Systems sei so beschaffen, dass in ihr 
ale Grössen q den Werth Null haben. In der Nachbarlage, in 
de wir uns das System übergeführt denken, mögen dann dessen 
Cordinaten die Werthe 9,, ..., qn haben. Wenn nun 2 die Am- 
pitude der Windung ist, welche man dem Körper 1 ertheilen 
muss bei dieser Herausführung des Systems aus der Anfangslage, 
so muss $ sich offenbar als Function dieser n Grössen q darstellen 
lassen. Betreffs der Form dieser Function können wir, da die 
Grössen q sämmtlich als kleine Grössen vorausgesetzt werden, zu- 
nichst annehmen, dass sie homogen ist. Denn wir können aus 
desem Grunde alle Potenzen der Coordinaten, welche die niedrigste 
verkommende überschreiten, unterdrücken. Und ein rein constantes 
Gied kann in dem arithmetischen Ausdruck von 9 auch nicht 
verhanden sein, da für das Werthsystem 


q, =0, qg =0, .., Qh =Q 
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auch 
==N, 

In ganz analoger Weise wird jede andere bei der Verschiebung 
des Körpers auftretende individuelle Windung sich als Function 
der q; darstellen. Und wenn wir festhalten an dem Princip, dass 
alle Potenzen der q;, welche die niedrigste vorkommende über- 
schreiten, zu vernachlässigen sind, so können wir schliessen, dass 
alle Amplituden entweder Functionen gleichen Grades der unab- 
hängig Veränderlichen sind, oder aber, dass diejenigen Amplituden, 
die durch Functionen höheren Grades ausgedrückt sind, ihrer Klein- 
heit wegen gegen die übrigen zu vernachlässigen sind. Danach 
wird dann jede Amplitude so dargestellt werden können: 

I= gF, 
wo die Zahl A für alle Amplituden dieselbe ist, während die 
Coefficienten der Function Æ der Verhältnisse der Grössen q; von 
einem 9 zum andern wechseln werden. 


83. 

Die letzt erhaltene Gleichung giebt uns den Werth der Am- 
plitude als Function der Coordinaten einer bestimmten, von dem 
Körpersystem erreichten, Endlage. Wir können aber diese Dar- 
stellung noch etwas verallgemeinern. In der That, bezeichnen wir 
diejenige Lage des Systems, in der alle Coordinaten den Werth 
Null haben, als die Lage (0), diejenige, welche er in Folge einer 
Verschiebung erreicht, und in der die Coordinaten bezw. qi, 9,; 
.--, qn sind, als die Lage (q). Dann werden sich zwischen (0) 
und (q) noch eine ganze Reihe von Zwischenpositionen befinden, 
und die Coordinaten aller dieser intermediären Positionen werden 
sich darstellen lassen durch 


Tis Aas ++, Zins 
wo æ ein Zahlenparameter ist, der alle Werthe von O bis 1 durch- 
läuft. Jeder Werth æ entspricht dann einer bestimmten Lage des 
Körpersystems. Durch diese Darstellung der Coordinaten der inter- 
mediären Positionen durch diejenigen der Endlage haben wir nun 
allerdings aus den unendlich vielen möglichen Wegen, auf denen 
das System von einer zur andern Position verschoben werden 
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kann, einen speciellen ausgewählt, aber dieser ist jedenfalls mit 
den das System und seine Freiheit characterisirenden Bedingungen 
verträglich, und es ist der einfachste, der sich denken lässt. 

Wenn wir nun in dem Ausdruck für die Amplitude 9, den 
wir im vorigen Paragraphen gaben, die q; ersetzen durch die æq;, 
so kommt 

t= AN, 

wo natürlich F als Function der Verhältnisse der Coordinaten von 
æ unabhängig ist. Dieser Factor æ* ist nun ebenfalls allen Am- 
plituden gemeinsam. Wenn also æ bei der Bewegung des Systems 
von O bis 1 wächst, so werden auch alle Amplituden von Null 
bis zu ihrem Endwerthe wachsen. Setzen wir nun 


y 
so sehen wir, dass die definitive Lage des Körpersystems durch die 
Windungen von den Amplituden 
£ € 
AT MAPORI. $ 


1 
erreicht werden, wo die Indices sich auf die einzelnen Constituenten 
des Körpersystems beziehen, sodass also 
Fk 

die Amplitude der Windung ist, welche der k-te Körper des Sy- 
stems bei der gedachten Bewegung ausführt. Die intermediären 
Positionen werden dann dargestellt durch die Grössen 

YI Wr >- YPu, 
wenn y von O bis 1 wächst. 

Die Bewegung des Körpersystems ist also in jedem Momente 
der Art, dass jeder einzelne Körper eine Windung um eine Schraube 
ausführt. 

Diese Bewegung eines Körpers ist die einfachste mögliche Be- 
wegung desselben, und jede andere kann im Allgemeinen aus sol- 
chen Bewegungen zusammengesetzt oder hergeleitet werden. Dabei 
nehmen wir allerdings stillschweigend an, dass die Bewegung um- 
kehrbar sei, d. h. dass, wenn das System aus der Anfangslage A 
durch eine solche unendlich kleine Verschiebung in die Nachbar- 
lage B übergeführt werde, es auch aus B nach A zurückgeführt 
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werden könne, ohne dass hierzu irgend ein Theil des Systems einen 
endlichen Weg überschreiten müsse. 

Es musste dies ausdrücklich hervorgehoben werden, weil es 
in der That Ausnahmen giebt, in denen jene Voraussetzung nicht 
mehr zutrifft, wie z. B. im Falle eines Körpers, der nur in einer 
Richtung, etwa von Ost nach West, um eine Axe sich drehen kann. 
Derselbe kann also thatsächlich in Richtung Ost-West um einen 
unendlich kleinen Betrag dæ gedreht werden. Um ihn aber aus 
der neuen Stellung in die frühere zurückzubringen, muss man ihm 
jetzt die endliche Drehung 27 —da ertheilen. 

Solche besondere Fälle schliessen wir also von der Betrachtung 
aus. Diejenigen, mit welchen wir uns befassen, sind dann also 
so beschaffen, dass, wenn das Körpersystem aus der Lage A nach 
der Lage B auf bestimmten Wegen übergeführt wurde, es auf den- 
selben Wegen von B nach A zurückgebracht werden kann. 

Lassen wir also Singularitäten der erwähnten Art bei Seite, 
so ist, was wir bis jetzt festgestellt haben, dieses: 

Es ist im Allgemeinen möglich, eine Reihe von Schrauben so 
anzugeben, dass zu jedem Körper des Systems eine gehört, der 
Art, dass die Bedingungen des Systems es zulassen, dass der Kör- 
per hin und her um diese Schraube Windungen ausführen kann. 


§ 4. 

Wenn das Körpersystem den geringsten möglichen Grad von 
Freiheit besitzt, so giebt es nur eine unabhängige Grösse zur Be- 
stimmung einer Position des Systems. In diesem Fall ist die zu 
jedem Individuum des Körpersystems gehörige Schraube eindeutig 
bestimmt, und zwar in Beziehung auf ihre Lage wie auf ihren 
Parameter. Auch das Verhältniss der Amplitude der Windung 
um irgend eine dieser u Schrauben zu sämmtlichen u—1 übrigen 
Amplituden ist dann ebenfalls durch die Bedingungen des Systems 
vollkommen gegeben. 

Als die einzige hier auftretende Coordinate, g,, können wir 
sehr angemessen die Amplitude der Windung um die erste Schraube 
wählen. Dann wird nach dem eben Gesagten, jedem Werthe dieses 
q, eine bestimmte Lage des Körpersystems entsprechen. Und da 
die Verhältnisse aller Amplituden bekannt sind, so können auch 
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diese sämmtlich mit Hülfe von q, angegeben werden. Diese Reihe 
von Schrauben und zugeordneten Amplitudenverhältnissen reichen 
also vollkommen hin, die Bewegung und den Weg des Körper- 
systems zu beschreiben. 


§ 5. 

Bevor wir weitergehen, wollen wir ein Verfahren darlegen, 
mit Hülfe dessen wir zu einem neuen kinematischen Elemente ge- 
langen, welches von grösster Wichtigkeit ist für die mechanische 
Theorie der Körpersysteme. Denken wir uns die beiden ersten 
Schrauben «,, «,, also die beiden Schrauben, um welche sich der 
erste, bezw. der zweite Körper des Systems bewegen, wenn das 
System aus einer Lage A in eine Lage B übergeht. Construiren 
wir nun das Cylindroid («,, «,), welches durch diese beiden Schrau- 
ben bestimmt ist, so wird zwar die Zusammensetzung der beiden 
zugehörigen Windungen keine directe reale Bedeutung haben, da 
dieselben ja von verschiedenen Körpern ausgeführt werden. Würden 
die beiden Windungen um «,, œ, mit dem ihnen zukommenden 
Amplitudenverhältniss sich aber auf einen einzigen Körper beziehen, 
so könnte man allerdings die Schraube o der resultirenden Win- 
dung finden auf dem Cylindroid («,, @,). Und umgekehrt, wenn 
o neben &,, œ, gegeben ist, so ist damit auch das Amplitudenver- 
hältniss der Windungen um «,, «, gegeben, wie wir das ja zur 
Genüge aus unserem Kapitel über das Cylindroid wissen. 

Auf diese Weise kann man sich nun zwischen je zwei der 
vorhin gefundenen zw Schrauben eine eingeschaltet denken, durch 
die das Amplitudenverhältniss der Windungen um die beiden be- 
nachbarten definirt wird. 

Diese ganze Reihe der u ursprünglich vorhandenen, und der 
u—i intermediären Schrauben bildet nun das, was Sir Robert 
Ball als eine Schraubenkette bezeichnet hat. 

Die Schraubenkette spielt nun in der Theorie der Körper- 
systeme genau dieselbe Rolle, wie die einzelne Schraube in der 
Theorie des einzelnen Körpers. 

Wir definiren eine Windung um eine Schraubenkette 
als eine Ortsveränderung eines Körpersystems, die dadurch hervor- 
gebracht wird, dass man jedem Individuum des Systems eine Win- 
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dung um eine Schraube ertheilt, wobei das Verhältniss der Am- 
plitude dieser Windung zu den Amplituden der beiden Nachbar- 
schrauben durch die intermediären Schrauben gegeben ist. Die 
Amplituden aller dieser Einzelwindungen können daher mit Hülfe 
der Amplitude der Windung des ersten Körpers um die ihm zu- 
gehörige Schraube ausgedrückt werden, sodass man diese letztge- 
nannte Amplitude auch ganz passend als Amplitude der Windung 
um die Schraubenkette bezeichnen kann. 

Somit können wir also die bisherigen Betrachtungen in fol- 
gendes Ergebniss zusammenfassen: 

„Die allgemeinste Ortsveränderung eines Körpersy- 
stems ist darstellbar als eine Windung um eine Schrau- 
benkette.“ 


$ 6. 


Nachdem wir nunmehr jede unendlich kleine Verschiebung 
eines Körpersystems darstellen können, entsteht naturgemäss die 
Frage nach dem Grade der Freiheit eines solchen Systems. Dabei 
denken wir uns also diejenigen Umstände, welche die Freiheit des 
Systems bestimmen, ganz allgemein gegeben. Sie können in di- 
recten Verbindungen der Körper, in Bewegungshindernissen im 
engeren Sinne des Wortes als auch in festen Punkten oder Axen 
innerhalb eines oder mehrerer Elemente des Systems bestehen. 

Wie es sich in der Theorie eines einzelnen Körpers darum 
handelte, alle diejenigen Schrauben des Raumes auszusuchen, um 
welche der Körper eine Windung ausführen kann, so ist bei den 
Körpersystemen die Untersuchung darauf zu richten, alle diejenigen 
u-gliedrigen Schraubenketten des Raumes zu finden, um welche das 
u-elementige Körpersystem Windungen ausführen kann. Die An- 
zahl der unabhängigen, d. h. nicht aus einander herleitbaren, Ketten 
wird dann die Freiheit des Systems bestimmen. Wenn also die 
Untersuchung ergeben sollte, dass überhaupt keine Schraubenkette 
vorhanden ist, um die das System bewegt werden kann, so ist die 
Freiheit des letzteren gleich Null. Wenn eine einzige bestimmte 
Kette für das System vorhanden ist, so besitzt dasselbe Freiheit 
ersten Grades. Dies Ergebniss kann auch so formulirt werden: 

Wenn ein beliebiges System starrer Körper in seiner Beweg- 
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lichkeit so beschränkt ist, dass seine Lage in jedem Momente durch 
eine einzige unabhängige Variable (Coordinate im allgemeinen Sinn) 
gegeben wird, so hat das System Freiheit ersten Grades; und die 
möglichen Verschiebungen, die ihm ertheilt werden können, sind 
lediglich Windungen um eine einzige bestimmte Schraubenkette. 

Wie schon bemerkt, gilt hier ganz dasselbe, wie in der Theorie 
des einzelnen Körpers: dass nämlich die Natur der die Bewegung 
modifieirenden Widerstände oder Bedingungen ganz allgemein bleibt 
und ohne jede specielle Characterisirung in alle weiteren Ergebnisse 
eingeht, zu denen wir geführt werden. 

Als ein specielles Beispiel möge die Dampfmaschine erwähnt 
sein. Die wesentlichen bewegten Theile derselben besitzen in der 
That nur einen einzigen Grad Freiheit. Jede Winkelstellung des 
Schwungrades bedingt eine und eine einzige Stellung aller übrigen 
Theile. Und eine kleine Winkelverschiebung des Schwungrades in- 
volvirt nothwendig eine Verschiebung aller andern Theile. Die Lage 
des ganzen Systems ist also in der That in jedem Momente durch 
eine einzige unabhängige Coordinate bestimmt. Und so complicirt 
der Mechanismus auch sein möge, so ist es doch nun immer mög- 
lich, eine Schraubenkette so anzugeben, dass eine Windung um 
dieselbe das System aus einer Anfangslage in eine neue überführe. 

Nehmen wir nun weiter an, es seien zwei verschiedene Schrau- 
benketten gefunden, um welche ein gegebenes Körpersystem be- 
wegt werden kann. Dann lässt sich sofort, ohne Anstellung wei- 
terer Versuche, zeigen, dass ausser diesen beiden Ketten noch ein® 
unendliche Anzahl solcher existirt, um welche das Körpersystem 
sich ebenfalls bewegen kann. Denn setzen wir die Windung von 
der Amplitude @ um die eine Kette œ zusammen mit der Win- 
dung von der Amplitude 8’ um die andere Kette 8, so kann die 
durch beide Windungen erreichte Position auch durch eine einzige 
Windung um eine Kette y erlangt werden. 

Da die Amplituden «’', 8’, und somit auch ihr Verhältniss 
willkürlich ist, so ist klar, dass die Kette y ein Individuum einer 
einfach unendlichen Mannigfaltigkeit von Ketten angehören muss. 
Das somit hier auftretende Problem ist nun ganz so zu behandeln, 
wie das analoge in der Theorie des Einzelkörpers. Wie dort geben 
wir ihm diese concise Fassung: 

Ball, Mechanik, 33 
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„Es sollen die Beziehungen dreier Schraubenketten «, ß, y 
untersucht werden, welche so beschaffen sind, dass wenn einem 
System starrer Körper der Reihe nach Windungen von den Am- 
plituden «', $', y' um diese Ketten ertheilt werden, es nach der 
dritten Windung dieselbe Lage einnimmt, welche es vor der ersten 
besass.“ 

Dieses Problem wird nun ganz einfach auf Grund dessen zu 
lösen sein, was wir für einen Einzelkörper früher fanden. In der 
That, jedes Element des Körpersystems erhält zwei Windungen, 
um « und um ĝ, welche wir in bekannter Weise in eine einzige 
zusammensetzen, die um eine Schraube y des Cylindroids («, £) 
stattfindet. Es giebt also für jedes Element eine dritte Schraube 
y mit zugehöriger Windungsamplitude; sodass in der That eine 
neue Schraubenkette bestimmt ist, auch hinsichtlich ihrer Ampli- 
tude, die die verlangte Eigenschaft besitzt. 

Ein Körpersystem, für welches Bewegungen um die Ketten «, 
8 möglich sind, kann daher auch um y bewegt werden. Und es 
ist nun sofort einleuchtend, wie man, mit der grössten Leichtigkeit, 
noch unendlich viele Ketten construiren kann, um welche ebenfalls 
Beweglichkeit des Körpersystems vorhanden ist. 

Wir wollen dies näher betrachten. Es seien also zunächst die 
drei Ketten «, 8, y vorhanden, von denen wir gefunden haben, 
dass für sie Beweglichkeit des Körpers stattfindet. Die Schrauben, 
welche eine Kette constituiren, bezeichnen wir nach der Kette und 
weisen durch einen Index auf das zugehörige Element des Körper- 
systems hin. Es ist daher œ, die Schraube, um welche sich das 
-te Element des Systems bewegt bei einer Windung um die Kette 
œ. Ist nun ĝ eine vierte Kette, welche demselben System ange- 
hört, wie œ, B, y, so müssen offenbar die Schrauben &, bi, Yis Ô, 
auf einem Cylindroid liegen, ebenso @,, B,, Ya, Ô, u.s. w. über- 
haupt œ, ß,; Y,, ô, eocylindroidal sein. Die beiden ersten Ketten 
@, B bestimmen also u Cylindroide und irgend eine Schraube o; 
irgend einer Kette ø des ganzen Kettensystems liegt auf dem Cylin- 
droid (@,, ß,). 

Es lässt sich nun leicht zeigen, dass das Doppelverhältniss von 
irgend vier zu demselben Körper gehörigen Schrauben constant ist, 
d. h. mit anderen Worten, dass alle die eben gefundenen u Cylin- 
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droide einander projectiv sind. Es ist also zu beweisen 


(a,b, p?) EA (@,ß,Y; ð.) TORE (a,,1,9,) Eee (aß, Yu 9). 

Dieser wichtige Satz lässt sich mit durchaus einfachen, lediglich 
den Fundamenten unserer Theorie zu entlehnenden Mitteln als 
richtig darthun. 

Die beiden ersten Ketten, œ und 3, genügen zur Bestimmung 
der u Cylindroide («,, 8,) vollkommen. Die Wichtigkeit des zu 
beweisenden Satzes liegt somit ganz wesentlich darin, dass ver- 
möge seiner, wenn noch eine dritte Kette y gegeben ist, jede be- 
liebige andere rein geometrisch construirt werden kann, ohne dass 
es nöthig wäre, die Amplituden «', ’, y' u. s. w. zu kennen; was 
ohne diesen Satz unerlässlich wäre. 

Es ist nun klar, dass, wenn wir auf der Fläche («,,ß8,) irgend 
eine Schraube ð willkürlich annehmen, die ganze Kette ð, d.h. 
die Reihe der Schrauben d,, d,, ..., Ôu bestimmt sein wird, und 
zwar eindeutig. Denn, eine Windung um ð, können wir zerlegen 
in zwei solche um «, und 3,. Die Amplituden dieser Windungen 
sind immer in bekannter Weise bestimmt. Sie bestimmen aber 
dann ihrerseits mit Hülfe der intermediären Schrauben die zu den 
Schrauben «,, 8, gehörigen Amplituden. Setzen wir dann die so 
vollkommen bestimmten Windungen um «,, ß, zu einer einzigen 
zusammen, so erhalten wir in der Schraube dieser Windung die 
Schraube d,. Von ð, ausgehend, gelangen wir dann ganz analog 
zu ð, von dieser zu ð, und so weiter fort bis zu d,. Und ganz 
ebenso hätten wir, wenn irgend ein anderes Element einer Kette 
ò, etwa dk, gegeben gewesen wäre, die übrigen Constituenten der 
Kette ð aus ð mit Hülfe des Cylindroids («,, 8,) u. s. w. gefunden. 

Es erhellt aus den eben gegebenen Darlegungen zunächst, dass 
irgend zwei der zw. Cylindroide in solcher Beziehung zu einander 
stehen, dass jeder Schraube des einen eine und nur eine des an- 
dern entspricht. Es geht das zur Genüge aus der Art und Weise 
der Construction der Schrauben ð hervor. Diese ein-eindeutige 
Beziehung je zweier solcher Cylindroide findet ihren allgemeinsten 
analytischen Ausdruck in der Gleichung 

atangYstangy—+-btangd—+cetangp+d = 0, 
wo % der Winkel sein möge, den eine Schraube auf einem der 


33* 
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betrachteten Cylindroide, etwa auf («,,f,) mit der einen Haupt- 
schraube macht, während g für die correspondirende Schraube des 
anderen Cylindroids, etwa («,, ,) die ganz analoge Bedeutung 
haben soll. Dabei ist bedacht, dass die beiden Schrauben auf ihren 
respectiven Flächen direct durch tang$ bezw. tango gegeben sind. 
Sind nun 9, 9,, 9,, 2, die definirenden Winkel von vier 
Schrauben auf dem ersten Cylindroid, so ist das Doppelverhältniss 
derselben 
sin(9,—#,)sin (9, — 2) 
sin(9, — 2, sin (I, — 9) ' 
und es wird dasselbe gleichen Werth haben mit 


sin(g,— Y,)Sin(p,— 9) 

sin(p,— P,)sin (p, — P) 
eben weil die Winkel 9, g durch eine ein-eindeutige Relation mit 
einander verbunden sind. Was wir hier für das erste und zweite 
Cylindroid gezeigt haben, gilt ganz ebenso für irgend zwei andere, 
wie aus der obigen Betrachtung bei Construction der Kette ð her- 
vorgeht. Der aufgestellte Satz ist somit bewiesen. 

„Sind «, 8 zwei Schraubenketten, für welche beide 
ein System starrer Körper Beweglichkeit besitzt, so sind 
je zwei Glieder der Reihe der u Cylindroide (a,,ß,), (@,,ß,), 
“2.25 (@&, Bu) einander projectiv.“ 

Damit ist nun die Möglichkeit einer rein geometrischen Con- 
struction noch unendlich vieler Schraubenketten gegeben, für die 
das gegebene Körpersystem ebenfalls Beweglichkeit besitzt. 

Denn wenn die drei ersten Ketten «, ß, y gegeben sind, so 
nehmen wir z. B. auf dem ersten Cylindroid («,,P,) die drei 
Schrauben @,, ß,, y, und auf dem 4-ten Cylindroid die drei Schrau- 
ben «,,-£,, y,; dann ist zu jeder Schraube d, des ersten Cylin- 


“ 
? 


droids eine und nur eine ð, auf dem 4-ten bestimmt durch die 
Gleichung 
le; is Yis ð) = (@,, By» Yis d,) 
und Å hat in beliebiger Reihenfolge die Werthe, Dear e 
Hiermit sind allerdings die Schrauben d,, also die Kette ð, 


zunächst nur geometrisch gefunden. Es erübrigt noch, die zu je- 
dem ð, gehörende Windungsamplitude anzugeben. Dabei handelt 
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‘es sich offenbar wieder nur darum, die relativen Werthe dieser 
Amplituden zu kennen, sodass eine derselben willkürlich ange- 
nommen werden kann. Diese relativen Werthe lassen sich nun 
mit Hülfe der oben eingeführten intermediären Schrauben leicht 
bestimmen. 

Um dies zu zeigen beweisen wir zunächst, dass je drei auf- 
einander folgende intermediäre Schrauben cocylindroidal sind, also 
z. B. die drei Schrauben, die eingeschaltet sind resp. zwischen «@,, 
@,; Bis B25 Yis Ya. In der That, es können immer drei Windungen 
um die Ketten «, 3, y so gefunden werden, dass sie zusammen 
äquivalent Null sind. In diesem Falle müssen dann auch die 
Windungen um die Schrauben «,, pi, y, und «,, Ba, Ya je zusam- 
men äquivalent Null sein. Und wenn wir nun diese sechs Win- 
dungen irgendwie zusammensetzen, so wird sich ebenfalls die Re- 
sultirende Null ergeben. Aber diese sechs Windungen können zu 
je zweien in eine um die betr. intermediäre Schraube zusammen- 
gesetzt werden, nämlich diejenigen um «, und œ, in eine um die 
intermediäre Schraube «,,, diejenigen um ß,, ĝ, in eine um ß,;, 
die um y; y; in eine um Yip- Die Windungen um @,, Piss fa 
müssen dann auch zusammen äquivalent Null sein, d. h. die Schrau- 
ben &, 5; Ps; Yia Sind, wie behauptet, coeylindroidal. 

ùs tritt also zu der Reihe von Cylindroiden der eigentlichen 
Schrauben der Ketten noch eine Reihe von solchen Flächen, welche 
von den intermediären Schrauben gebildet werden, und die wir 
daher zur Abkürzung auch einfach als intermediäre Cylindroide 
bezeichnen werden. 

Wenn nun von der Kette ð das erste Element ð, gegeben ist, 
so ist es aus dem bisherigen vollkommen klar, dass damit sowohl 
die zwischen ð, und ð, eingeschaltete Schraube d,,, sowie über- 
haupt alle anderen Elemente der Kette, und auch die entsprechen- 
den intermediären Schrauben gegeben sind, und zwar in eindeu- 
tiger Weise. | 

Die Kette ð ist aber ebenfalls in eindeutiger Weise bestimmt, 
wenn nur das erste intermediäre Element ð,, gegeben ist. In der 
That, nehmen wir an, dieses intermediäre Element gehöre sowohl 
zu einer Kette d(d,,d,,...), wie auch zu einer Kette d'(ð;, 0n, ...). 
Dann sind sowohl ð, d,a, d,, als auch ði, ð>, d, cocylindroidal. 
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Zerlegen wir nun eine beliebige Windung von der Amplitude 9 
um ð, in Componenten in Bezug ð, d,; und eine Windung von 
der Amplitude — 9 um dieselbe Schraube ð,, in Componenten um 
ð, ð. Diese vier Componenten müssen dann zusammen äquiva- 
lent Null sein, da ihre Resultanten in dieser Beziehung stehen. 
Aber die beiden ersten Schrauben ð,, ð, liegen auf dem ersten 
Cylindroid der ganzen Reihe solcher Flächen, welche zu den Ketten 
gehören, um die das Körpersystem Beweglichkeit besitzt. Daher 
werden sich die Windungen um d, und ð; zusammensetzen zu 
einer solchen um eine Schraube dieses Cylindroids. Analog setzen 
sich die Windungen um ð, und ð, zusammen zu einer um eine 
Schraube des zweiten Cylindroids. Die so erhaltenen beiden Win- 
dungen müssen sich aber nun wieder neutralisiren. Sie müssen 
daher um eine und dieselbe Schraube stattfinden, mit entgegenge- 
setzt gleichen Amplituden. Die zum ersten und zweiten Element 
des Körpersystems gehörenden Cylindroide müssen daher, damit 
dies Ergebniss möglich sei, eine gemeinsame Schraube enthalten. 
Dies wird aber im Allgemeinen nicht der Fall sein. Daher wird 
auch im Allgemeinen die Kette d durch die erste intermediäre 
Schraube eindeutig bestimmt sein, wie wir behaupteten. Die spe- 
ciellen Fälle, in denen dies nicht der Fall ist, scheinen ohne eigent- 
liches mechanisches Interesse zu sein. 

Die Beziehung zwischen den intermediären Cylindroiden zu 
den primären, d.h. den einzelnen Elementen des Körpersystems 
direct zugeordneten Cylindroiden ist somit ebenfalls eine ein-ein- 
deutige. Die intermediären Oylindroide sind den primären projectiv. 

Mit diesem letzten Ergebniss haben wir nun einen vollstän- 
digen Einblick in die kinematischen Verhältnisse eines Körpersy- 
stems mit Freiheit zweiten Grades gewonnen. Es erscheint zweck- 
mässig, die gesammten Resultate noch einmal zusammenzufassen. 

„Eine kleine Lagenveränderung eines Systems starrer 
Körper ist immer darstellbar als eine Windung um eine 
Schraubenkette. Besitzt ein solches System Beweglich- 
keit um zwei Schraubenketten, so ist es noch um unend- 
lich viele Ketten beweglich, die alle aus jenen beiden 
ersten herleitbar sind. Das System hat dann Freiheit 
zweiten Grades. Irgend eine dritte hierher gehörige Kette 


www.rein.org.pl 


Kap. XXIII. Kinematische Theorie der Schraubenketten. 519 


wird gefunden durch Zusammensetzung einer Windung 
um die erste mit einer Windung um die zweite Kette. 
Wenn nun drei Ketten gefunden sind, um welche Be- 
weglichkeit des Körpersystems stattfindet, so ist jede 
weitere leicht rein geometrisch zu bestimmen. Bei Be- 
wegung um jede der drei vorhandenen Ketten erfährt 
jedes Element des Körpersystems eine Windung um eine 
Schraube. Die drei so einem jeden Elemente zugeordne- 
ten Schrauben sind cocylindroidal, sodass also genau 
ebensoviele dieser Cylindroide vorhanden sind, als das 
Körpersystem Elemente enthält. Es giebt also, wenn das 
System aus u Körpern besteht, u solcher Cylindroide, 
welche wir.als die primären bezeichnen. Nun liegt aber 
zwischen je zwei benachbarten Schrauben einer Kette 
eine dritte Schraube, die intermediäre, mit deren Hülfe 
das Verhältniss der Amplituden der Windungen um die 
beiden die intermediäreeinschliessenden primären Schrau- 
ben der Kette bestimmt wird. In jeder von drei Ketten, 
um die ein Körpersystem Beweglichkeit besitzt, liegt 
also zwischen je zwei homologen, d. h. in jeder Kette 
zu denselben Elementen gehörigen, primären Schrauben 
eine intermediäre. Diese drei homologen intermediären 
Schrauben sind ebenfalls eocylindroidal. Da die Anzahl 
der intermediären Schrauben einer Kette, um die ein u- 
elementiges Körpersystem beweglich ist, u—1 ist, so giebt 
es also u—1 intermediäre Cylindroide Um nun aus den 
drei bis jetzt vorliegenden Ketten eine weitere abzuleiten, 
um die das Körpersystem ebenfalls beweglich ist, ist es 
nur nöthig, auf irgend einem dreier 2u—1 Cylindroide, 
auf deren jedem also drei Schrauben bekannt sind, eine 
vierte beliebig anzunehmen. Die so erhaltenen vier 
Schrauben besitzen dann ein bestimmtes Doppelverhält- 
niss 4. Wenn wir nun auf jedem der übrigen 2u—2 
Cylindroiden zu den dort bekannten drei Schrauben 
eine vierte so construiren, dass das neue Quadrupel von 
Schrauben ebenfalls das Doppelverhältniss A besitzt, so 
constituirt die Gesammtheit der so erhaltenen 2u—1 
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Schrauben eine neue Kette der verlangten Art, nämlich 
u primäre und u—1 intermediäre Schrauben. Um alle 
in dieser Weise construirten Ketten wird das um die 
ursprünglich gegebenen zwei Ketten bewegliche System 
ebenfalls Beweglichkeit besitzen. Und wenn es nicht noch 
in anderer Weise zu construirende Ketten gleichen Cha- 
racters giebt, so besitzt das Körpersystem in der That 
nur Freiheit zweiten Grades.“ 


$T. 

Wenn ein System starrer Körper um drei Ketten beweglich 
ist, welche unabhängig von einander sind, also nicht in der im 
vorigen Paragraphen betrachteten Beziehung stehen, so ist es 
wiederum, um noch eine unendliche Anzahl von Ketten beweglich. 

Je drei homologe Schrauben, aus je einer der gegebenen drei 
Ketten eine, bestimmen ein Schraubensystem dritter Stufe. Wenn 
wir nun dem Körpersystem um jede drei gegebenen Ketten eine 
Windung ertheilen, so werden sich diese drei Windungen zusammen- 
setzen in eine vierte, die ebenfalls um eine Kette stattfindet. Jede 
Schraube dieser Kette gehört nun zu dem Schraubensystem dritter 
Stufe, welches bestimmt wird von den drei ihr homologen Schrauben 
der ursprünglich gegebenen drei Ketten. 

Dies ist für die primären Schrauben unmittelbar einleuchtend. 
Aber der entsprechende Nachweis für die intermediären Schrauben 
bietet auch keine Schwierigkeit. In der That, wenn aus den drei 
ursprünglich gegebenen Ketten eine vierte abgeleitet ist, so ist es 
immer möglich, vier Windungen um diese Ketten so zu bestimmen, 
dass sie einander neutralisiren. Betrachten wir dann das erste 
Element des Körpersystems, so erhält es vier Windungen (um 
vier Schrauben), die zusammen aequivalent Null sind. Ganz das- 
selbe gilt von dem zweiten Element des Systems. Diese acht 
Windungen müssen daher immer zusammen aequivalent Null sein. 
Sie redueiren sich aber auf vier Windungen, nämlich in jeder der 
vier Ketten auf eine Windung um die erste intermediäre Schraube. 
Da nun diese vier Windungen unter allen Umständen einander 
neutralisiren sollen, so müssen die Schrauben, um welche sie statt- 
finden, einem System dritter Stufe angehören. Wir haben also 
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hier zunächst vier Schraubenketten gefunden, so beschaffen, dass 
je vier homologe Glieder einem Schraubensystem dritter Stufe an- 
gehören. Und wenn das Körpersystem u-elementig ist, so haben wir 
wieder u primäre und «—1 intermediäre Schraubensysteme dritter 
Stufe. 

In jedem dieser 24 —1 Systeme haben wir ein Quadrupel 
von Schrauben gegeben, der Art, dass die Elemente irgend zweier 
solcher Quadrupel einander ein-eindeutig entsprechen. Es ist dem- 
nach leicht, zu jedem solcher Quadrupel von Schrauben in jedem 
der 24 —1 Systeme noch beliebig viele fünfte Schrauben zu con- 
struiren, wenn in einem dieser Systeme eine fünfte Schraube will- 
kürlich angenommen wird. 

Die Construction kann ausserordentlich einfach mit Hülfe der 
im vorigen Kapitel betrachteten graphischen Darstellung der 
Schraubensysteme dritter Stufe geführt werden. In dieser Dar- 
stellung wird, wie a. a. O. gezeigt, jedes System dritter Stufe ab- 
gebildet, in ein ebenes Punktsystem oder ein Punktfeld. Die ein- 
eindeutige Correlation zweier Punktfelder ist aber festgelegt, wenn 
zwei Quadrupel entsprechender Punkte, in jedem Felde eins, ge- 
geben sind. Sind nämlich im ersten Felde gegeben die vier Punkte 
a, b, c, d, denen im zweiten die vier Punkte «', b', c', d' ent- 
sprechen, so findet sich der einem Punkte æ entsprechende Punkt 
x' so. Man construire zu dem Strahlenbüschel a(bed.) des ersten 
Feldes den Büschel a'(b'c'd'a') im zweiten Felde auf Grund der, 
wegen der ein-eindeutigen Verwandtschaft beider Felder, bestehen- 


den Beziehung 
albeda) = a'(b'd'd'a"), 


und ganz analog den Büschel b'(c'æ'd'æ'), so dass 
b(acda) — bla c d'a) 


Der Schnittpunkt der Strahlen a's' und b'a' ist alsdann der ge- 
suchte Punkt «'. 

Man sieht, wie diese Construction unmittelbar zu verwenden 
ist zur Lösung des Problems, um welches es sich in diesen Para- 
graphen handelt. 

Wir können nun folgenden Satz aufstellen: 

„Wenn jedes Quintrupel homologer Glieder von fünf 
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\ 
Schraubenketten einem Schraubensystem dritter Stufe 
angehört, und wenn je zwei dieser Quintrupel in ein- 
eindeutiger Beziehung zu einander stehen, so wird ein 
System starrer Körper, welches um vier dieser Schrauben- 
ketten beweglich ist, auch in Bezug auf die fünfte Be- 
weglichkeit besitzen.“ 

In der That, sei e die fünfte Kette. Wenn die Schraube &, 
willkürlich gewählt wird auf dem durch «,, ĝi, y, definirten 
Schraubensystem dritter Stufe, (dem also auch d, angehört), dann 
kann eine Windung um & immer zerlegt werden in drei Windun- 
gen um &,, ,, y,- Mit Hülfe der intermediären Schrauben lassen sich 
aus diesen drei Windungen die Amplituden aller andern in den 
Ketten «œ, 8, y auftretenden Windungen bestimmen. Und wenn 
wir dann jedes Tripel homologer Windungen von «, ĝ, y zusammen- 
setzen, so wird die Reihe aller so erhaltenen Resultirenden die 
Kette & constituiren. Es ist also thatsächlich aus & unter den 
angegebenen Voraussetzungen die fünfte. Kette so zu bestimmen 
gewesen, dass das Körpersystem um sie Beweglichkeit besitzt. 
Dabei ist es offenbar irrelevant, dass wir die gegebene Schraube 
& mit dem Index 1 versahen, da jedes Glied der Kette & als erstes 
angesehen werden kann. 

Wäre die gegebene Schraube eine intermediäre etwa &, ge- 
wesen, so würde, wie im vorigen Paragraphen, sich zeigen lassen, 
dass aus &, im Allgemeinen ebenfalls die Kette € eindeutig zu 
bestimmen ist. Wenn es zwei Ketten <, &’' gäbe, zu deren jeder 
&, als intermediäre Schraube gehörte, so müssten wieder die beiden 
primären Schraubensysteme dritter Stufe, zu denen &, und &, ge- 
hören, ein Element gemein haben, was aber im Allgemeinen nicht 
der Fall ist. 

Wir haben also in dem in diesem Paragraphen Entwickelten 
die Mittel in der Hand, beliebige viele Schraubenketten zu con- 
struiren, um welche ein System starrer Körper Beweglichkeit be- 
sitzt, wenn es um drei von einander unabhängige Ketten beweg- 
lich ist. Wenn es nun unmöglich ist, noch andere Schrauben- 
ketten anzugeben, um die das System beweglich ist, ohne dass sie 
durch obige Construction erlangt wären, so besitzt das Körper- 
system Freiheit dritter Stufe. 
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Im Uebrigen ist auf Grund der allgemeinen Untersuchungen 
im Kapitel XIX leicht einzusehen, dass, wenn irgend eine Schraube 
einer der hier vorkommenden Ketten ein Cylindroid beschreibt alle 
anderen Glieder dieser Kette, primäre sowie intermediäre, eben- 
falls solche Flächen beschreiben. 


§ 8. 
In ganz analoger Weise gelangen wir zu einem System starrer 
Körper mit Freiheit vierten Grades, wenn wir ein solches System 


betrachten, welches um vier von einander unabhängige — also 
nicht in der Beziehung des § 7 stehende — Ketten beweglich ist. 


Die homologen Schrauben in diesen vier Ketten erzeugen Schrau- 
bensysteme vierter Stufe. Alle diese u primären und p—1 inter- 
mediären Systeme sind einander projeetiv. Danach ist die Auf- 
findung weiterer Ketten einfach, um welche das um die vier ur- 
sprünglich gegebenen Ketten Beweglichkeit besitzt. Die Construc- 
tion kann mit Hülfe der Abbildung des Schraubensystems vierter 
Stufe auf ein räumliches Punktsystem ausgeführt werden. Es grün- 
det sich dies darauf, dass sowohl die Schraube eines Systems vierter 
Stufe, als auch der Punkt im Raume durch vier homogene Coor- 
dinaten bestimmt wird. Wenn von zwei projeetiven räumlichen 
Punktsystemen fünf Paare entsprechender Elemente gegeben sind, 
so lässt sich zu jedem sechsten Elemente des einen das entspre- 
chende des anderen linear construiren. Dies gilt nun auch in 
sinngemässer Uebertragung für zwei Schraubensysteme vierter Stufe, 
die einander projectiv sind. Aus den ursprünglich gegebenen vier 
Schraubenketten wird man durch beliebige Composition von vier 
Windungen zunächst eine fünfte Kette ableiten, die dann in allen 
ihren Theilen ja auch vollkommen bestimmt ist. Damit sind aber 
auch in jedem der vorhandenen Schraubensysteme vierter Stufe 
fünf Elemente gegeben, die einander, von System zu System, ein- 
eindeutig entsprechen. Wird dann in irgend einem dieser Systeme 
ein sechstes Element angenommen, so sind alle diesem homologen 
Elemente der anderen Systeme, also eine sechste Kette, nach obi- 
gem zu construiren. | 

Wenn zu den ursprünglich gegebenen vier Ketten «œ, ß, y, ô 
nicht eine primäre, sondern eine intermediäre Schraube &,, der 
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fünften Kette € hinzugenommen wird, so ist durch diese &,, die 
Kette € auch vollkommen bestimmt, ganz ebenso, wie dies in den 
vorher betrachteten Fällen stattfand. Den Beweis wollen wir hier 
in einer etwas anderen Form als früher führen, die übrigens auch 
auf die niedrigeren Freiheitsgrade anwendbar ist, wie man sehen 
wird. Wir können nämlich offenbar eine Windung um &,, immer 
zerlegen in Componenten um @&, 5, Piss Yıas Ôa- Die erste dieser 
Componenten ist dann wieder zerlegbar in Bezug auf «,, «,; die 
zweite in Bezug auf ß,, , u. s. w. Die so gewonnenen Windun- 
gen um &,, f, y, ô, setzen sich aber zusammen in eine einzige 
um eine Schraube &,, die um @,, ß,, Ya, Ò, in eine solche um e&,. 
Und diese Schrauben &,, &, sind diejenigen Glieder der Kette e, 
zu denen &,, als intermediäres Glied gehört. Ganz dieselbe Ueber- 
legung führt aber zur Kenntniss von &, &, wenn &; gegeben ist. 

Auch hier bemerken wir wieder auf Grund der Untersuchun- 
gen des Kapitel XIX, dass, wenn irgend ein Glied einer der hier 
betrachteten Ketten einem System 2'° bezw. 5'* Stufe, die in dem 
betr. System 4" Stufe als Theilsysteme enthalten sind, angehört, 
jedes andere Glied derselben Kette einem gleichstufigen Theilsystem 
angehört. 

Ein System starrer Körper, welches nur um Ketten beweglich 
ist von der in diesem Paragraphen festgestellten Natur ist nun ein 
solches, von dem wir sagen, es besitze Freiheit vierten Grades. 


J. 


ur 


Wenn ein System starrer Körper Beweglichkeit besitzt um 
fünf von einander unabhängige Schraubenketten, die also so be- 
schaffen sind, dass keine derselben zu erlangen ist durch Compo- 
sition von Windungen um die vier anderen, so wird man, ganz 
analog wie in den vorhergehenden Paragraphen, zunächst eine 
sechste Schraubenkette finden können, um welche das Körpersy- 
stem ebenfalls beweglich ist. Alle die jetzt auftretenden sechsglie- 
drigen Gruppen homologer Schrauben stehen wieder in ein-eindeu- 
tiger Beziehung zu einander. Jede dieser Gruppen gehört nun 
einem Schraubensystem fünfter Stufe an. Wenn dann in irgend 
einer dieser Gruppen eine siebente Schraube beliebig angenommen 
wird, dann sind die entsprechenden Elemente in allen homologen 
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Gruppen eindeutig bestimmt. Es lassen sich somit aus den fünf 
ursprünglich gegebenen Ketten beliebig viele andere herleiten. Ein 
Körpersystem, welches nur um’die so erlangten Ketten, und um 
keine anderen, beweglich ist, besitzt Freiheit fünften Grades. Für 
die Freiheit vierten Grades lässt sich nun allerdings eine den vo- 
rigen analoge Abbildungsmethode nicht in Anwendung bringen, 
wenn man nicht von der vierfachen Mannigfaltigkeit der Gesammt- 
heit aller Geraden des Raumes Gebrauch machen will. Indessen 
liegt hier auch kein Bedürfniss zu einer Methode dieser Art vor, 
da die Construction am Objecte selber in sehr einfacher Weise er- 
folgen kann. Das Schraubensystem fünfter Stufe, bezw. das System 
seiner Träger, ist ein Strahlencomplex yom ersten Grade. Das 
geometrische Problem, um welches es sich also hier allein handelt, 
ist dasjenige, zwei projective Strahlencomplexe ersten Grades zu 
construiren aus sechs Paaren entsprechender Strahlen; eine Auf- 
gabe, die sich den bisher behandelten organisch anschliesst. 

Die Untersuchung kann hier aber auch in ganz directem 
Anschluss an Kapitel XIX analytisch durchgeführt werden. Wir 
. haben es hier mit projectiven Systemen fünfter Stufe zu thun. Sei 
dann diejenige Schraube des zweiten dieser Systeme, welche der 
Schraube 2 des ersten Systems entspricht. Die Beziehung zwischen 
beiden Schrauben ist dann in folgendem Gleichungssystem enthalten 

p, = 1, +U9I,+1I)+1HI, +53, 

p, = (21)9,+(22)9,+(23)9,+(249,+(25)9, 

9, = (81), +82) 9, + (83) + 84) I, +685); 

P, = (41) + (42) 9, + (43) 9 + (44), +45)9; 

p, = 51)9, + (52), + (53)9, + (54) 9, +55) 9;, 
wobei noch zu bemerken ist, dass das Fundamentalsystem, auf 
welches 9 bezogen wird, ganz willkürlich ist, also kein coreci- 
prokes, d. i. kein Fundamentalsystem im engeren Sinne zu sein 
braucht. 

Die 25 Coefficienten dieser Verwandtschaftsgleichungen sind 
nun noch zu bestimmen. Nachdem sie bekannt geworden sein 
werden, lässt sich dann mit Hülfe obiger Gleichungen zu jeder 
Schraube 9 des einen Systems die entsprechende Schraube y des 
andern angeben. 


www.rcin.org.pl 


526 Mechanik der Körpersysteme. 


Ein jedes Paar entsprechender Schrauben 9, œ giebt nun zu- 
nächst fünf Bestimmungsgleichungen für die Coefficienten (A). In- 
dessen sind nur die vier Verhältnisse dieser Gleichungen zu einer 
unter ihnen zu benutzen, da es nur auf diese ankommt, weil so- 
wohl jede g-Coordinate, wie jede Y-Coordinate eine willkürliche 
Constante als Factor enthalten kann. Sind demnach 6 Paare ent- 
sprechender Schrauben gegeben, so wird durch diese die Verwandt- 
schaft der Schrauben o zu den Schrauben 3 vollkommen bestimmt 
sein. Denn die alsdann bestehenden 24 Gleichungen bestimmen 
die Verhältnisse der 25 Coefficienten (ik) vollkommen. Und auf 
diese allein kommt es an. Denn ein etwaiger gemeinsamer Factor 
aller (ik) ändert die Verhältnisse der -Coordinaten zu einander 
nicht. Ist auf diese Weise die Verwandtschaft der beiden Schrau- 
bensysteme vollkommen bestimmt, so wird es nun wieder möglich 
sein, zu jeder in einem der Systeme gegebenen siebenten Schraube 
die entsprechende im andern zu bestimmen. In ganz analoger 
Weise wird man dann die Beziehungen zwischen je zwei anderen 
der 2u—1 Systeme fünfter Stufe festlegen und somit überhaupt 
alle Schraubenketten construiren können, um welche ein System 
starrer Körper beweglich ist, wenn es nur die fünf ursprünglich 
gegebenen Beweglichkeit besitzt. 


$ 10. 


Wenn wir beachten, dass eine Schraubenkette auch in kine- 
matischer Beziehung vollkommen bestimmt ist, wenn die Ampli- 
tude der Windung um das erste Element der Kette gegeben ist, 
so werden wir ganz naturgemäss dazu geführt, an die Stelle der 
bisher nach Kap. XIX behandelten rein geometrischen Correspon- 
denz zwischen Schraubensystemen eine kinematische Correspondenz 
zwischen den zugehörigen Windungssystemen zu setzen. 

Es wird diese Verwandtschaft sich also so gestalten, dass einer 
Windung um eine Schraube eines Systems n'“ Stufe eine Windung 
um eine Schraube eines anderen Systems n‘“ Stufe entspricht, und 
umgekehrt. 

Es wird für diese Correspondenz dann in erster Linie der Satz 
gelten, dass, wenn eine beliebige Anzahl von Windungen des einen 
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Systems zusammen äquivalent Null sind, auch die entsprechenden 
Windungen des anderen Systems sich neutralisiren. 

In der That, nehmen wir in jedem der beiden Systeme n 
Coordinatenschrauben an, und sei 9 eine Windung des einen, œ 
die entsprechende des andern Systems. Dann wird 9 sich zerlegen 
lassen in die n Componenten 9, 9,, ..., Pnz und es werden die 
analogen n Componenten von ø mit jenen durch Gleichungen von 
der Form verbunden sein 


Pe 11)I+(129)9,+-+(1n)9, 
HR (21)9,+(22)9,+:--+(2n) Dn, 


pn = (n1)I,+(n2)9, + -+(nn)9,. 
Wenn nun in dem -System die Windungen 90V, 99, ..., I 
sich neutralisiren, so hat man 
k 


k k : 
PR 1027 on FP N S 
1 1 


1 


wo die Summationen sich auf den oberen Index A beziehen. Man 
sieht aber sofort, dass dann auch die entsprechenden Gleichungen 


gelten 
k A k k 
Zy el, RE Zy” S h zu = 0, 


wo natürlich auch nach dem Index A summirt ist. Der angeführte 
Satz ist somit bewiesen. 

Die Verwandtschaftsgleichungen zwischen dem -System und 
dem -System enthalten n” Coefficienten (ik), die sich durch die 
n” linearen Gleichungen bestimmen, welche man erhält, wenn die 
speciellen Werthe der Componenten von n Paaren entsprechender 
Windungen 9, 2 in die Verwandtschaftsgleichungen eingeführt 
werden. Es ist nämlich offenbar, dass zur Feststellung einer sol- 
chen kinematischen Correspondenz in der That n Paare entspre- 
chender Elemente der beiden Systeme hinreichen. Denn hier 
kommen die Grössen y, und 9, selber, und nicht nur ihre Ver- 
hältnisse in Betracht. Diese Grössen sind bekanntlich die Schrau- 
beneoordinaten multiplieirt mit den resp. Amplituden der Win- 
dungen um o und #9. 
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Die Zahl der zur Festlegung der ein-eindeutigen Beziehung 
zweier Systeme n'" Stufe ist also um eine Einheit kleiner, wenn 
die Systeme als Windungssysteme aufgefasst, als wenn sie rein 
geometrisch als Schraubensysteme betrachtet werden. 

Die weitere Behandlung der Construction zweier solcher Sy- 
steme wird dann allerdings auch einen kinematischen Character 
haben müssen; was aber für die Theorie der höheren Freiheits- 
grade eine wesentliche Vereinfachung der Untersuchung mit sich 
bringt. 

So wollen wir die Theorie der Freiheit fünften Grades noch 
einmal von dem jetzt gewonnenen Standpunkte aus betrachten. 
Die projeetiven Systeme fünfter Stufe betrachten wir jetzt als 
Windungssysteme. Die Beziehung zweier solchen Systeme ist nach 
obigem bestimmt durch fünf Paare entsprechender Windungen. Um 
nun zu einer gegebenen Windung A des ersten Systems die ent- 
sprechende X des zweiten zu construiren, verfahren wir so. Wir 
zerlegen die Windung A in fünf Componenten in Beziehung auf 
die fünf Schrauben der gegebenen Windungen des ersten Systems. 
Dies ist bei Freiheit fünften Grades immer in eindeutiger Weise 
möglich. Wir erhalten so im ersten System fünf Windungen. 
Diesen entsprechen im zweiten System in eindeutiger Weise fünf 
andere Windungen. Und deren Resultante wird die gesuchte Win- 
dung X sein. 


$11. 


In der Theorie der Freiheit sechsten Grades werden wir zu- 
nächst auf sechs von einander unabhängige Schraubenketten ge- 
führt werden, um welche das Körpersystem Beweglichkeit besitzt. 
Homologe Elemente dieser Ketten werden projective Systeme sech- 
ster Stufe bilden. Das System sechster Stufe ist aber die Ge- 
sammtheit aller Schrauben des Raumes. Die Projectivität, um 
welche es sich hier handelt, ist also diejenige, welche in den bei- 
den ersten Paragraphen von Kapitel XIX behandelt wurde. Wenn 
irgend zwei siebengliedrige Gruppen homologer Schrauben gegeben 
sind, so kann hier zu jeder beliebigen achten Schraube, die man 
einer der Gruppen hinzufügt, die entsprechende für die andere 
Gruppe construirt werden. Solche siebengliedrige Gruppen sind 
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leicht zu erlangen, wenn man bedenkt, dass jede Windung sich 
zerlegen lässt nach sechs beliebigen Schrauben. Hiernach wird 
man immer durch Composition von sechs Windungen um die ur- 
sprünglich gegebenen Ketten eine siebente Kette herleiten können, 
wodurch dann die siebengliedrigen homologen Gruppen erhalten sind. 

Die Beweglichkeit eines Körpersystems mit Freiheit sechster 
Stufe hat nun den Character, dass jedem Element des Systems 
eine Windung um jede Schraube des Raumes zwar möglich ist, 
dass aber, sobald für ein Element eine solche Schraube gegeben 
ist, die Schrauben, um welche die anderen Elemente des Systems 
sich bewegen, eindeutig gegeben sind. 

Es wird übrigens klar sein, dass bei der Betrachtung von 
Windungscorrespondenzen diejenige der intermediären Schrauben 
ausfällt. In der That waren diese letzteren ja auch nur zu dem 
Zwecke eingeführt worden, die kinematische Natur der früheren 
Untersuchungen aufrecht zu erhalten, die im Uebrigen mit dem 
rein geometrischen Instrumente der projeetiven Schraubensysteme 
geführt wurden. 


$ 12. 


Wenden wir uns nun zur Betrachtung eines Systems starrer 
Körper mit Freiheit siebenten Grades, so springen uns bemerkens- 
werthe Unterschiede gegen die Untersuchungen der vorhergehenden 
Paragraphen in die Augen. In der That, nachdem einmal der 
Begriff der Schraubenkette in seinem ganzen kinematischen Um- 
fange festgestellt war, konnte die Theorie der ersten sechs Frei- 
heitsgrade durch einfache analoge Uebertragung der Ergebnisse er- 
langt werden, die sich für den Einzelkörper gefunden hatten. 

Ein gleich einfaches Verfahren wird nun hier und im Folgen- 
den nicht mehr möglich sein, da es für die höheren Freiheitsgrade 
kein Analogon giebt in der Theorie des Einzelkörpers, insofern als 
ein solcher nie mehr als sechs Freiheitsgrade besitzt. 

Nehmen wir also an, es seien für ein System starrer Körper 
sieben Ketten der Art gefunden, dass keine einzige derselben aus den 
sechs übrigen durch Composition entsprechender Windungen abge- 
leitet werden kann. Das Körpersystem wird dann Freiheit siebenten 
Grades besitzen, wenn auch nicht eine weitere Kette existirt, die 
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von diesen sieben gegebenen unabhängig ist. Wir wollen nun zu- 
sehen, welchen Character das ganze System von Ketten besitzt, 
welches aus den gegebenen sieben Ketten sich ableiten lässt. 

Die sieben Ketten, um welche Beweglichkeit des Körpersystems 
vorhanden ist, bezeichnen wir mit a, ß, y, d, &,{, n. Um nun 
zu einer achten Kette zu gelangen, um welche das Körpersystem 
ebenfalls Windungen ausführen kann, verfahren wir so. Wir neh- 
men eine Schraube $, ganz beliebig an. Eine Windung um diese 
wird sich immer nach irgend sechs der sieben Schrauben «, ..., 
n, zerlegen lassen; also z. B. nach «,, ß,, Yi, 9, &, &- Denn eine 
Windung um eine Schraube besitzt ja stets Componenten in Bezug 
auf irgend welche sechs von einander unabhängige Schrauben. Die 
so erhaltenen Windungen um @,, f, yi, Ô, &, É, bestimmen nun 
nach dem in diesem Kapitel eingeführten Fundamentalbegriffe — 
eventuell mit Hülfe intermediärer Schrauben — die sechs Win- 
dungen um die Ketten «, $, y, ð, €, &. Damit sind dann auch 
die Schrauben «,, B4, Ya, d,, &,, & und die Windungen um diese 
bestimmt. Componiren wir wieder die letzterwähnten sechs Win- 
dungen, so wird hierdurch die Schraube $, und die zugehörige 
Windung bestimmt. Es ist also so ein zweites Glied der Kette 
erhalten, deren erstes die Schraube 9, ist. Und es ist offenbar, 
dass in ganz analoger Weise die ferneren Glieder $,, ..., n zu 
finden sind. Wir haben also auf diese Weise, von der beliebig 
angenommenen Schraube 3, ausgehend, eine Kette 9 erlangt, um 
welche das Körpersystem jedenfalls Beweglichkeit besitzt. 

Indessen ist diese neue Kette > offenbar nicht eindeutig be- 
stimmt durch ihr erstes Element. Denn wir können die Windung 
um 2, auch noch in Componenten um irgend welche anderen sechs 
der sieben gegebenen Schrauben zerlegen; etwa nach den Schrauben 
Bis Yis O1 £s © Me Dann werden wir, analog wie oben verfah- 
rend, zwar auch wieder eine Kette erlangen, um welche das Kör- 
persystem beweglich ist. Das erste Glied dieser Kette wird zwar 
wieder 3, sein, aber die ferneren Glieder werden nicht mit 9,, 
J, etc. zusammenfallen. Wenn nun 9, und die zugehörige Win- 
dungsamplitude, sowie auch die zu der Componente um «, gehö- 
rige Amplitude gegeben ist, so werden zwar 3,, 3, u. s. w. immer 
bestimmt sein. Aber es leuchtet ein, dass diese Schrauben nur 
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als Elemente einfacher Mannigfaltigkeiten bestimmt sind. Diese 
einfachen Mannigfaltigkeiten von Raumgeraden sind Regelflächen. 
Es ist also, wenn 9, gegeben ist, 9, nur als Erzeugende einer 
solchen Fläche, nicht als Individuum, bestimmt. Ebenso wird 9, 
auf einer solchen Fläche liegen; und dasselbe gilt von den anderen 
Gliedern der Kette 2. 

Es lässt sich nun zeigen, dass alle diese Regelflächen Cylin- 
droide sind. In der That, wir können um 3, drei Windungen so 
annehmen, dass die algebraische Summe ihrer Amplituden Null 
ist, dass diese Windungen sich also neutralisiren. Die erste der- 
selben zerlegen wir nach @,, i, Yis Ô &, 9; die zweite nach «, 
Bis Jood &, 7, und endlich die dritte nach «, Bis 4; I, &u &- 
Wir können dann bezüglich der drei Windungen um 2, noch die 
weitere Annahme machen, dass die beiden Componenten um n, 
zusammen verschwinden. Dann ist aber erforderlich, dass auch 
die Componenten um die übrigen sechs Schrauben «@, ..., &, ver- 
schwinden, denn anders ist es nicht möglich, dass ihre Resultante 
Null sei, was doch nothwendig ist. Da somit die Amplituden auf 
den Fundamentalketten verschwinden, so wird das gleiche auch 
bei den abgeleiteten Ketten stattfinden. Nun haben wir aber, ent- 
sprechend den drei um 2, angenommenen Windungen auch drei 
verschiedene Elemente 9,. Die Windungen um diese drei 9, sind 
nach dem eben Gesagten zusammen äquivalent Null, woraus folgt, 
dass die drei Individuen 9, cocylindroidal sind. Dasselbe gilt dann 
auch für 9,, ..., 9. 

Wenn also ein Körpersystem Beweglichkeit um sieben von 
einander unabhängige Ketten besitzt, so kann bei Construction einer 
neuen Kette, für die das gleiche gelten soll, nicht nur das erste 
Glied ganz willkürlich, sondern auch das zweite als irgend eine 
Erzeugende eines gewissen Cylindroids ausgewählt werden. Dann 
ist aber die Gesammtheit aller andern Glieder der Kette eindeutig 
bestimmt und nach früherem leicht zu construiren. 


$ 13. 


Aus dem Beispiel des vorigen Paragraphen ist genugsam zu 
ersehen, wie, zu Freiheitsgraden höherer Ordnung übergehend, zu 
verfahren sein wird. Wir beschränken uns darauf, einige Resul- 
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tate kurz anzugeben, deren Beweis nach dem Obigen leicht zu er- 
gänzen ist. 

Ist ein System starrer Körper um acht von einander unab- 
hängige Ketten beweglich, so ist bei Construction einer neuen, den 
kinematischen Bedingungen ebenfalls genügenden, Kette deren erstes 
Glied ganz willkürlich wählbar, während das zweite nur als Ele- 
ment einer zweifachen Mannigfaltigkeit, eines Schraubensystems 
dritter Stufe, nicht als Individuum, bestimmt ist. Analoges gilt 
dann für die ferneren u—?2 Glieder der Kette. 

Bei der Freiheit zwölften Grades sind bei Construction irgend 
einer neuen, dreizehnten, Kette deren beide ersten Glieder will- 
kürlich wählbar. Die ganze übrige Kette ist aber dann bestimmt. 

Besitzt das Körpersystem Freiheit dreizehnten Grades, ist es 
also um dreizehn von einander unabhängige Ketten beweglich, so 
sind bei Construction einer vierzehnten Kette deren beide ersten 
Glieder willkürlich zu wählen, während das dritte nur als Erzeu- 
gende eines gewissen Cylindroids bestimmt ist. 

Allgemein lässt sich folgendes einsehen: 

Besitzt ein System starrer Körper Beweglichkeit um 6k+i 
von einander unabhängige Schraubenketten, so können bei Con- 
struction jeder neuen Kette, um welche das System ebenfalls be- 
weglich ist, deren % erste Glieder ganz willkürlich angenommen 
werden, während das (k+1)'" dann, zwar nicht individuell, aber 
als Element eines Schraubensystems (@-+1)'" Stufe bestimmt ist. 
Die fernere Construction der neuen Kette ist dann nach Früherem 
zu erledigen. 

Dabei sind die Zahlen i, k kleiner als 6 gedacht. 

Der Satz gilt aber auch, wenn ¿i = 6, k—=6, oder die An- 
zahl der ursprünglich gegebenen Ketten eine Zahl von der Form 
6m ist. Diese Form entspricht der früheren, wenn in jener ¿== 0 
gesetzt wird. Dann ist also nach Obigem eine neue Kette be- 
stimmt durch willkürliche Annahme von m ersten Gliedern und 
Auswahl des (m+-1)'® Gliedes aus einem Schraubensystem (@+1)'" 
d. i. erster Stufe. Das heisst aber mit andern Worten: 

Ist ein System starrer Körper um 6m unabhängige Ketten 
beweglich, so ist die (6m+-1)' Kette bestimmt, wenn ihre m ersten 
Glieder willkürlich angenommen werden. 
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Einen besonderen Fall dieses allgemeinen Satzes hatten wir 
bei der Freiheit zwölften Grades gefunden. 

Aus dem allgemeinen, für die Form 6% des Freiheitsgrades 
gegebenen, Satze lässt sich noch insbesondere ableiten: 

Besitzt ein w-elementiges System starrer Körper Freiheit 
(Gu—1)" Grades, so lässt sich zu den ursprünglich gegebenen 
Ketten eine neue Kette immer so construiren, dass alle Glieder 
derselben willkürlich ausgewählt werden, bis auf eines, welches 
einer gegebenen Schraube reciprok sein muss. 


Kapitel XXIV. 
Dynamische und kinetische Theorie der Schraubenketten. 


81. 

Wenn an einem System starrer Körper von der Art, wie es im 
$ 1 des vorigen Kapitels beschrieben wurde, beliebig viele, beliebig 
im Raume vertheilte Kräfte angreifen, so wird die Gesammtheit 
der an je einem der Elemente des Körpersystemes wirkenden Kräfte 
immer eine Dyname auf einer Schraube constituiren. 

Erinnern wir uns nun des vollständigen Entsprechens zwischen 
Windungen und Dynamen, so lässt sich ohne Wiederholung der 
eingehenden Betrachtungen des vorigen Kapitels sofort sagen: 

Ein Kräftesystem, welches auf ein beliebiges System 
starrer Körper wirkt, lässt sich immer in der Normal- 
form einer Dyname auf einer Schraubenkette darstellen. 

Die Dyname auf einer Kette ist bestimmt, wenn die sämmt- 
lichen u Glieder der Schraubenkette und die Intensität der auf 
dem ersten Glied der Kette wirkenden Dyname gegeben ist. 

Die intermediären Schrauben fungiren hier in ganz analoger 
Weise wie bei den kinematischen Betrachtungen des vorigen Ka- 
pitels. Mit ihrer Hülfe werden hier die Intensitäten der auf den 
einzelnen Gliedern der Kette wirkenden Dynamen bestimmt, so 
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wie sie dort zur Bestimmung der Amplituden der einzelnen Win- 
dungen dienten. 

Es wird somit einem jeden kinematischen Ergebniss aus Ka- 
pitel XXIII ein dynamisches, speciell statisches hier entsprechen. 
Die einzelnen Sätze sind sofort zu übertragen, wenn wir Dyname 
statt Windung und Intensität statt Amplitude setzen. 


8.2. 

Von grosser Wichtigkeit ist es, dass der Begriff der Recipro- 
eität von Schrauben auch auf Schraubenketten ausgedehnt werden 
kann. 

Es lässt sich in der That folgender Satz aufstellen: 

„Sind «a, $ zwei u-gliedrige Schraubenketten, ent- 
sprechend einem w-elementigen System starrer Körper, 
so wird, wenn eine Dyname auf keine Arbeit leistet in 
Bezug auf eine Windung um $, auch umgekehrt eine Dy- 
name auf ĝ keine Arbeit leisten in Bezug auf eine Win- 
dung um g.“ 

Den Begriff der Arbeit einer Dyname auf einer Kette in Be- 
zug auf eine Windung um eine Kette definiren wir als die Summe 
der Arbeiten, welche an den einzelnen Elementen des bewegten 
Körpersystems geleistet werden. Diese Summe wird sich also zu- 
sammensetzen hier aus der Arbeit der ersten auf œ wirkenden, also 
auf der Schraube «,, wirkenden Dyname in Bezug auf die erste 
um f, also um die Schraube ß,, stattfindenden Windung; und der 
Arbeit der Dyname auf œ, in Bezug auf die Windung um ß,, ete. 
Der arithmetische Ausdruck dieser Arbeit wird also unter Anwen- 
dung der bekannten Bezeichnung des virtuellen Coefficienten zweier 
Schrauben die Form haben 


Aa, p = 2a, P Oa, p, +20, By Dan p +" "+20 80,6; +" 


+2a,ß, Dan fy’ 
wo auch für die Intensitäten der Dynamen und die Amplituden 
der Windungen die gebräuchlichen Bezeichnungen beibehalten sind. 

Ist also «;' die Intensität der auf der Schraube «; wirkenden 
Dyname, ĝ; die Amplitude der um die Schraube ĝ; stattfindenden 


Windungen; analog «; die Amplitude der um «; stattfindenden 
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Windung, $; die Intensität der auf 8; wirkenden Dyname, so ist 
offenbar 


127 
u 


wer er en aut 
1 2 i u 


1 2 i 
BL: = p: B! = o = BL B! = o = B i B, 

denn da ja die Gesetze für die Zusammensetzung von Windungen 
und Dynamen dieselben sind, so werden die intermediären Schrau- 
ben jedenfalls für zwei consecutive Amplituden das gleiche Ver- 
hältniss ergeben, wie für zwei consecutive Intensitäten. Aus den 
durch diese Bemerkung unmittelbar erhaltenen Verhältnissglei- 
chungen ergeben sich dann die obigen sofort. Aus diesen ergiebt 
sich nun, wenn ọ und ø zwei Constanten sind, dass allgemein 


a = ou 

8; = opt. 
Wir hatten nun die Arbeit der Dyname auf œ in Bezug auf die 
Windung um 8 durch A, a bezeichnet. Es wird daher die Arbeit 
der Dyname auf 8 in Bezug auf die Windung um « bezeichnet 
werden müssen durch As... Dann ist aber nach den zuletzt er- 
haltenen Relationen 


ep = 00A,;5 = 0,4; 5 


wo ec eine constante Zahl bedeutet. Daraus ergiebt sich sofort, 
dass die beiden Grössen Aa p und Az. gleichzeitig verschwinden 
müssen, wodurch der an die Spitze dieses Paragraphen gestellte 
Satz bewiesen ist. 

Die Beziehung der Ketten œ, 8 zu einander ist also ganz ana- 
log derjenigen zweier reciproken Schrauben. Wir nennen daher 
auch zwei solche Ketten «, 8 geradezu reciproke Ketten. 


83. 

Aus der Definition der Schraubenkette folgt, dass wir in der 
Theorie der Körpersysteme Sätze finden müssen, welche zu solchen 
aus der Theorie des Einzelkörpers analog sein müssen. So ist 
namentlich sofort die Richtigkeit des folgenden Theorems einleuch- 
tend: 

„Eine Kette, welche reciprok ist zu zweien anderen 
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Ketten, istreciprok zu jeder dritten aus jenen beiden ab- 
leitbaren Kette.“ 

Da ferner eine Schraubenkette durch 64 —1 Daten bestimmt 
ist, so ist klar, dass jedenfalls eine endliche Anzahl von Ketten 
vorhanden sein muss, die reciprok sind zu 6u—1 gegebenen Ketten. 
Man sieht leicht ein, dass diese Zahl die Einheit ist. In der That, 
wenn in der Gleichung 

A, 0 
des vorigen Paragraphen die Kette 8 gegeben, die Kette œ aber 
variabel ist, so enthält diese Gleichung 6u homogene Variabeln in 
linearer Weise. Wenn wir die Coordinaten der Schraube «; der 
Kette œ bezeichnen durch 


Qia 3 i2 o] dis 5 Qi o] @i5 ? Qis , 


und setzen 
[7 (A y u 
Qi Qik — Aik, =1,2, 6 
so wird die Gleichung 
Aza 0 
die Form haben 
i=1,2,..., M 
Zei; = 0, TEE AT 


also eine lineare Gleichung für die 64—1 Verhältnisse der 6u 
Variabeln a; sein. Daraus folgt nun ohne weiteres, dass diese 
Grössen az, bezw. ihre Verhältnisse eindeutig bestimmt sind, 
wenn 6u—1 solcher Gleichungen vorhanden, d. h. wenn 6u—1 
Ketten 8 gegeben sind. 

„Es giebt immer eine eindeutig bestimmte Schrau- 
benkette, die reciprok ist zu 6u—1 gegebenen Schrau- 
benketten.“ 

Wie man sieht, ist dieser Satz die Verallgemeinerung des- 
jenigen, wonach zu fünf Schrauben immer eine eindeutig bestimmte 
gemeinsame Reciproke gehört. 


§ 4. 
Auch der Begriff der Schraubencoordinaten lässt sich zu dem- 
jenigen von Kettencoordinaten erweitern. Denn es besteht der leicht 
zu beweisende Satz: 
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„Es ist stets möglich, die Amplituden von 6u-+1 Win- 
dungen um 6u+1 gegebene Schraubenketten so zu be- 
stimmen, dass, wenn diese Windungen einem System 
starrer Körper ertheilt werden, dasselbe nach der letzten 
Windung wieder die 3 einnimmt, die es vor der ersten 
Windung besass.“ 

Zum Beweise theilen wir die ganze Reihe der gegebenen 6u—+1 
Ketten in zwei Gruppen, deren erste aus irgend zwei beliebigen, 
a und f, der gegebenen Ketten besteht, während die andere Gruppe 
6u—1 Ketten enthält. Da nun die sämmtlichen 6u+1 Win- 
dungen zusammen äquivalent Null sein sollen, so muss die Arbeit 
irgend einer Dyname in Bezug auf sie Null sein. Als diese be- 
liebige Dyname wählen wir diejenige, welche auf jener nach $ 3 
eindeutig bestimmten Kette $ wirkt, welche reciprok ist zu der 
zweiten Gruppe von 6u—1 Ketten. Auf Grund dieser Reeiprocität 
ist nun die Arbeit der Dyname auf 9 in Bezug auf 6u—1 Win- 
dungen schon Null. Es muss also auch noch die Arbeit dieser 
Dyname in Bezug auf die Windungen um «a, 8 verschwinden. 
Diese Windungen setzen sich aber zusammen in eine einzige um 
eine Schraube y, welche dem aus «œ, 8 ableitbaren System (e, 8) 
angehört. Damit die Arbeit 


A3,y — 0, 


ist nothwendig, dass y reciprok zu 9. Aber es kann in der ein- 
fach unendlichen Reihe von Ketten, welche das System («, 8) bil- 
den, offenbar nur eine einzige geben, welche zu einer beliebig 
gegebenen Kette 9 reciprok ist. Wenn zwei Ketten dieser Eigen- 
schaft in dem System («, $) vorhanden wären, so würde nach der 
Bemerkung zu Anfang des vorigen Paragraphen das ganze System 
reciprok sein zu #4. 

Wenn also die 64-1 gegebenen Windungen sich neutrali- 
siren, so werden zwei beliebig aus deren Gesammtheit herausge- 
griffene sich zusammensetzen in eine einzige um eine Schraube y, 
die durch die übrigen 6u—1 Ketten bestimmt ist, wie wir gesehen 
haben. Damit ist aber das Amplitudenverhältniss dieser beiden 
Windungen bestimmt. Denn wir brauchen nur irgend ein Cylin- 
droid zu nehmen, welches drei homologe Schrauben der Ketten «, 
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ß, y enthält, so ist das Sinusverhältniss der beiden Winkel, in 
welche y den Winkel zwischen œ, $ theilt, gleich dem in Rede 
stehenden Amplitudenverhältniss. An Stelle von «, 8 können wir 
nun der Reihe nach je zwei andere der 6«-+-1 Ketten treten lassen, 
und kommen dann durch analoges Verfahren zur Kenntniss aller 
Amplitudenverhältnisse. Damit ist dann in der That der vorge- 
legte Satz bewiesen. 

Jede dieser 64-1 einander neutralisirenden Windungen kann 
nun als Resultante der übrigen 64 betrachtet werden, wenn wir 
noch den Sinn ihrer Amplitude umkehren. Denn es wird alsdann 
die eine Windung das Körpersystem offenbar in dieselbe Position 
überführen, wie sie durch die gemeinschaftliche Ausführung der 
andern 64 Windungen erreicht wird. 

Die Amplituden der letzteren 6u Windungen nennen wir dann, 
wie in der Theorie des Einzelkörpers die Componenten oder Coor- 
dinaten der sie ersetzenden einen Windung. 

Und es ist nun auch umgekehrt klar, dass wir jede Windung 
um eine Kette nach 6u beliebigen Ketten zerlegen können. Das 
gleiche gilt, bei der vollkommenen Gleichförmigkeit der Gesetze für 
die Composition von Dynamen und Windungen, auch für jede 
Dyname. | 

~ Ist die Intensität einer Dyname auf der Kette $ (oder die 
Amplitude einer Windung um 9) der Einheit gleich, so nennen wir 
ihre Coordinaten die Coordinaten der Kette 9. Es ist dies analog 
der Einführung der Schraubencoordinaten. Die Anzahl der Ketten- 
coordinaten ist also 6u, wenn das Körpersystem wu-elementig ist. 
Wir bezeichnen diese Coordinaten mit 9;, wo der Index © die 
Werthe 1, 2, ..., 6u hat. Die Kettencoordinaten sind wieder ho- 
mogene Coordinaten. 


85. 

Wenn ein System starrer Körper nur Freiheit n Grades 
besitzt, so können wir offenbar die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen wiederholen, indem wir an Stelle der Zahl 6u die 
Zahl n treten lassen. Dann werden also n Coordinaten genügen 
zur Darstellung der Windungen oder Dynamen, welche in Bezug 
auf ein solches System auftreten. Und ebenso werden n, ho- 
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mogene, Coordinaten hinreichen, eine Kette zu definiren, um welche 
das System beweglich ist. 

Wenn die n—1 Verhältnisse dieser Coordinaten gegeben sind, 
so ist die Kette bestimmt. Und allgemein, wenn die Coordinaten 
einer Kette 6 u— n Bedingungsgleichungen unterworfen sind, so ist um 
diese Kette ein Körpersystem mit Freiheit n'" Grades beweglich, 
oder — wie wir in Analogie mit der Schraubentheorie sagen — 
die Kette gehört einem System nt Stufe an. 

Es ist nun durch Betrachtungen, welche jenen des Kapitel VI 
$ 4 vollkommen entsprechen, leicht zu finden, dass zu jedem 
Kettensystem n"! Stufe ein System (6u—n)'*" Stufe zugeordnet ist 
der Art, dass jede Kette des einen Systems jeder Kette des andern 
Systems reciprok ist. Jedes- dieser Kettensysteme heisst das Reci- 
procalsystem des anderen. 

Die Reactionen der Widerstände, welchen ein Körpersystem 
mit Freiheit nt Grades unterworfen ist, constituiren eine. Dyname 
auf einer Kette eines Kettensystems (6u— n)" Stufe, dem Reci- 
procalsystem desjenigen, welches den Freiheitsgrad des Körpersy- 
stems characterisirt. Denn da jene Widerstände bei keiner mög- 
lichen Bewegung des Körpersystems Arbeit leisten sollen, so muss 
offenbar die Dyname, welche sie constituiren, auf einer Kette wir- 
ken, die reciprok ist zu allen den Ketten der möglichen Bewe- 
gungen. Diese Kette muss also dem Reciprocalsystem angehören. 

Soll ein System starrer Körper mit Freiheit n'° Stufe unter 
der Einwirkung einer Dyname auf einer Kette im Gleichgewicht 
bleiben, so darf diese Dyname keine Arbeit leisten, wenn dem 
System eine kleine mögliche Verschiebung ertheilt wird. Die Dy- 
name muss also auf einer Kette des Reciprocalsystems (6u—n)'*" 
Stufe wirken. 

„Von zwei reciproken Kettensystemen ist also jedes 
der Ort einer Dyname, die das Gleichgewicht eines Sy- 
stems starrer Körper mit Freiheit der Bewegung um die 
Elemente des andern Kettensystems nicht stört.“ 

Dies dürfte der allgemeinste Satz sein, den man in der Theorie 
des Gleichgewichts kennt. 
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$ 6. 


Zur Kinetik übergehend, bemerken wir zunächst, dass der 
Begriff der reducirten Dyname auch in die Theorie der Systeme 
starrer Körper oder Mechanismen — wie wir kürzer sagen wollen 
— sich übertragen lässt. 

In der That, ein gegebener w-elementiger Mechanismus möge 
Freiheit nt Grades besitzen. Aus dem zugehörigen Kettensystem 
n" Stufe wählen wir n Ketten aus, denen wir 6u—n Ketten des 
Reeiprocalsystems hinzufügen. Dann kann irgend eine beliebige 
an dem Mechanismus angreifende Dyname zerlegt werden in Com- 
ponenten nach diesen n+(6u—n) = 6u Ketten. Aber diejenigen 
Componenten, welche auf den 6u—n Ketten des Reciprocalsystems 
angreifen, werden durch die Reaction der Widerstände zerstört, 
während die n anderen Componenten sich zusammensetzen werden 
zu einer Dyname auf einer Kette des Kettensystems nt" Stufe, 
welches die Freiheit des vorgelegten Mechanismus definirt. Wir 
haben somit in der That den Satz: 

„Jede beliebige auf einen Mechanismus wirkende Dy- 
name kann äquivalent ersetzt werden durch eine Dyname 
auf einer Kette desjenigen Kettensystems, welches die 
Freiheit des Mechanismus characterisirt.“ 

Wir werden auch hier die durch diesen Satz definirte Dyname 
als die reducirte Dyname bezeichnen. 

Wenden wir uns nun zu dem kinetischen Fundamentalproblem 
für die Mechanismen, welches also so zu formuliren ist: 

Ein gegebener Mechanismus mit Freiheit n'" Grades 
befindet sich in einer gegebenen Lage in Ruhe. Es soll 
die instantane Bewegung dieses Mechanismus angegeben 
werden, welche derselbe annimmt, wenn beliebige im- 
pulsive Kräfte auf ihn einwirken. 

Zur Lösung des Problems werden wir zunächst die Impulsiv- 
dyname ermitteln, welche von den gegebenen Impulsen constituirt 
wird. Diese Dyname ersetzen wir alsdann durch die redueirte 
Dyname, die also auf einer Kette 9 des dem Mechanismus zuge- 
hörigen Kettensystems nt" Stufe wirkt. Diese reducirte Impulsiv- 
dyname wird nun dem Mechanismus eine instantane Bewegung 
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ertheilen. Diese kann nichts anderes sein, als eine Windung um 
eine Kette, und zwar um eine Kette œ des erwähnten Systems 
n! Stufe. Wir haben somit eine instantane Kette « entspre- 
chend der impulsiven Kette 2. Ganz ebenso werden anderen 
impulsiven Ketten, p, WY, ..., etc. instantane Ketten ß, y, ..., etc. 
entsprechen. 

Diese Correspondenz zwischen impulsiven und instantanen 
Ketten ist nun eine ein-eindeutige. Wir wollen zunächst zeigen, 
dass zu einer impulsiven Kette $ immer nur eine instantane « 
gehört. Denn nehmen wir an, es fänden sich zu einer 9 zwei 
instantane Ketten, œ und «’. Dann könnten wir dem Mechanis- 
mus offenbar zuerst einen Impuls auf + ertheilen, von der Inten- 
sität A, und denselben um « bewegen; und nachher einen zweiten 
Impuls, ebenfalls auf 9, wirken lassen, von der Intensität — å, 
und den Mechanismus um « bewegen. Die beiden Dynamen auf 
3 heben einander nun auf, die beiden Windungen aber jedenfalls 
nicht, solange sie um verschiedene Ketten stattfinden. Wir würden 
also, wenn der impulsiven Kette $ zwei instantane «, @’ entsprä- 
chen, es jedenfalls einmal ermöglichen können, ohne Anwendung 
von Kraft eine Windungsgeschwindigkeit zu erzeugen. 

Die Annahme, dass einer impulsiven Kette mehr als eine in- 
stantane entspräche, führt also auf eine Unmöglichkeit, und ist 
somit nicht zulässig. 

Nehmen wir andererseits an, einer instantanen Kette œ könnten 
zwei impulsive 9, 9 entsprechen. Dann wird es immer thunlich 
sein, die durch eine Dyname auf 9 erzeugte Windungsgeschwin- 
digkeit um « wieder aufzuheben durch die Wirkung einer Dyname 
auf 9. Dann würde der Mechanismus in Ruhe verharren trotz 
der Wirkung der beiden Dynamen auf $ und 9. Diese Dynamen 
können einander nicht direct aufheben, da sie auf verschiedenen 
Ketten wirken. Sie müssten sich also zusammensetzen in eine 
einzige, die auf einer Kette des Reciprocalsystems wirkte. Denn 
nur in diesem Falle würde das System trotz der Wirkung der 
Dynamen auf 9 und 9’ in Ruhe verharren können. Die Ketten 
9, 9' gehören aber dem die Freiheit des Mechanismus definirenden 
System an. Die auf ihnen wirkenden Dynamen können also nie- 
mals in eine solche auf einer Kette des Reciprocalsystems vereinigt 
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werden. Das Ergebniss, zu dem wir gelangt sind, ist daher ein 
unmögliches; und somit auch die Voraussetzung, aus der es abge- 
leitet wurde. Es entspricht somit einer instantanen Kette auch 
nur eine impulsive Kette. Die Correspondenz zwischen impulsiven 
und instantanen Ketten ist, wie behauptet, eine ein-eindeutige. 

In Hinsicht auf diese kinetischen Verhältnisse kann also ein 
Kettensystem n'" Stufe als zwei in einander liegende Systeme be- 
trachtet werden, die einander ein-eindeutig zugeordnet sind, und 
von denen das eine die instantanen, das andere die impulsiven 
Ketten enthält. Wir haben es also hier mit zwei projectiven 
Kettensystemen zu thun. Analytisch wird diese Correspondenz 
sich so ausdrücken, dass die Coordinaten einer Kette des einen 
Systems durch lineare homogene Functionen einer Kette des andern 
Systems dargestellt werden. Wir werden also haben 


3 = (11), + (12), + -+(1n)an 
I, = (21), + (22a, + +(2n)an 


3. — (nl) +n2)e,+-.-+nn)a,, 


wo die n? Coefficienten (ik) Functionen der physischen und geo- 
metrischen Verhältnisse des Mechanismus, aber von den Ketten « 
und 9 unabhängig sind. 

Diese beiden in einander liegenden Kettensysteme werden ge- 
meinschaftliche Elemente enthalten, die gefunden werden, wenn 
man in die Correspondenzgleichungen einsetzt 


I, =00, ,=0, :: 3 Mol. 


Es ergiebt sich dann durch Elimination der œ; aus jenen Gleichun- 
gen eine solche vom n'" Grade für 0. Durch Substitution der n 
Wurzeln dieser Gleichung in die Verwandtschaftsgleichungen finden 
wir die Coordinaten der n, beiden Systemen gemeinschaftlichen, 
Ketten, der Doppelelemente, wie wir in Anlehnung an die geo- 
metrische Terminologie sagen können. Die mechanische Bedeutung 
dieses Ergebnisses ist diese: 

„Wenn irgend ein Mechanismus Freiheit n'" Grades 
besitzt, so existiren immer n Ketten der Art, dass, wenn 
auf einer dieser Ketten eine Impulsivdyname auf den 
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Mechanismus wirkt, dessen instantane Bewegung um die- 
selbe Schraube stattfindet.“ 

Diese Ketten sind offenbar das Analogon der Hauptträgheits- 
schrauben in der Theorie des Einzelkörpers. Wir nennen sie daher 
die Hauptträgheitsketten des Mechanismus. 

Werden diese als Coordinatensystem genommen, so gestalten 
sich die obigen Verwandtschaftsgleichungen so: 


3, = (11a, 9, = Wa, ..., M=(nn)a,, 


wodurch die Bestimmung der impulsiven aus der zugehörigen in- 
stantanen Kette, und umgekehrt, sich besonders einfach gestaltet. 


Mir 

Die Hauptträgheitsketten sind ganz allgemein gefunden worden 
als Doppelelemente zweier projectiven Kettensysteme. Ihre Bezie- 
hung ist indessen eine noch speciellere.. Sie sind analog den 
Hauptträgheitsschrauben coreciprok, d. h. jedes Paar derselben ist 
einander reciprok. 

Um dies nachzuweisen, wollen wir so verfahren, dass wir ein 
bestimmtes System » coreciproker Ketten aufstellen, von denen wir 
dann zeigen, dass es die Hauptträgheitsketten sind. Zu dem Zwecke 
wollen wir zunächst einen Ausdruck für die Reeiprocität zweier 
Ketten mit Hülfe der Coordinaten derselben geben; und dabei diese 
Coordinaten beziehen auf ein System coreciproker Ketten. Die 
beiden Ketten seien 9, 9; ihre Coordinaten also 9, ,, ..., In; 


Pis Pas -+s Pn: 
Nun seien 2p,, 2P,, --., 2p, constante Parameter von fol- 


gender Bedeutung. Es sei 2p, die Arbeit, welche geleistet wird 
von einer Dyname von der Einheit der Intensität auf der ¿t Coor- 
dinatenkette in Bezug auf eine Windung von der Einheit der Am- 
plitude um dieselbe Kette. Dann ist die Arbeit einer Dyname 9; 
auf dieser Kette in Bezug auf eine Windung von der Amplitude 
g; um sie gegeben durch 
2p I; P; 

Da nun die Coordinatenketten coreciprok sind, so wird die Dyname 
9; (also die Componente einer gegebenen Dyname auf der Kette 
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+ in Bezug auf die ¿t° Coordinatenkette) keine Arbeit leisten in 
Bezug auf die Windungen 9, P3, <- -3 Pii Pipis ++ Pae Dem- 
gemäss wird die ganze Arbeit der Dyname auf > in Bezug auf die 
Windung um g gegeben sein durch 


43,9 FA 2p, 9, 9,+22,9,9,++2P,9,9,+ ; -+2p,9, Pa’ 


Die Gleichung der Reciprocität hat also für Ketten dieselbe Form 
wie für Schrauben, nämlich 


p2, ps a A Pore 0. 


Der Parameter einer Schraube war die halbe Arbeit, welche eine 
Einheitsdyname auf der Schraube in Bezug auf eine Einheitswin- 
dung um diese leistete. Der Definition nach haben die hier ein- 
geführten Grössen p, die analoge Bedeutung für die Coordinaten- 


ketten. Wir nennen daher die p, die Parameter der Coordi- 


natenketten. Und es ergiebt sich, bei Ausdehnung dieses Be- 
griffs auf jede Kette, für den Parameter einer Kette der Aus- 
druck 

Po = PD Hr Hp, Ia 


vorausgesetzt, dass das als Coordinatensystem dienende Kettensy- 
stem ein coreciprokes ist. 

Die kinetische Energie nun, welche ein Mechanismus in Folge 
einer gegebenen Windungsgeschwindigkeit erlangt, ist abhängig von 
der instantanen Kette, um welche sich derselbe bewegt. Und zwar 
ist sie proportional einer homogenen Function zweiten Grades der 
n Coordinaten der instantanen Kette. Bei geeigneter Wahl der 
Coordinatenketten ist es bekanntlich möglich, diese Function, auf 
unendlich viele verschiedene Weisen, in die Form einer Summe 
von n Quadraten zu bringen. Und es ist insbesondere möglich, 
eine solche simultane Transformation der Ausdrücke für die kine- 
tische Energie und den Parameter anzugeben, vermöge deren beide 
in der canonischen Form erscheinen*). Diese simultane Transfor- 
mation hat dann die Bedeutung des Uebergangs auf ein coreciprokes 
Coordinatensystem. Unsere Aufgabe besteht nun des weiteren darin, 
nachzuweisen, dass das Coordinatensystem, zu dem wir durch eine: 


*) S. die bezüglichen Rechnungen des Kapitels XII. 


www.rcin.org.pl 


Kap. XXIV. Dynamische und kinetische Theorie der Schraubenketten. 545 


solche simultane Transformation gelangen, nichts anderes ist, als 
das System der Hauptträgheitsketten. 

Dieser Nachweis lässt sich in einfacher Weise durch die La- 
grange’schen Gleichungen führen. Seien, bezogen auf das letzt- 
erwähnte Coordinatensystem die Coordinaten der impulsiven Kette 


Di Da, 2.45 Jn, diejenigen der correspondirenden instantanen 
Kette &, &,, ..., &%. Dann sind, wenn wir unsere alte Be- 
zeichnung 
RUHE de; 
Pe 
anwenden, die Lagrange’schen Gleichungen diese (pag. 209): 
aroT oT 
T — — am O s=1,2,..,% 
dt OQ 00, 


wo T die kinetische Energie und Q,de«, die Arbeit der auf den 
Mechanismus wirkenden Kräfte in Bezug auf die Windung von der 
Amplitude da, bedeuten. 

Wenn nun 3’ die Intensität der impulsiven Dyname ist, so 
ist deren Componente auf der s Coordinatenkette 

D'I 
und die von dieser geleistete Arbeit ist 
2p, 9" 9 Ôa, 

während, da das Coordinatensystem ein coreciprokes ist, alle an- 
deren Componenten der Dyname keine Arbeit leisten in Bezug auf 
die Windungscomponente ðæs. Demgemäss haben wir 


Q, a 2p, 9". sS Lu 7.0 


Die kinetische Energie T hat bei unserem Coordinatensystem 
den Ausdruck 


T = M(ue? +u3a?+-.-+u2a}), 
wo M die Gesammtmasse des Mechanismus ist, und w, %,, .»., 
Un gewisse Constanten sind, die den gleichbezeichneten in der 
Theorie des Einzelkörpers vollkommen analog sind. 
Die Bewegungsgleichungen geben daher 
Z (Mu a) = p, 9" 9, R 


Ball, Mechanik. 35 
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und durch Integration über das (kleine) Zeitintervall, während 
dessen der Impuls wirkt 


Mu?a, = 9,9,[9"dt, PERE VNS 


oder, wenn wir beachten, dass 
wo «@ die Windungsgeschwindigkeit der gegebenen Windungen um 
die Kette œ bedeutet, 


Mutaa, = p,9,[9"dt a 
Setzen wir jetzt 
Mu; 
nia O), s=1,2,...,n 
p,|9"dt 
so haben wir 
= (88) Oy; s=1,2,..,n 


d. h. wir finden für unser coreciprokes Coordinatensystem die oben 
aufgestellte Form der Beziehung zwischen impulsiver und zugehö- 
riger instantaner Schraube. Dieses Resultat, welches offenbar nur 
für die Coordinatenketten selber gilt”), zeigt nun, dass diese Ketten 
in der That das System der Hauptträgheitsketten sind. Nach der 
Voraussetzung sind die Coordinatenketten coreciprok. Die Haupt- 
trägheitsketten besitzen somit vollkommen dieselben Eigenschaften 
wie die Hauptträgheitsschrauben. 


§ 8. 

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen führen noch zu einem 
Begriff, der dem der conjugirten Trägheitsschrauben in der Theorie 
des Einzelkörpers analog ist. 

In der That, wir fanden 

a a e eA 


proportional den Grössen 

*) D. h. wenn auf der sten Coordinatenkette die impulsive Dyname 8s 
wirkt, so findet um dieselbe Kette die instantane Windung as statt, und % 
und a; stehen in der obigen Relation. 
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-aaa a 
Seien nun «@, ĝ zwei instantane Ketten und 9, œ die ihnen ent- 
sprechenden impulsiven Ketten. 


Dann wird man also haben 


2 2n2 
ut na i C =p 
1 n 
und 
u? u Ba 
Pu Fr du ee E B A 
P, Pa 


Wenn nun die Ketten @ und ọ reciprok sind, so wird die Glei- 
chung bestehen 


Pı&, Pı HFPa t P Sea pe p AT 0, 
welche in Folge der Ausdrücke für ,, ..., Pn übergeht in 
aß Hee HUR npn = O. 
In dieselbe Form geht aber die Gleichung der Reciprocität für f 
und $ über 
p, Ê: Aaaa T AE =Q, 


wenn für die 9, ihre Werthe in Function der ß, eingesetzt werden. 
Die Gleichung 
u? a biH: tw = 0 

ist daher sowohl die Bedingung der Reciprocität von « und 9, als 
auch diejenige der Reciproeität von 8 und 9. Wir haben daher 
den Satz: 

„Wenn «a und $ zwei instantane Schraubenketten und 
3, g die ihnen correspondirenden impulsiven Ketten sind, 
so ist, wenn @ reciprok zu g, auch $ reciprok zu 2.“ 

Es ist dieses Theorem in der That vollkommen analog dem 
über die conjugirten Trägheitsschrauben. Wir bezeichnen demge- 
mäss auch œ und ĝ als ein Paar conjugirter Trägheitsketten. 


89. 
Wir wollen zum Schluss dieses Abrisses einer allgemeinen 
Theorie der Mechanismen noch auf Untersuchungen hinweisen, 


welche diejenigen von Kapitel XI verallgemeinern. 
35* 
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Es sei ein Mechanismus in einer Lage stabilen Gleichgewichts 
gegeben, und zwar unter Einwirkung eines conservativen Kräfte- 
systems. Wenn dieser Mechanismus dann durch eine kleine Ver- 
schiebung in eine andere Lage übergeführt wird, so werden die 
wirkenden Kräfte nicht mehr im Gleichgewichte sein. Es wird also 
in Folge dieser Verschiebung auf den Mechanismus eine gewisse 
Dyname einwirken. 

Wir haben also jetzt wieder zwei Systeme von Schrauben- 
ketten, die einander entsprechen. Das eine wird gebildet aus allen 
Verschiebungsketten, also aus allen Ketten, um welchen wir dem 
Mechanismus eine kleine Windung ertheilen können; das andere 
aus allen den Ketten, auf welchen die durch diese Windungen 
hervorgerufenen Dynamen wirken. 

Durch Betrachtungen, welche denjenigen des § 6 dieses Ka- 
pitels nachzubilden wären, kann nun leicht der Nachweis erbracht 
werden, dass die Correspondenz dieser beiden Kettensysteme eine 
ein-eindeutige ist, dass wir es also wieder mit zwei projectiven 
Kettensystemen zu thun haben. Insbesondere wird sich durch ein- 
fache geometrische Schlüsse ergeben, dass, wenn ein Mechanismus 
Freiheit nt Grades besitzt, aus dem zugehörigen Kettensystem n'° 
Stufe immer n und nur n Ketten so sich auswählen lassen, dass 
wenn der Mechanismus um eine dieser Ketten aus einer Lage sta- 
bilen Gleichgewichts verschoben wird, die hervorgerufene Dyname 
auf derselben Kette wirkt. Ganz wie im $ 7 für die Hauptträg- 
heitsketten lässt sich dann zeigen, dass diese n Ketten bei der hier 
gemachten Voraussetzung, dass die wirkenden Kräfte ein Potential 
haben, coreciprok sind. 

Diese n Ketten haben daher vollständig die Eigen- 
schaften der Hauptpotentialschrauben, weshalb wir sie 
auch als Hauptpotentialketten bezeichnen. 

Als Nebenresultat der analytischen Untersuchung, die auch 
ganz nach der Methode des Kapitels XI geführt werden kann, er- 
giebt sich dann noch der Satz: 

Sind 9, p zwei Verschiebungsketten, y, & die Ketten 
der entsprechenden hervorgerufenen Dynamen, so ist, 
wenn © reciprok zu £, auch o reciprok zu n. 

Die Ketten $, p nennen wir im Anschluss an die Termino- 
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logie der Theorie des Einzelkörpers. ein Paar conjugirter Po- 
tentialschrauben. 

Alle analytischen Ausdrücke, die wir in unserer Theorie 
brauchen und mit Hülfe der Kettencoordinaten darstellen, befinden 
sich in vollkommener formaler Intensität mit denen von analoger 
mechanischer Bedeutung, die wir, in Schraubencoordinaten gegeben, 
in der Theorie des Einzelkörpers anzuwenden hatten. 

In Folge dessen ist es ausserordentlich leicht, alle die allge- 
meinen Untersuchungen der Kapitel XI und XII, direct auf die 
Kettentheorie zu übertragen. Es kann daher wohl die thatsäch- 
liche Ausführung der betreffenden Rechnungen dem Leser über- 
lassen bleiben, sodass ich mich kurz auf die Angabe der Resultate 
beschränken kann. 

Wenn der Mechanismus, nachdem er aus der Gleichgewichts- 
lage gebracht ist, sich selbst überlassen wird, so wird er unter dem 
Einflusse der wirkenden Kräfte zu kleinen Schwingungen um jene 
Lage übergehen. Es wird dann, wenn dem Körper ein Impuls er- 
theilt worden ist, einer instantanen Kette œ eine impulsive 9 ent- 
sprechen. Und ebenso wird der Kette «, als Verschiebungskette 
betrachtet, eine Kette 9 entsprechen, auf der die hervorgerufene 
Dyname wirkt. Im Allgemeinen werden nun $ und g nicht coin- 
cidiren. Aber es lässt sich, wie in Kap. XII zeigen, dass es für 
einen Mechanismus mit Freiheit n'e Grades immer n und nur n 
Ketten « giebt, für welche die entsprechenden 9 und ọ zusam- 
menfallen. Die physische Bedeutung dieser Ketten ist nun leicht 
zu erkennen. Wenn der Mechanismus um eine solche Kette « 
verschoben wird, so wird auf $ eine Dyname hervorgerufen. Da 
aber und $ zusammenfallen, so wird die hervorgerufene Dyname 
sofort als Impuls wirken, der dem Mechanismus wieder eine Win- 
dungsgeschwindigkeit um « ertheilt. Diese wird dann wieder eine 
Dyname auf hervorrufen und die ganze Reihe der beschriebenen 
Vorgänge wird fortfahren, sich zu wiederholen. Der Mechanismus 
wird also fortwährend oscillatorische Windungen um « ausführen. 

„Es giebt in dem die Freiheit nt Grades eines Me- 
chanismus definirenden Kettensystem nt Stufe immer v 
und nur n Ketten der Art, dass, wenn dem Mechanismus 
um eine dieser Ketten eine Windungsgeschwindigkeit er- 
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theilt wird, er fortfährt, um diese selbe Kette oscillato- 
rische Windungen auszuführen.“ 

Man erkennt, dass diese so ausgezeichneten Ketten den har- 
monischen Schrauben aus der Theorie des Einzelkörpers entspre- 
chen. Wir nennen sie die harmonischen Ketten des Mecha- 
nismus mit Freiheit n* Stufe. Und es lässt sich wieder leicht 
zeigen, dass, welches auch die kleinen Verschiebungen eines Me- 
chanismus und die kleinen Anfangsgeschwindigkeiten desselben sein 
mögen, die von ihm ausgeführten kleinen Schwingungen sich immer 
aus oscillatorischen Schwingungen um die n harmonischen Ketten 
zusammensetzen. 

Wir haben somit eine allgemeine Theorie der Mechanismen 
aufstellen können, welche vollkommen entspricht der allgemeinen 
Theorie des Einzelkörpers. Die specielle Kinetik denken wir in 
nicht allzuferner Zeit an anderer Stelle folgen lassen zu können. 
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Kapitel XXV. 


Die Maassfunetionen für Mannigfaltigkeiten der drei ersten 
Grade. 


81. 

Seit der Veröffentlichung des Briefwechsels zwischen Gauss 
und Schuhmacher, im Jahre 1862, ist die Aufmerksamkeit der 
Mathematiker immer‘ mehr auf gewisse Fragen gelenkt worden, 
welche sich auf die Gesammtheit unserer geometrischen Grundvor- 
stellungen beziehen, sodass man über den Gegenstand heute bereits 
eine sehr umfangreiche Literatur besitzt. 

Die Wichtigkeit dieser Lehren für die Mechanik — die ja bei 
ihrem Aufbau die Grundannahmen der Geometrie mit voraussetzen 
muss — erhellt von selber, sodass eine Besprechung derselben in 
einem Lehrbuch der Mechanik wohl zweifellos nicht nur als be- 
rechtigt, sondern auch als nothwendig gelten darf. Dazu wird sich 
herausstellen, dass in der That ein enger Zusammenhang zwischen 
der Mechanik und den Fundamentalhypothesen der Geometrie be- 
steht. 


§ 2. 


Wenn wir uns nun zu einer Besprechung der fundamentalen 
Voraussetzungen der Geometrie wenden, so kann, bei Berücksich- 
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tigung des Umstandes, dass wir hier die Geometrie wesentlich als 
Instrument der Naturerkenntniss aufzufassen haben, die Frage nach 
der Dimensionalität des Raumes, d. h. nach dem Mannigfaltigkeits- 
grade, von dem uns der Raum zu sein scheint, ganz ausser Be- 
tracht bleiben. In der That erfordert die Beschreibung keiner Na- 
turerscheinung eine Annahme, dass der Raum eine Mannigfaltigkeit 
anderen Grades sei, als er uns erscheint. 

Es ist hierbei absichtlich nur von der Art gesprochen, wie 
uns der Raum erscheint, nicht wie er ist. Denn in der That 
können wir in dieser Beziehung über das Sein nichts aussagen, 
sondern nur über das Erscheinen, weil alle unsere Beobachtungen 
und Messungen, unsere ganze Naturerkenntniss, sich vollziehen in 
einem Theile des Raumes, der im Verhältniss zum Ganzen unend- 
lich klein ist. Dieser Umstand verhindert auch die definitive Ent- 
scheidung der Frage nach der Endlichkeit oder Unendlichkeit des 
Raumes. In letzterer Beziehung liegt die Sache so, dass unsere 
astronomischen Beobachtungen uns in immer weitere Fernen hin- 
ausführen — so neuerlich durch die Anwendung der Photographie 
— sodass also, soweit unsere naturwissenschaftliche Erkenntniss 
reicht, der Raum uns allerdings als unendlich und unbegrenzt er- 
scheint. Soweit ist die Geometrie daher auch berechtigt, die Un- 
endlichkeit und Unbegrenztheit des Raumes anzunehmen. 

Dieses Erscheinen, und die sich auf dasselbe gründende An. 
nahme, ist nun sehr wichtig gewesen bei der weiteren Bildung der 
geometrischen Grundbegriffe. 

Diese Begriffe sind: der Punkt, die gerade Linie und die Ebene. 
Der geometrische Punkt ist ein rein transcendentes Element un- 
serer räumlichen Vorstellungen. Zum Begriffe des materiellen 
Punktes gelangen wir, wenn wir, von irgend einem endlichen 
Körper ausgehend, dessen sämmtliche Dimensionen in’s Unendliche 
abnehmend uns denken. Wenn dann alle diese Dimensionen wirk- 
lich unendlich klein geworden sind, so nennen wir das Ergebniss 
dieses gedanklichen Grenzübergangs einen materiellen Punkt. Von 
hier bis zur Abstraction des geometrischen Punktes ist nun noch 
ein weiter Weg. Der materielle Punkt ist, vermöge seiner Her- 
leitung, noch immer der Vorstellung zugänglich, weil er eben Aus- 
dehnung besitzt. Um von ihm zum geometrischen Punkte über- 
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zugehen, müssen wir seine ganze Wesenheit erst aufheben, wenn 
wir den geometrischen Punkt durch die Definition bestimmen, dass 
er nach keiner Richtung hin Ausdehnung besitze. 

Der Begriff der Linie, insbesondere der geraden Linie, ist 
abstrahirt von demjenigen des geraden Stabes oder des gespannten 
Fadens, Dinge, die dem Menschen schon auf einer sehr niedrigen 
Culturstufe entgegentreten konnten. Wenn der Punkt nach allen 
Dimensionen hin transcendent ist, so ist es die Linie nur nach 
zweien. Sie ist, wie Legendre sagt, eine Länge ohne Höhe und 
Breite. 

Es ist eine Folge der Art und Weise, wie uns der Raum über- 
haupt erscheint, wenn wir die gerade Linie uns als unendlich lang 
vorstellen. Sie kann auch, wenn wir den der Geometrie allerdings 
fremden Begriff der Bewegung hinzunehmen, definirt werden als 
entstehend durch die Bewegung eines Punktes. Damit gelangen 
wir, wenn ein im Endlichen befindlicher Punkt einen endlichen 
Weg macht, zu dem Begriff des begrenzten Stückes einer Linie, 
im Besonderen zu dem der geraden Strecke. Das endliche Li- 
nienstück erscheint als von Punkten begrenzt. 

Zwei gerade Strecken haben nur einen Punkt gemeinschaftlich, 
wenn‘sie nicht ganz zusammenfallen, oder sie haben überhaupt 
keinen gemeinschaftlichen Punkt. 

Zwei gerade Strecken, die einen Punkt gemeinschaftlich haben, 
die sich also „schneiden“, bilden die Figur, die als Winkel be- 
zeichnet wird. 

Wenn nun eine dritte Strecke sich so bewegt, dass sie jede 
von zwei einen Winkel bildenden Strecken fortwährend schneidet, 
so beschreibt sie bei ihrer Bewegung ein Stück einer Ebene. 
Insofern wir die geraden Linien, von denen die hier betrachteten 
Strecken Theile sind, als ins Unendliche ausgedehnt angesehen 
haben, wird auch der Ebene selber eine unendliche Ausdehnung 
zuzuschreiben sein, wenn wir die drei zu ihrer Construction be- 
nutzten Strecken uns continuirlich ins Unendliche wachsend den- 
ken. Diese Ausdehnung der Ebene findet nach zwei Dimensionen 
hin statt. 
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$ 3. 

Nachdem die geometrischen Grundbegriffe definirt sind, wenden 
wir uns zur Theorie des Messens, in welch letzterem die ursprüng- 
liche und wesentliche Aufgabe der Geometrie liegt. Das Messen 
eines Objectes durch ein anderes, als Maassobject oder Maasseinheit 
gewähltes, besteht in einer Vergleichung des zu messenden und des 
messenden Objects hinsichtlich ihrer Grössenverhältnisse.. Um diese 
Operation auszuführen, ist es nothwendig, das eine Objeet an das 
andere anzulegen oder es mit ihm zur Deckung zu bringen. Es 
muss also wenigstens eines der Objecte seine Lage im Raume ver- 
ändern. Alle unsere Messungen gründen sich dann auf die Vor- 
aussetzung, dass das zur Ermöglichung der Messung bewegte Ob- 
ject durch diese Bewegung sich nicht ändere. Es ist also eine 
wichtige Fundamentalhypothese der Geometrie, dass die Figuren 
unabhängig sind, nach ihren Maass- und Gestaltsverhältnissen, von 
ihrer Lage im Raume. Das heisst aber mit anderen Worten, wir 
müssen, um messen zu können, die absolute Starrheit der Figuren 
voraussetzen. 

Alles wirkliche Messen geometrischer Objecte lässt sich be- 
kanntlich auf das Messen von Strecken und Winkeln zurückführen. 
Das Messen von Strecken kommt überein mit der Maassbestimmung 
auf der geraden Punktreihe, dasjenige von’ Winkeln läuft auf die 
Maassbestimmung im ebenen Strahlenbüschel erster Ordnung hinaus. 

Diese beiden Gebilde, Punktreihe und Strahlenbüschel, stehen, 
vom Standpunkte der Geometrie der Lage aus betrachtet, einander 
zwar dual gegenüber. Nicht so aber in Bezug auf ihre Maassver- 
hältnisse, wie wir dieselben auf Grund unserer Vorstellung ent- 
wickeln müssen. Denn die gerade Linie ist ins Unendliche ausge- 
dehnt. Es wird also auch Strecken geben, deren Länge jede Grenze 
übersteigt. Die Winkel im Strahlbüschel, also die Winkel um 
einen Punkt herum, haben aber eine endliche Summe. Mit an- 
deren Worten: bei der Feststellung einer Maassbestimmung für die 
gerade Punktreihe tritt als complieirender Umstand auf die noth- 
wendige Rücksichtnahme auf unendlich weit entfernte Elemente, 
über deren Anzahl vor allen Dingen entschieden werden muss. 
Im Strahlbüschel fehlen die unendlich weit entfernten Elemente. 
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Es lässt sich also rein geometrisch nicht so ohne weiteres zu 
einer einheitlichen Maassbestimmung auf den Grundgebilden erster 
Stufe kommen. 

Es erscheint daher angezeigt, die Frage ganz allgemein nach den 
Maassverhältnissen einer beliebigen Mannigfaltigkeit — zunächst erster 
Ordnung — zu stellen. Daran wird sich dann die Behandlung der 
analogen Fragen für Mannigfaltigkeiten der zwei nächsten Ordnun- 
gen schliessen. Und nachdem der Gegenstand so in allgemeinster 
Weise erledigt ist, wird man dann leicht zu den besonderen räum- 
lichen Mannigfaltigkeiten übergehen können, deren specieller Cha- 
rakter dann auch klarer erkannt werden kann. 


§ 4. 

Wir denken uns also ganz allgemein eine Mannigfaltigkeit 
dritten Grades von irgend welchen Objecten oder Elementen. 
Die Mannigfaltigkeit selber bezeichnen wir der Kürze des Aus- 
drucks halber ein für alle Male mit C. Die einzelnen Objecte 
durch das Symbol a, dem, wenn nöthig ein Index beigesetzt wird. 
Sind nun a,, a,, a,, a, vier beliebige solcher Objecte, und æ,, ,, 
%,, &, beliebig veränderliche Zahlengrössen, so wollen wir in An- 
lehnung an die Ausdehnungslehre Grassmann’s den symbolischen 
Ausdruck 

2,0, +2,4,+2,4,+2,a, 
als definirenden Ausdruck eines neuen Objects X(w,,@,, @,,@,) auf- 
stellen. Die Zahlen ©, @,, @,, ©, nennen wir die Coordinaten des 
Objects X. In ganz analoger Weise wird dann der Ausdruck 

Yt H Y 0 ty, tH Y, 4 
das Object Y mit den Coordinaten %,, Y>, Yz, Yı definiren. Die 
beiden Objecte X und Y fallen dann und nur dann zusammen, 
wenn 

7 Yu A a Tu 

Der Ausdruck 

2,0, +2,04, 42,4, 42,4, 
ist aber nicht nur Symbol für ein einzelnes Object X, sondern er 
stellt offenbar, wenn die Verhältnisse der Coordinaten alle belie- 
bigen Werthe durchlaufen die ganze Mannigfaltigkeit C dar. 
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Jedes Object oder Element dieser Mannigfaltigkeit ist durch 
seine Coordinaten &,, &,, 2,, 2, bestimmt, aber es muss beachtet 
werden, dass das Element mit den Coordinaten Aw, Aw,, Aæ, Az, 
mit jenem zusammenfällt, da es eben thatsächlich nur auf die 
Verhältnisse der Coordinaten ankommt. Durch die Form 

2,04, 42,4, 
wird aus den beiden Objecten a,, a, für veränderliche = eine 
1 


Mannigfaltigkeit erster Ordnung abgeleitet, die wir als Reihe be- 
zeichnen wollen. 

Die Mannigfaltigkeit zweiter Stufe, die für veränderliche TK, 

1 


# durch den Ausdruck 
J 


LA tH T, A, F 2,0, 
aus den Elementen a,, a,, a, abgeleitet ist, möge als Feld be- 
zeichnet werden. 


$5. 


Es möge nun auf einige einfach sich ergebende Sätze hinge- 
wiesen werden. Zunächst gilt der folgende: Alle Objecte eines 
Feldes, deren Coordinaten eine lineare homogene Glei- 
chung erfüllen, gehören einer Reihe an. 

In der That, wenn 


8, = P 8 H PaT, 
so geht der Ausdruck für das Feld 
2,4, F tjt HtA 
über in diesen 
a (a, +p, a) +- 2, (a, +p, a), 


der für variabeles = eine Reihe darstellt, die aus den Objecten 
a, +p, Az; a +p, a; 
abgeleitet ist. Diese beiden Objecte gehören offenbar dem Felde 
2©,a,+2,a,+2,a, an. Es sind die Objecte dieses Feldes mit den 
resp. Coordinaten (1,0, p,), (O, 1, p,). 
Ganz ebenso wird man beweisen, dass alle Objecte der 
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Mannigfaltigkeit C, deren vier Coordinaten einer linearen 
Gleichung genügen, einem und demselben Felde ange- 
hören. 

Und endlich ist klar, dass alle Objecte von C, deren Co- 
ordinaten zwei simultanen linearen Gleichungen genügen, 
einer und derselben Reihe angehören. 

Daran wollen wir folgende allgemeine Definitionen anschliessen: 

Alle Objecte von C, deren Coordinaten einer homogenen Glei- 
chung nt Grades genügen, bilden ein Feld n'" Grades. 

Alle Objecte eines Feldes der Art, wie es in $4 definirt 
wurde, deren Coordinaten einer homogenen Gleichung nt Grades 
genügen, bilden eine Reihe nt Grades. 


§ 6. 

Wir gehen nun dazu über, die Theorie der Maassbestimmung 
für die hier eingeführten Mannigfaltigkeiten aufzustellen. Und zwar 
wollen wir uns zunächst mit derjenigen für die Reihe beschäftigen; 
als der einer Mannigfaltigkeit ersten Grades. 

Es giebt nun in erster Linie ein Gesetz, welches für die Maass- 
bestimmung in jeder beliebigen Mannigfaltigkeit ersten Grades gilt, 
und welches als das Gesetz der Addirbarkeit zu bezeichnen 
ist. Wir verstehen darunter folgendes. Wenn 1, 2, 3 drei Ele- 
mente oder Objecte einer solchen Mannigfaltigkeit sind, von denen 
wir annehmen wollen, dass sie ihrer Entstehung, ihrer naturge- 
mässen Reihenfolge nach bezeichnet sind, und wenn mit 12, 23 
die resp. Maassunterschiede von 1 und 2 einerseits und 2 und 3 
andererseits bezeichnet werden, so ist immer 

12+23 = 13. 

Um das geometrische Bild zu vermeiden möge auf die Zeit ver- 
wiesen sein, für welche ja dies Gesetz in steter Anwendung ist. 
Als Corrollar zu demselben folgt 

| 2+21=11=0, 

durch welche Gleichung der Sinnunterschied zweier Maassunter- 
schiede eingeführt wird, wenn noch festgesetzt ist, dass der Maass- 
unterschied eines Objects gegen sich selbst immer Null ist, und 
dass umgekehrt, der Maassunterschied zweier Objecte nicht anders 
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Null werden soll, als wenn die Objecte zusammenfallen. Wenn 
in einer Mannigfaltigkeit erster Ordnung zwei Elemente vorhanden 
wären, deren Maassunterschied Null wäre, ohne dass sie zusammen- 
fielen, so würde dies zur Folge haben, dass für jedes, beliebige 
Elementenpaar dieser Mannigfaltigkeit der Maassunterschied ver- 
schwände. Es lässt sich dies mit Hülfe der letzten Gleichungen 
unschwer einsehen. Endlich geht aus diesen Gleichungen, welche 
ja solche zwischen Zahlen sind, hervor, dass, wenn in einer Man- 
nigfaltigkeit erster Ordnung ein Element vorhanden ist, welches 
gegen ein gegebenes anderes Element derselben Reihe einen unend- 
lich grossen Maassunterschied besitzt, es in der gleichen Beziehung 
steht zu jedem anderen Element der Reihe, also in Bezug auf jedes 
unendlich grossen Maassunterschied besitzt. 

Der Maassunterschied zweier Objecte darf nicht geändert wer- 
den, wenn die beide Objecte verbindende Reihe bewegt wird. Wenn 
wir also eine in bestimmter Weise getheilte Reihe als Einheitsreihe 
oder Scala annehmen, so muss der Maassunterschied irgend zweier 
Objecte sich stets als derselbe ergeben, wie wir auch die Scala 
an die zu messende Reihe anlegen. Zu diesem Ende muss also 
die Scala die Eigenschaft haben, sich selbst zu decken, wenn man 
sie beliebig an sich selbst anlegt. Wird somit die als Scala die- 
nende Reihe ohne innere Veränderung bewegt, sodass ein Scalen- 
theil in den ihm folgenden übergeht, so geht jeder Scalentheil in 
seinen nächstfolgenden über. Diese Eigenschaft gestattet die An- 
fertigung einer Scala durch eine wiederholte Bewegung. In der 
That, es mögen auf einer Reihe zwei Grenzelemente 1, 2 gegeben 
sein. Wir stellen uns die Aufgabe, auf dieser Reihe eine Scala 
zu construiren. Nun verschieben wir die Reihe in sich selber so, 
dass 1 in 2 fällt. Dann ist 2 in eine neue Position 3 gerückt, 
die einen neuen Scalentheil begrenzt. Durch eine abermalige Ver- 
schiebung der Scala in sich selbst, durch die wiederum 1 nach 2, 
2 nach 3 gelangt, erhalten wir eine neue Theilmarke 4 u. s. w. 

Analytisch stellt sich nun diese Bewegung der Reihe in sich 
selbst als eine lineare Transformation der Objecte der Reihe dar; 
d. h. also: die Scala ist zu construiren, indem man auf ein Object 
derselben eine lineare Transformation wiederholt anwendet, welche 
die Reihe in sich selbst überführt. 
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Seien also auf einer Reihe zwei Objecte gegeben 2,, 2,, die 
wir als Grenzobjecte eines Scalentheils ansehen können. Nehmen 
wir sie als Fundamentalobjecte einer homogenen Coordinatenbe- 
stimmung auf der Reihe, so ist jedes andere Object der letzteren 
gegeben durch das Verhältniss zweier homogener Coordinaten 2, :2,. 
Dieses Verhältniss sei z, sodass also 

u 
Za 
Dann sind z = 0O und z= oo die den Fundamentalobjecten ent- 
sprechenden Werthe dieses Verhältnisses. Die lineare Transfor- 
mation, die zur Construction dér Scala führt, hat nun offenbar die 
Form 
PAETA 


wo 4 eine die Transformation bestimmende Constante ist. Wenden 
wir diese Transformation wiederholt auf ein Element & an, so er- 
halten wir die Reihe 


E An ML ML... 


welche unsere Scala ist. Ist der Scalentheil Einheit des Maass- 
unterschieds, so ist der Maassunterschied der Objecte &, AL, A?L, ... 
von & geradezu bezw. gleich 0, 1, 2, ..... 

Handelt es sich nun darum, einen Scalentheil unterzutheilen, 
etwa in n gleiche Theile, so ist auf ein Grenzobject des Theils 
diejenige Transformation (n— 1) mal anzuwenden, die n-mal wie- 
derholt, die Transformation 

del 
giebt. Es ist dies also die Transformation 
1 
!—=Ar.n. 
1 n 1 
Hier wird man nun A” so wählen, dass das Object 4” .z zwischen 
z und åz liegt. Bei reellen Fundamentalobjecten wird man also 


einfach die reelle YA nehmen. Damit eine solche vorhanden, muss 
offenbar A als reelle Zahl gewählt worden sein. 

Nunmehr kann man den Maassunterschied jedes Elementes 
2' von z angeben, dessen Coordinate die Form hat 


www.rcin.org.pl 


560 Mechanik im Nicht-Euklidischen Raume. 


A 
+ — 
P= A na, 
l 


wo &, f ganze Zahlen sind. Der Maassunterschied ist smie 


Ueberhaupt schliesst man, dass als Maassunterschied der Ob- 
jecte 2’ und z der Exponent «œ anzusehen ist, zu dem A erhoben 
werden muss, damit 

MELT 
wo nun « eine beliebige rationale oder irrationale Zahl bedeutet. 


Nun ist offenbar 


1 ' 
rae FH (logz' —log2), 


durch welche Formel ganz allgemein der Maassunterschied zweier 
Objecte einer einfachen Mannigfaltigkeit gegeben ist. Denn es 
ist gleichgültig, dass das Element z als Anfangsobject ausgewählt 
werde. Es kann jedes andere Object der Reihe für z eintreten, 
denn durch eine lineare Transformation, die die Fundamental- 
elemente und somit auch die Reihe nicht ändert, kann z überall 
hingebracht werden. In der That ergiebt sich als Massunter- 
schied irgend zweier Objecte {,, &, der Reihe 


1 
logA (log &—log Es 


wie man leicht findet, wenn man die Differenz der Ausdrücke 


1 1 
TS (logt, —log2), Ti (log&,—logz) 


bildet. Offenbar genügen diese Formen für den Maassunterschied 
dem Gesetz der Addirbarkeit, denn es ist 


z ' 


z 2 
lg ig 7 tlg Gr 
Auch ist der Maassunterschied eines Objects gegen sich selbst Null 
z 
log — 0 


Die Maassunterschiede auf der Reihe bleiben ungeändert, wenn 
z und z’ gleichzeitig linear transformirt werden so, dass die Funda- 


mentalobjecte 
z= 0; 2=oo 
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ungeändert bleiben, durch welche Transformation also z und 2’ in 
Multipla ihrer selbst übergehen. Der Quotient — hat bekanntlich 


die Bedeutung eines Doppelverhältnisses, nämlich der Coordinaten- 
werthe z, 2’ zu den Coordinatenwerthen O und œo, welche den 
Fundamentalobjecten entsprechen. 

Der Logarithmus wird unendlich, wenn sein Argument O oder 
© ist. Der Maassunterschied ist also für solche Objecte unendlich 
gross, oder diese Objecte sind unendlich ferne, für die 


2 
a a oder oo 


wird. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn ein solches Object 
mit einem der beiden Fundamentalobjecte zusammenfällt. 

Bei allgemeiner Maassbestimmung hat die einfache 
Mannigfaltigkeit zwei unendlich ferne Elemente: die Fun- 
damentalelemente. 


Ç? 


Wir wollen nun das Ergebniss des § 6 noch in anderer, von 
Sir Ball angegebener Weise ableiten. Die Reihe möge bestimmt 
sein durch zwei Objecte, deren Coordinaten beziehungsweise 


& X. T. 


33 Ur Yır Yas Yz Yı 


29 
sind. 
Jedes andere Object der Reihe besitzt dann Coordinaten der 
Form 
LFY Ta FeYas TFEY UrQYn 

wo ọ einen variabeln Parameter bedeutet. Wir wollen den 
Maassunterschied zweier Objecte der Reihe bestimmen, welche ge- 
geben sind durch die Parameterwerthe A und u. Der Maassunter- 
schied ist nun offenbar eine Function von &,, Za, @,, 245 Yis Ya: 
Yz Yı und A, u. Da wir uns hier zunächst nur mit den Maass- 
verhältnissen einer einzigen Reihe zu beschäftigen haben, so können 
sowohl die æ; als auch die y, als constant angenommen werden. 
Demgemäss wird sich dann der Maassunterschied der beiden Ob- 
jecte einfach darstellen als eine Function (A, u) der beiden Para- 
meter 4, 

Ball, Mechanik. ’ 36 


ft. 
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Die arithmetische Form dieser Function wird man schrittweise 
unter Berücksichtigung der im $ 6 gegebenen Fundamentalgesetze 
zu entwickeln haben. Zunächst besteht für sie jene Functionalglei- 
chung, welche wir das Gesetz der Addirbarkeit nannten. Ist also 
auf der Reihe noch ein drittes Object, dessen Parameter v sein 
möge, und entspricht die Folge A, u, v der Parameter der natür- 
lichen Reihenfolge der zugehörigen Objecte, so ist 


fO, u)+fu, v) = f, v). 
Diese Gleichung gestattet nun sofort auf eine speciellere Form der 
Maassfunction zu schliessen. Denn wir sehen,. dass auf der rechten 
Seite die Variabele u nicht vorkommt. Sie muss daher auch auf 
der linken Seite identisch verschwinden. Und zwar muss dies der 
Fall sein für jedes Werthsystem A, u. Kein Glied der linken Seite, 
in welchem u vorkommt, kann also A als Factor besitzen. Und 
wir schliessen endlich leicht, dass f(A, u) die Form einer Differenz 
einer reinen Function von 4 und einer reinen Function von u, die 
beide denselben analytischen Ausdruck haben, besitzen muss. 
Wir haben also 


A, W)=yA)—yn). 

Nunmehr handelt es sich nur noch um die Bestimmung der ana- 
lytischen Form von ø. Aus dem Gesetz der Addition der Maass- 
unterschiede ziehen wir nun, solange der Begriff des Sinnes eines 
Maassunterschieds noch nicht eingeführt ist, leicht den Satz, dass 
es auf einer Reihe nur ein einziges Element giebt, welches gegen 
ein gegebenes anderes einen gegebenen Maassunterschied aufweist. 
In der That, seien P, Q, Q' drei Objecte einer Reihe in ihrer 
natürlichen Reihenfolge, so folgt aus der Gleichung 


PO+QQ = PQ, 

g =o 

PQ = PQ', 
d. h. damit diese Eigenschaft bestehen kann, müssen Q, Q' zu- 
sammenfallen; ausgenommen den speciellen Fall, der auch im vo- 


rigen Paragraphen besprochen wurde, den wir aber hier noch bei 
Seite lassen wollen. 


dass, sofern nicht 


niemals sein kann 
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Mit Hülfe dieses Satzes können wir nun für jeden beliebigen 
Werth ô des Maassunterschiedes zu einem gegebenen Object A einer 
Reihe*) ein neues, u, construiren, welches jenem in natürlicher 
Reihenfolge folgt. Dies kann für jedes Object A geschehen, sodass 
also zu jedem A der Reihe ein und nur ein u gehört und umge- 
kehrt. Die Beziehung zwischen der Reihe der A und derjenigen 
der u ist also eine ein-eindeutige. Sie besitzt somit die Form 


A/u+Bi+Cu+D=0, 


wo die Coefficienten A, B, C, D, bezw. ihre Verhältnisse von dem 
angenommenen Werthe ô des Maassunterschiedes zwischen den Ob- 
jecten A, u noch abhängig sind. 


§ 8. 

Es wird zwar im Allgemeinen, in Uebereinstimmung mit $ 6, 
zutreffen, dass der Maassunterschied zweier Objecte Null wird, wenn 
sie zusammenfallen. Aber wir wollen nun zeigen, dass es auf jeder 
Reihe zwei Objecte giebt der Art, dass jedes derselben zu betrachten 
ist als zwei coincidirende Elemente, deren Maassunterschied aber 
nicht Null ist. 

In der That, setzen wir in der im vorigen Paragraphen ge- 
fundenen Gleichung zwischen 4 und u 

åA = p, 
so wird dieselbe 
A” +(B+HC)A+-D=0. 

Diese Gleichung besitzt nun zwei Wurzeln, deren jede ein ausge- 
zeichnetes Object der Reihe bestimmt. Wir wollen diese Objecte 
durch O und O' bezeichnen. Jedes derselben besteht nun aus einem 
Paar von Objecten, welche, obgleich thatsächlich zusammenfallend, 
doch den Maassunterschied ð besitzen. Eine weitere wichtige Eigen- 
schaft dieser Objecte beweist sich so. Sei X irgend ein Object der 
Reihe, dann ist nach dem Gesetz der Addirbarkeit und da jede 
Wurzel 4 der letzten Gleichung zwei Objecte vom Maassunterschied 
ô aber mit gleichem Parameter (also coincidirend) liefert, 


*) Als „Object X“ bezeichne ich der Kürze halber das Object der Reihe, 
welchem der Parameterwall A entspricht. 


36* 
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X0=+ô = X0, 
und da ô nicht Null ist 
KOSS: 

Das Object O hat also die Eigenschaft, gegen jedes andere Object 
der Reihe einen unendlich grossen Maassunterschied zu besitzen. 
Die gleiche Eigenschaft besitzt O'. Wir haben damit also zwei 
unendlich ferne Objecte der Reihe gefunden. Aus $6 wissen 
wir aber, dass es auf der Reihe nur zwei solche Objecte giebt. 
Dann müssen O und O' diese beiden Objecte sein, und ihre we- 
sentliche Eigenschaft darf daher nicht von dem besonderen Werthe 
von ô abhängig sein, der in den Coefficienten der obigen quadra- 
tischen Gleichung für å enthalten ist. Wenn daher also auch die 
Coeffiecienten der Gleichung zwischen A und u sehr wohl Functionen 
von ô sind, so dürfen doch die Verhältnisse 


(B+C):4, D:A 
diese Grösse nicht enthalten, sodass wir also setzen können 
A= A BeBRr4 =-C-4: DD, 
wo nur noch die Grösse 4 von d abhängt. Die erwähnte Glei- 
chung zwischen A und u lautet also nun 
Alu (BHINI+HC— NMu+D' = 0. 
Diese Gleichung kann aber auf eine ganz ausserordentlich einfache 
Form gebracht werden, wenn wir die unendlich fernen Objecte als 
diejenigen wählen, aus denen die ganze Reihe abgeleitet wird. In 
diesem Falle muss nämlich die quadratische Gleichung 
AP —+(B+C)i +D = 0 
die Wurzeln O und œœ haben, wonach sein muss 
An De, 
Die Correlationsgleichung zwischen A und «u redueirt sich somit 
in diesem Falle auf 


Bi+Cu=0. 
Nun ist der Quotient 
B 
TI) 


eine Function von d, und man kann daher auch umgekehrt schliessen, 
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s i EN A", 
dass ð eine Function des Verhältnisses — sei, also 
u 


re) 
u 
Wir fanden aber bereits für den Maassunterschied der Objecte 4, 


u die Form 
yA)— y(u), 

sodass wir nun haben 

s@—gu)= F+); 
Der specielle Werth von d, mit Hülfe dessen das Resultat erlangt 
wurde, ist ganz aus demselben verschwunden, auch nicht implicite 
in demselben enthalten. Die letzte Gleichung muss also ganz un- 
abhängig von ð, für jedes Werthsystem A, u gelten, und zwar 
identisch. Wir dürfen sie daher sowohl nach A, wie nach u diffe- 
rentiiren, wodurch wir erhalten 


a= rZ) 


i g) = iF" (w: 
und hieraus 
2g'(4) = ug' (u). 
Da nun A und u völlig unabhängig von einander sind, so kann 
diese Gleichung nur bestehen, wenn 
2g'() = H, 
wo H eine von A unabhängige Grösse bedeutet. Daraus ergiebt 
sich dann 
dp H 
Pya d 
p(A) = HlogA-+-const. 
Damit ist dann aber auch die Maassfunction f(A, u) bestimmt. Es 
ist 
f, u) = 9)— glu) 
= H(logå—logu) 


2 
= Hlog-—- 
A 
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Wir sind so zu folgendem wichtigen Satz gelangt: 

„Seien 2, Zs Z, 2 und Ya Yas YY, die beiden un- 
endlich fernen Objecte einer Reihe, und seien ferner 
ty, ray, ty, tı +HAy, und UY, Sup, 
2, t+uy,, @-+uy, irgend zwei andere Objecte derselben 
Reihe, so wird deren Maassunterschied ausgedrückt durch 


H(logA—logu), 
wo H eine Constante ist, die von den gewählten Maass- 
einheiten abhängt.“ 


89. 

Diese Methode, die uns zur Kenntniss des Ausdrucks für den 
Maassunterschied zweier Objecte einer Reihe führte, ist elementar 
und einfach. Es wird daher gut sein, die Sache, wenigstens theil- 
weise noch einmal vom allgemeinerem Standpunkte aus zu be- 
handeln. i 

Wir gehen wieder aus von der Gleichung für A, u 

Alu+Bi+Cu+D=0, 
wo also die Coefficienten Funetionen des Maassunterschiedes ô sind. 
Seien dann 4', A" die Wurzeln dieser Gleichung, wenn in ihr 
A = u gesetzt wird. Dann kann sie auf die Form gebracht werden 

Aut AN —44 N) + ul IN 42) —=0. 

Denn wenn 
Er! 

wird diese Gleichung sowohl durch 4’ als auch 4” erfüllt, während 
9 verschwindet. Dieses + ist überhaupt eine Function des Maass- 
unterschiedes, der auch nur durch % in die Gleichung eingeht*). 
Lösen wir dieselbe nach 9 auf, so ist 
Au— Al AHA A HA'A" 

u—àÀ 
Den Maassunterschied selber fassen wir nun als Function von % 
auf, nehmen ihn gleich #(9), sodass nun ist 


y(A)— Yu) = F). 
Wenn wir hier den obigen Werth von 2 einsetzen, so erhalten wir 


= 


*) Siehe auch oben $ 7 hierzu. 
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eine identische Gleichung, die gänzlich unabhängig ist von dem 
besonderen Wertlie von ð. Die auftretenden Funetionen müssen 
daher alle so bestimmt werden, dass jene Identität erhalten bleibt 
für beliebige Werthsysteme A, u. Dann wird die Differentiation 
wieder gestattet sein. Wir haben nun 


Ba a EEE te 


>) Da a > N E E G 
öy __dF 099 ae ae 
= FA 2 A: DEE ou... de du” 

und also 
g'a) _ (m—a' uà") 
g'u) (A—A)(A—4") 
oder 


(A — ANA — i"p) = (u—h')u—1")g' (u), 
welche Gleichung sich unter die Form subsumirt 
ya) = y(u). 
Wenn man nun wieder die vollkommene Unabhängigkeit von 4 
und u von einander beachtet, so folgt, dass man haben muss 


WCA) = h, 
wo Å von A und u unabhängig ist. Wir setzen 
h = H(4'— 1") 


und haben somit 
(a— aa — h"g (A) = HA — i") 
oder 
RE H(A — 1") 


1 1 
- 4 or) 


und hieraus durch Integration, wenn æ die willkürliche Constante 
bedeutet 
gà) = HflogA—A)—logA—A")]+e, 
und ganz analog 
(u) = H[log(u—4')—log(u—4")]]+ a. 
Und hieraus folgt endlich der Maassunterschied 
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ò = y(A)— y(u) 
y (a— A'u —A") 


A— A )(u—4”) 

AuR) 
ist aus den vier Zahlen A, u; A’, A" ganz nach Analogie eines 
Doppelverhältnisses gebildet. Er würde, wenn wir diese Analogie 
weiter verfolgen wollten, zu bezeichnen sein als das Doppelverhält- 
niss der Parameter A, u zu den beiden ausgezeichneten Parametern 
)', 2", welche, wie wir vorhin sahen, den unendlich fernen Ele- 
menten der Reihe angehören. Es wäre aber ganz unrichtig, wenn 
man mit dem Begriff des Doppelverhältnisses hier geometrische 
Reminiscenzen verknüpfen, vielleicht gar den Begriff der „Distanz“ 
hier hereinbringen wollte. Das Doppelverhältniss ist hier lediglich 
von arithmetischer Bedeutung als eine bestimmte Form einer Func- 
tion von vier Zahlen. 

Aus den Gleichungen für die Grössen ð und Ð ergeben sich 
folgende Beziehungen zwischen diesen Grössen. Man findet, wenn 
man in der Gleichung für d vom Logarithmus zur Zahl übergeht, 
nach einigen leichten Rechnungen 


Der Quotient 


ò 


($ 1I 1 e41 
sr, 
eH—1 


und hieraus nun wieder durch Umkehrung 
Er FHEA —2) 
=H a TE Bag are I 


$ 10. 


Nachdem es uns gelungen ist, einen analytischen Ausdruck 
für den Maassunterschied zweier Objecte einer Reihe, also einer 
Mannigfaltigkeit ersten Grades, aufzustellen, wollen wir nun zwei 
Objecte betrachten, die einem Felde angehören. 

In jeder Reihe dieses Feldes giebt es zwei unendlich ferne 
Objecte, mit deren Hülfe der Maassunterschied irgend zweier an- 
deren Objecte sich bestimmen lässt, wie wir gesehen haben. Für 
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die Maassbestimmung in dem Felde wird es nun nothwendig sein, 
die Vertheilung aller dieser unendlich fernen Objecte der einzelnen 
Reihen im Felde zu kennen. Wir gelangen damit zu folgendem 
Problem: 

In einem Felde ist eine Reihe gegeben. Von einem 
der unendlich fernen Objecte derselben, O, lassen wir 
eine neue Reihe ausgehen. Dieselbe wird nun ebenfalls 
zwei unendlich ferne Objecte besitzen, und es entsteht 
die Frage, ob O eines derselben ist. 

Diese Frage muss bejaht werden. Denn man nehme auf der 
erst gegebenen Reihe ein Object A an, so ist der Maassunterschied 
OA jedenfalls unendlich gross. Wenn nun O nicht ein unendlich 
fernes Object auch der zweiten Reihe ist, so können wir auf dieser 
jedenfalls ein Object B so annehmen, dass nicht nur der Maass- 
unterschied OB, sondern auch der Maassunterschied AB endlich 
ist. Damit würde dann ein Mittel gegeben sein, von dem Objecte 
A zu dem unendlich fernen Objecte O zu gelangen durch Verbin- 
dung der beiden endlichen Maassunterschiede AB und BO. Dies 
ist aber offenbar unmöglich. Es müsste dann eine Verbindung 
zweier endlichen Zahlen, die im wesentlichen nur den Character 
einer Summe haben kann, eine jede endliche Grenze überschrei- 
tende Zahl ergeben. Wir dürfen somit folgenden Satz aussprechen: 

Wenn O ein unendlich fernes Object einer Reihe ist, 
so ist es auch unendlich fernes Object jeder beliebigen 
anderen Reihe, der es angehört. 

Nehmen wir nun ein solches unendlich fernes Object O als 
gegeben an, und denken uns eine beliebige Anzahl von Reihen, 
die alle dieses Object enthalten. In jeder derselben wird dann 
noch ein weiteres unendlich fernes Object vorkommen. Wir wollen 
dieselben mit O,, O,, O,, ... bezeichnen. Die Werthe der Coor- 
dinaten æ., &,, @,, welche diese unendlich fernen Objecte bestim- 
men, müssen nun offenbar einer Bedingungsgleichung genügen, der 
wir ganz allgemein die Form geben 


1@, 2,6) =#. 


Denken wir uns nun eine Reihe durch O,, O,. Dieselbe muss 
zwei unendlich ferne Objecte besitzen, und alle ihre anderen Ob- 
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jecte werden dann durch eine lineare Gleichung in ©, &,, &, 
u = 0 
bestimmt sein. 
Nun ist jedes Object, welches der Bedingung 


flt,» Tz, a) =0 
genügt, ein unendlich fernes. Daher werden die gemeinschaftlichen 
Lösungen von 
E =D 
auch sämmtlich unendlich ferne Objecte definiren. Aber wir sahen 
schon, dass auf einer Reihe nur zwei unendlich ferne Objecte sich 
finden. Daher kann es auch nur zwei Werthsysteme ©, @,, %, 
geben, die jenen beiden Gleichungen simultan genügen. Das heisst 
aber mit anderen Worten: die Function f muss eine ganze ratio- 
nale Function zweiten Grades sein. Die Gleichung 
Te 

bestimmt auch alle unendlich fernen Objecte des Feldes. Denn, 
es sei S ein unendlich fernes Object, welches nicht jener Gleichung 
genügt. Dann würde irgend eine beliebige Reihe durch S, da sie 
jedenfalls auch zwei Elemente mit dem durch f= O definirten 
Gebilde (der unendlich fernen Objecte des Feldes) gemeinschaftlich 
hat, drei unendlich ferne Objecte besitzen, was unmöglich ist. 

Wir haben somit den wichtigen Satz: 

„Alle unendlich fernen Objecte eines Feldes liegen 
auf einer Reihe zweiter Ordnung.“ 

Es wird also jede Reihe eines Feldes zwei Objecte gemein 
haben mit der „unendlich fernen Reihe zweiten Grades“. Und 
diese Objecte sind eben die unendlich fernen Objecte der Reihe. 


$ 11. 
Wir fanden als allgemeinen Ausdruck des Maassunterschiedes 
zweier Objecte 4, u den folgenden 


H(logå— log u). 
Es ist aber 
\= a 


wenn n eine ganze Zahl bedeutet. Ebenso ist 
u elogu-+2mni, 
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wo m ebenfalls eine ganze Zahl ist. Daraus ergiebt sich, dass für 
den Maassunterschied der Elemente A, u die Formel vollständig 
lautet 
H(logå—logu)+2k H ri, 
wo %k eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 
Wenn in dem Ausdrucke 


logå— logu 
die Variabele A von einem gegebenen Anfangswerthe aus eine ste- 


tige Werthenreihe durchlaufend zu jenem Ausgangswerthe zurück- 
geführt wird, so erhält die Function den Zuwachs 


2 Hri. 


Es stellt also diese Zahl im Zusammenhang unserer Untersuchungen 
den Maassunterschied eines Objectes gegen dasselbe Object vor, 
wenn wir, von diesem Object ausgehend, uns die ganze Reihe — 
mit Durchschreitung des Unendlichen — bis zum Ausgangsobject 
durchlaufen denken. Wir nennen daher die Zahl 2Hæi den Um- 
fang der Reihe. 

Der Maassunterschied zwischen den Objecten +4 und —4 
findet sich gleich 

Hai. 
Dies Resultat ist auch nicht in Widerstreit mit der Thatsache, 
dass A = 0 sowohl wie 4 = œ je zwei zusammenfallende Ob- 
jecte bedeuten. Denn in jedem dieser Fälle sind die coincidirenden 
Objecte unendlich ferne, und der Maassunterschied zweier im Un- 
endlichen zusammenfallender Objecte hat unbestimmten Werth, der 
also ebensogut Hyri wie jeder andere sein kann. 

Mit den bisherigen Mitteln ist die Maassbestimmung auf jeder 
Reihe und zwischen je zwei Objecten eines Feldes in völlige Klar- 
heit gestellt. Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Be- 
ziehungen, welche zwischen verschiedenen Reihen einer Mannig- 
faltigkeit © bestehen. 


§ 12. 


Es seien also zwei Reihen beliebig gegeben. Beide enthalten 
in gleicher Mächtigkeit je eine unendliche Anzahl von Objecten. 
Es wird daher möglich sein, jedem Object der einen Reihe ein 
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solches der anderen so zuzuordnen, dass die Correlation je zweier 
solcher Objecte eine ein-eindeutige ist. Wenn daher ein Object 
der ersten Reihe durch den Parameter A, das entsprechende der 
zweiten Reihe durch den Parameter 4’ definirt ist, so wird fol- 
gende Correlationsgleichung bestehen 
PAX+H+QI+H-RN HS = 0. 

Sind nun A,, As, A,, A, vier Werthe von: A; und Ai, A), A,, A, 
die entsprechenden Werthe von 4’, so wird, wenn man diese vier 
Werthepaare in die letzte Gleichung einsetzt, die Elimination von 
P, Q, R, S möglich und wir erhalten 

Ad, A — À, er Ah, Ah, 

„ml AA, MM MA, 


Wir wollen nun den Begriff des Doppelverhältnisses von vier Ob- 
jecten einer Reihe einführen, indem wir dasselbe definiren als das 
Doppelverhältniss der vier die Objecte bestimmenden Parameter. 

Dann giebt die letzte Gleichung folgenden Satz: 

Wenn die Objecte zweier Reihen einander in ein-ein- 
deutiger Weise zugeordnet werden, dann ist das Doppel- 
verhältniss von je vier Objecten der einen Reihe gleich 
dem Doppelverhältniss der vier ABEBBERSARRURN Objecte 
der anderen Reihe. 

Wenn drei Paare entsprechender Objecte zweier solcher Reihen 
gegeben sind, so kann mit Hülfe der obigen Gleichung dann zu 
jedem ferneren Object A das correspondirende 4’ gefunden werden. 

Unter den verschiedenen Arten dieses ein-eindeutigen Ent- 
sprechens zweier Reihen giebt es eine, die besondere Aufmerksam- 
keit verdient, nämlich diejenige, bei der der Maassunterschied 
zweier Objecte der einen Reihe gleich ist dem Maassunterschied 
der entsprechenden beiden Objecte der anderen Reihe. 

Diese besondere Art der ein-eindeutigen Correspondenz zweier 
Reihen ist indessen nur möglich, wenn eine bestimmte characte- 
ristische Bedingung erfüllt ist. 

Zunächst ist erforderlich, dass einem unendlich fernen Object 
der einen Reihe ein unendlich fernes Object der andern zugeordnet 
ist. Denn, wenn X ein unendlich fernes Object der einen Reihe 
ist, so hat es gegen jedes Object dieser Reihe einen unendlich 
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grossen Maassunterschied. Wenn daher die Correspondenz von der 
angedeuteten Art sein soll, so muss das entsprechende Element X’ 
ebenfalls gegen jedes Object seiner Reihe unendlich grossen Maass- 
unterschied besitzen, d. h. es muss ein unendlich fernes Object 
dieser Reihe sein. 

Wenn nun X, Y die unendlich fernen Objecte der einen Reihe, 
X', Y' diejenigen der anderen sind, und wenn A, B irgend zwei 
Objecte der ersten, A’, B' die correspondirenden Objecte der zweiten 
Reihe sind, so ist, da die Reihen einander ein-eindeutig zugeordnet 
sind 

ABIN=I4BET) 

wenn wir die übliche Bezeichnung der Doppelverhältnisse auch 
hier anwenden. Wenn nun der Umfang der ersten Reihe 


2Hni, 
derjenige der zweiten 

2H'ni 
ist, so soll hier. sein 

Hlog ABXY) = Hog ABX Y, 

aus welcher Gleichung wegen der Gleichheit der Doppelverhältnisse 
folgt 

HH. 
Wenn es also möglich sein soll, zwei Reihen einander ein-eindeutig 
so zuzuordnen, dass die Maassunterschiede entsprechender Objecten- 
paare gleich sind, so muss die Constante H für beide Reihen den- 
selben Werth haben; und umgekehrt wird, wenn die Constanten 
H zweier Reihen gleich sind, eine ein-eindeutige Zuordnung der 
betrachteten Art für diese Reihen möglich sein. 

Wenn wir uns nun vergegenwärtigen, dass das Messen nach 
der früher gegebenen Definition im Grunde darin besteht, zwischen 
den beiden zu vergleichenden Mannigfaltigkeiten eine Correspondenz 
der hier vorliegenden Art herzustellen, so wird offenbar, dass die 
Constante H überhaupt innerhalb der ganzen dreifachen Mannig- 
faltigkeit C einen und denselben Werth besitzen muss, da ohne 
dies es nicht möglich wäre, eine beliebige Reihe der Mannigfaltig- 
keit zu der gewählten Fundamentalreihe — dem Maassstabe ge- 
wissermaassen — in diejenige ein-eindeutige Zuordnung zu bringen, 
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nach der entsprechende Objectenpaare beider Reihen gleiche Maass- 
unterschiede besitzen. 
Man kann die Nothwendigkeit der Gleichung 
H= H 

auch noch in anderer Weise darthun. In der That, denken wir 
uns eine Reihe abgeleitet aus ihren beiden unendlich fernen Ob- 
jecten. Dann wird, wie oben, der Maassunterschied zwischen den 
Objecten A und « dieser Reihe 


H(logå— logea) 
sein; und in analoger Weise wird auf einer zweiten Reihe der 
Maassunterschied zweier Objecte u und ß sich durch den Ausdruck 


H'(logu—logß) 
bestimmen. Nehmen wir nun die Objecte «, ĝ als feste, unver- 
änderlich an; und sind A, u ein Paar zugeordneter Elemente, so 
ist die Bedingung dafür, dass diese Elemente nach der Correspon- 
denz der gleichen Maassunterschiede einander entsprechen, folgende 


og — H'log m 


oder in algebraischer Form 
H 


t-f 


Diese Gleichung stellt nun keine ein-eindeutige Correspondenz zwi- 
schen A, u dar. Denn wenn wir einen der Werthe von der rechten 
Seite durch w bezeichnen, so haben wir für A das System von 
Werthen 

4 H: 2 
ee (0247 a+isin2k Tr n) ; 
wo k irgend eine ganze Zahl ist. Und dieses System setzt sich 
zusammen aus H Einzelwerthen, wenn auch H eine ganze Zahl 
ist. Aber dann und nur dann reducirt sich dieses ganze Werth- 
system auf den einzigen Werth w, wenn 


HoH, 
und nur dann entspricht auch umgekehrt einem Werthe u nur 
ein einziger Werth 4. 
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Endlich kann man sich von der Constanz von H durch die 
ganze Mannigfaltigkeit C hindurch, auch so überzeugen. Der 
Maassunterschied zweier Objective einer Reihe hatte sich als perio- 
dische Function ergeben, deren Periode wir als Umfang der Reihe 
bezeichneten. Seien Ah, A’ die Umfänge zweier Reihen, und ô der 
Maassunterschied zweier Objecte auf der ersten derselben. Wenn 
wir nun auf der anderen Reihe ein Objectenpaar œ, A bestimmen, 
dessen Maassunterschied ebenfalls ð ist, so wird sich gleichfalls ein 
solches ergeben mit dem Maassunterschied d-+h, ferner ein solches 
mit dem Maassunterschied d+2A, u. s. w., von œ ergeben müssen. 
Es ist daher unmöglich, ein einzelnes Object mit dem Maassunter- 
schied d+mh von « zu finden, wenn nicht 

N 
d. h. 
HB. 

Es sind also die Umfänge aller Reihen einer dreifachen Man- 
nigfaltigkeit einander gleich. In dem Ausdrucke für den Umfang 
ist die willkürliche, oben bei der Integration eingeführte Constante 
H enthalten, die noch nicht bestimmt ist. Wir wollen über diese 
Zahl nun eine solche Entscheidung treffen, dass der Umfang gleich 
mæ wird, also 


2Hni=n 
oder 
1 
u 
$ 13. 
Seien nun @,, @a,, a,, a, irgend vier in der Mannigfaltigkeit 


C enthaltene Objecte, die von einander unabhängig sind, die also 
nicht alle einem Felde oder einer. Reihe angehören sollen. Dann 
wird unsere ganze dreifache Mannigfaltigkeit wieder dargestellt 
durch den Ausdruck 
2,4, 42,4, 44,4, +@,4,, 

WO 2, Z, @,, @, veränderliche Zahlen sind. Unter den Objecten 
dieser ganzen Mannigfaltigkeit sind nun wieder unendlich ferne 
enthalten. Wir suchen die Bedingung, welcher die Coordinaten 
eines Objectes genügen müssen, damit dieses unendlich fern sei. 
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Diese Bedingung wird in der Form 


fa, 2, 2; 2,)=0 
erscheinen. Jedes. unendlich ferne Object der Mannigfaltigkeit C 
muss dieser Gleichung genügen, und umgekehrt ist durch jedes 
Werthsystem der æ, welches mit jener Gleichung verträglich ist, 
ein unendlich fernes Object bestimmt. Zwei lineare Gleichungen 
zwischen den &,, &,, 2,, 2, bestimmen eine Reihe. Sind diese 
Gleichungen L == 0, M= 0, so sind die gemeinschaftlichen Lö- 
sungen der drei Gleichungen 

L=0 M=D0 

fa 2 %, %)=0 
die Coordinaten der unendlich fernen Objecte auf der Reihe (L = 0, 
M= 0). Es kann aber nur zwei solcher Objecte geben. Es darf 
somit auch nur zwei Werthsysteme æ, &,, @,, æ, geben, die jenen 
drei Gleichungen simultan genügen. Die Function f muss daher 
wieder eine ganze rationale Function vom zweiten Grade ihrer 
Argumente sein. 

„Alle unendlich fernen Objecte einer Mannigfaltig- 
keit dritten Grades liegen auf einem Felde zweiter Ord- 
nung.“ Die dieses Feld definirende Gleichung wollen wir in Zu- 
kunft mit 


T 


U= 0 
bezeichnen. 
§ 14. 


Wir haben bisher das Object als das fundamentale Element 
der dreifachen Mannigfaltigkeit © betrachtet. Eine Reihe wurde 
dann aus zwei Objecten abgeleitet, und zwei Reihen, die mehr als 
ein Object gemeinschaftlich hatten, mussten überhaupt alle Objecte 
gemeinschaftlich haben. 

Wir wollen nun dem Objecte die Reihe als fundamentales 
Element substituiren, wodurch das Princip der Dualität in unsere 
Betrachtungen Eingang erlangt. Wir betrachten dann also das 
Object als Erzeugniss zweier Reihen, oder wie wir in Anlehnung 
an das vorige sagen wollen, als abgeleitet aus zwei Reihen, näm- 
` lich aus denjenigen, denen es gemeinschaftlich ist. 

Durch die Zeichen r,, r, bezeichnen wir zwei Reihen und 
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durch æ, æ, wieder Zahlengrössen. Dann ist 
T, ri rar, 

der Ausdruck für eine Reihe, welche das gemeinschaftliche Object 
von r,, r, ebenfalls enthält. Variirt das Verhältniss æ, :æ,, so er- 
halten wir eine einfache Mannigfaltigkeit oder eine Reihe von 
Reihen. Der Einfachheit des Ausdrucks halber wollen wir diese 
neue Mannigfaltigkeit ersten Grades als ein Büschel von Reihen 
bezeichnen. Die Eigenschaft nun zweier Reihen, die nur ein gemein- 
schaftliches Object besitzen, dass sie nicht zusammenfallen, also mit 
Ausnahme jener gemeinschaftlichen Stelle, zunächst wenigstens im 
Endlichen, ganz getrennt sind, wollen wir ihre Abweichung nennen, 
und das Maass dieser Eigenschaft mit dem gleichen Namen bezeich- 
nen. Die Abweichung zweier Reihen ist vollkommen analog dem 
Maassunterschied zweier Objecte einer Reihe, ja sie ist geradezu der 
Maassunterschied in der einfachen Mannigfaltigkeit des Reihenbüschels. 

Sie wird also ganz denselben Gesetzen unterworfen sein, wie 
der Maassunterschied in der anderen einfachen Mannigfaltigkeit, 
der Reihe, sodass wir bei Herleitung eines analytischen Ausdrucks 
für dieselbe nur die Untersuchungen über den früheren Maassunter- 
schied zu reprodueiren hätten. 

Wir begnügen uns daher, sofort das Resultat anzugeben: 

„Sind ©, =, und %,, Yy, die Coordinaten zweier Reihen 
eines Büschels, ferner A, A, und u, a, die Coordinaten 
der beiden unendlich fernen Reihen des Büschels, so wird 
die Abweichung zwischen den Reihen (#,%,) und (y,,%,) 
bestimmt durch 


a (x, Ay — a, ANCY, Ha — Y tt) 
ya) 
wenn man bedenkt, dass die Coordinatenverhältnisse 
nichts anderes sind, als die in den früheren Paragraphen 
angewandten Parameter,“ 


§ 15. 


Die Existenz je zweier unendlich fernen Reihen für jedes 
Büschel brauchte nach den Untersuchungen über die Reihe, als 
die vorbildliche Mannigfaltigkeit ersten Grades, nicht besonders 

Ball, Mechanik. 37 
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nachgewiesen werden. Wir gehen sofort über zur Erledigung der 
Frage nach der Vertheilung aller unendlich fernen Reihen der 
sämmtlichen Büschel eines Feldes. 

Die Erledigung dieses Problems wird ermöglicht durch die, 
aus dem mehrfach angegebenen Grunde übrigens ganz berechtigte, 
Herübernahme des in der Theorie der Reihe gefundenen Satzes, 
dass ein unendlich fernes Object einer Reihe auch unendlich fernes 
Object jeder andern Reihe ist, der es angehört. Der Satz lautet hier: 

Wenn O eine unendlich ferne Reihe irgend eines 
Büschels ist, so ist sie auch unendlich ferne Reihe jedes 
anderen Büschels in demselben Felde. 

Sind nun r,, ?,, r, irgend drei von einander unabhängige, 
also nicht einem Büschel angehörige, Reihen eines Feldes, so ist 
jede andere Reihe dieses Feldes gegeben durch den Ausdruck 

Ti ri +7, Ta +2, T3 ? 
WO Z, @,, x, die Coordinaten dieser Reihe sind. 
Irgend ein Object Z in dem Felde wird durch eine Gleichung 
L at L, sL, a, = 0 
bestimmt, wo Z,, Z,, L, numerische Grössen sind. Zwei Systeme 
(2,,%,,@,), die dieser Gleichung genügen, werden ein Paar von 
Reihen bestimmen, welche jenes Object gemeinschaftlich haben. 

Wenn nun die Coordinaten einer unendlich fernen Reihe die 

Gleichung erfüllen 

ya, La, 2) = 0, 
dann wird eine das Object Z enthaltende unendlich ferne Reihe 
definirt werden durch das System der gleichzeitigen Lösungen von 


Lis tL, s, +L, t, = 0 
Plts Ba, 2) = 0. 
Aber es kann nun wieder für jedes Object nur zwei unendlich ferne 
Reihen geben. Die letztere Gleichung muss daher auch wieder 
vom zweiten Grade sein. Wir haben somit das folgende wichtige 


Resultat: 
„Die Coordinaten aller unendlich fernen Reihen 


eines Feldes genügen einer homogenen Gleichung zweiten 
Grades.“ 
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$ 16. 


Wenn wir uns die für den Maassunterschied zweier Objecte 
einer Reihe gefundenen Sätze sowie die ihnen entsprechenden für 
die Abweichung zweier Reihen eines Büschels vergegenwärtigen, 
so kommen wir zu folgenden allgemeinen Ergebnissen. 

Es giebt hinsichtlich des Maassunterschiedes zweier Objecte in 
jedem Felde ein System ausgezeichneter Objecte und ausgezeich- 
neter Reihen. Die ausgezeichneten Objecte sind dadurch characte- 
risirt, dass sie von jedem anderen Objecte durch unendlich grossen 
Maassunterschied getrennt sind. Die ausgezeichneten Reihen haben 
die Eigenschaft, dass jede zwei ihrer Objecte den Maassunterschied 
Null besitzen. 

Auch hinsichtlich der Abweichung zweier Reihen enthält jedes 
Feld zwei Systeme ausgezeichneter Elemente: Objecte und Reihen. 
Jede ausgezeichnete Reihe hat unendlich grosse Abweichung gegen 
jede andere Reihe. Jedes ausgezeichnete Object besitzt die Eigen- 
schaft, dass jedes Paar von Reihen, dem es angehört, die Abwei- 
chung Null hat. 

Jede Reihe enthält im Allgemeinen zwei Objecte von unend- 
lich grossem Maassunterschied gegen jedes andere, und zwei Ob- 
jecte, deren Reihen verschwindende Abweichung besitzen. Jedes 
Reihenbüschel enthält im Allgemeinen zwei Reihen von unendlich 
grosser Abweichung gegen jede andere, und zwei Reihen, deren 
sämmtliche Objectenpaare verschwindenden Maassunterschied be- 
sitzen. 

Auf einer Reihe mit durchgehends verschwindendem Maass- 
unterschied der Objectenpaare fallen die unendlich fernen Objecte 
zusammen, und ihr Maassunterschied gegen andere Objecte der 
Reihe ist unbestimmt. In einem Reihenbüschel, dessen Reihen- 
paare durchgehends die Abweichung Null besitzen, fallen die beiden 
Reihen von unendlich grosser Abweichung zusammen, und ihre 
Abweichung gegen jede andere Reihe des Büschels wird unbestimmt. 

Die Existenz einer Reihe mit überall verschwindendem Maass- 
unterschied der Objectenpaare ist eben eine Consequenz des Zu- 
sammenfallens der beiden unendlich fernen Objecte der Reihe. Wir 


können somit den Satz aufstellen: 
31” 
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Eine Reihe, die zwei consecutive unendlich ferne Ob- 
jecte besitzt, ist eine Reihe von überall verschwinden- 
dem Maassunterschied der Objecte. 

Diesem entspricht nach dem Prineip der Dualität der andere 
Satz: 

Ein Object, welches zwei consecutiven unendlich fer- 
nen Reihen gemeinsam ist, besitzt die Eigenschaft, dass 
alle Reihen, welchen es angehört, die Abweichung Null 
gegeneinander haben. 


$ 17. 


Aus diesen Ergebnissen kann in keiner Weise strenge ge- 
schlossen werden, dass die unendlich fernen Objecte auf den un- 
endlich fernen Reihen liegen, oder mit anderen Worten, dass eine 
Reihe unendlich ferner Objecte auch eine unendlich ferne Reihe sei. 

Wohl aber dürften die gewonnenen Resultate hinreichen, um 
die Aufstellung des zur Vollendung unserer Theorie der Maassbe- 
stimmung nothwendigen Grundsatzes zu rechtfertigen, den wir so 
formuliren: 

„Wenn zwei Reihen eines Feldes die Abweichung Null 
besitzen, so ist ihr gemeinschaftliches Object ein unend- 
lich fernes, und umgekehrt.“ 

Das gemeinsame Object aller Reihen eines Büschels von überall 
verschwindender Abweichung ist daher unendlich fern, und hieraus 
folgern wir das wichtige Resultat, dass alle Objecte von unendlich 
grossem Maassunterschied gegen die andern gleichzeitig die Eigen- 
schaft besitzen, dass alle durch sie hindurchgehenden Reihen ver- 
schwindende Abweichung haben, und umgekehrt. Dann fallen aber 
in der That die beiden Systeme ausgezeichneter Elemente, die wir 
im vorigen Paragraphen anführten, in eines zusammen. 

Jedes consecutive Paar ausgezeichneter Objecte bestimmt eine 
Reihe, deren einzelne Objecte verschwindenden Maassunterschied 
gegen einander und zugleich die Eigenschaft besitzen, dass jedes 
Reihenbüschel durch sie überall verschwindende Abweichung auf- 
weist. 

Unendlich ferne Objecte sind solche, die im Allgemeinen 
von jedem anderen Object durch unendlich grossen Maassunterschied 
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getrennt sind, und zugleich die Eigenschaft besitzen, dass jedes sie 
enthaltende Reihenpaar verschwindende Abweichung hat. 

Unendlich ferne Reihen sind solche, die im Allgemeinen 
gegen jede andere Reihe unendlich grosse Abweichung und zugleich 
die Eigenschaft besitzen, dass der Maassunterschied eines jeden ihrer 
Objectenpaare im Allgemeinen verschwindet. 


$ 18. 


Sowohl der Maassunterschied zweier Objecte als auch die Ab- 
weichung zweier Reihen ist durch den analytischen Ausdruck des 
Logarithmus eines Doppelverhältnisses bestimmt. Dieser Logarith- 
mus besitzt noch als Factor eine willkürliche, aus einer Integration 
hervorgegangene Constante, die wir für den ersten Fall mit H, im 
zweiten mit H' bezeichneten. Die Bedeutung von H war dadurch 
festgestellt, dass wir 3 

2Hri 
als Umfang der Reihe definirten. Analog wollen wir 

2H'ni 
als Umfang des Reihenbüschels bezeichnen. Und zur Definition 
von H' wollen wir noch festsetzen, dass die Umfänge von Reihe 
und Büschel übereinstimmen. Es muss dann also werden 


SH'mi= n 
oder 
BP 
u d 
BE 


Damit ist dann die Maassbestimmung unserer allgemeinen 
dreifachen Mannigfaltigkeit C vollständig festgestellt. Es möge 
noch bemerkt werden, dass nunmehr für diese Maassbestimmung 
die sämmtlichen Formeln der sphärischen Trigonometrie in der 
üblichen Form können hergeleitet werden. 


www.rcin.org.pl 


582 Mechanik im Nicht-Euklidischen Raume. 


Kapitel XXVI. 


Die räumliche Abbildung einer allgemeinen dreifachen 
Mannigfaltigkeit und die elementare Bewegung. 


$1. 

Wie schon in der Einleitung des vorigen Kapitels hervorge- 
hoben wurde, halten wir uns an die Erfahrungsthatsache, dass uns 
der Raum als dreifache Mannigfaltigkeit erscheint. 

Es braucht nun nicht bewiesen zu werden, dass zwei gleich 
mächtige Mannigfaltigkeiten immer einander so können zugeordnet 
werden, dass einer Constituente der einen eine der anderen Man- 
nigfaltigkeit entspricht und umgekehrt. Diese ein-eindeutige Cor- 
respondenz der beiden Mannigfaltigkeiten wollen wir als die Ab- 
bildung derselben auf einander bezeichnen. 

Die Constituenten irgend einer ganz allgemein gedachten drei- 
fachen Mannigfaltigkeit haben wir als Objecte bezeichnet. Die 
Constituenten des Raumes sind die Punkte. Irgend ein Object der 
durch den Ausdruck 

L A tT A, Ht a HT A 
analytisch gegebenen Mannigfaltigkeit ist durch die Verhältnisse der 
vier Zahlen æ gegeben. Durch die gleichen Verhältnisse können 
wir immer eindeutig einen Punkt im Raume bestimmen. Wir 
werden daher den Raum R auf die Mannigfaltigkeit C immer so 
abbilden können, dass 

Einem Object von C entspricht ein Punkt von R, und 
einem Punkt von R entspricht ein Object von €. 

Seien zwei Objecte in C gegeben, also 

s a +2,4,+42,04,+2,4,, 

Y a FY, A, FY; Qy HY, A. l 
Dann lässt sich aus diesen Objecten eine Reihe ableiten, deren 
Ausdruck ist 

(m +iy, Ja + +2y,)a, +(e tiya He Hy), 
wo 4 ein stetig veränderlicher Parameter ist. Einem jeden durch 
einen bestimmten Werth von 4 characterisirten Object entspricht 
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ein Punkt mit den Coordinaten 
try, BHAY, BHAY BHAY. 
Für veränderliches A liegen aber alle diese Punkte auf der durch 
die Punkte æ, y geführten Graden. Daher: 
Die Objecte einer Reihe in C entsprechen ein-ein- 
deutig den Punkten einer geraden Linie in R. 
Sind drei Objecte in C gegeben durch die Ausdrücke 
v A —+2,4,+2,4,+2,4,, 
Ya HY, 0, HY l FY, l, 
2, H 2 Aa F Zal, H 2,9, , 
so wird der Ausdruck 
(z +iy tuz a (eH iy +u2)a, + tHAy Hn) 
+a tiy Hue )a 
ein Feld darstellen, wenn A, u sich continuirlich ändern. Jedem 


durch ein Werthsystem (A, u) gegebenen Objecte dieses Feldes cor- 
respondirt in R ein Punkt von den Coordinaten 

aH Ày HU, try HU, Byty HU, v, +y, Fuz. 
Alle diese Punkte erfüllen für veränderliche (A, u) eine Ebene. 
Daher: 

Die Objecte eines Feldes in C entsprechen ein-ein- 
deutig den Punkten einer Ebene in R. 

Wir sahen im vorigen Kapitel, dass alle unendlich fernen Ob- 
jecte von C Coordinaten besitzen, welche einer homogenen qua- 
dratischen Gleichung genügen. Danach schliessen wir: 

Alle unendlich fernen Objecte von € haben als Bilder 
in R solche Punkte, die einer Fläche zweiter Ordnung 
angehören. 

Diese Fläche nennen wir die absolute Fläche des Raumes R. 

Erinnern wir uns der Definition für das Doppelverhältniss von 
vier Objecten einer Reihe, so haben wir sofort den Satz: 

Das Doppelverhältniss von vier Objecten einer Reihe 
ist gleich dem Doppelverhältniss der vier entsprechenden 
Punkte der Geraden, welche der Reihe correspondirt. 

Hieraus und aus dem analogen Satz, der aus der Correspon- 
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denz zwischen Reihenbüschel und Strahlenbüschel herzuleiten ist, 
folgern wir nun die wichtigen Ergebnisse: 

Der Maassunterschied zweier Objecte ist proportional 
dem Logarithmen des Doppelverhältnisses der beiden ent- 
sprechenden Punkte zu denjenigen Punkten, in welchen 
deren Verbindungsgerade die absolute Fläche schneidet. 

Die Abweichung zweier Reihen eines Büschels ist 
proportional den Logarithmen des Doppelverhältnisses 
desjenigen ebenen Strahlenbüschels, welches gebildet 
wird aus den beiden jenen Reihen entsprechenden Strah- 
len und den beiden Tangenten, die von dem Durch- 
schnittspunkte dieser Strahlen nach der absoluten Fläche 
gezogen werden können. 

Der Punkt z y ‘a, & 


39 


fläche U = O die Polarebene 


æ, besitzt in Bezug auf die Absolut- 


ER: 
u ða, da, 9 Or, ar i 


Das diesem Punkte entsprechende Object besitzt also ein „Polar- 
feld“, welches dieser Ebene correspondirt. Mit Einführung der 
Begriffe Pol und Polare für Object und Feld erlangen wir fast so- 
fort den Satz: 

Der Maassunterschied eines Objects von jedem Object 
7 
Y 

Endlich lässt sich nunmehr auch der Begriff der Abweichung 
zweier Felder aufstellen durch den Satz: 

Die Abweichung zweier Felder wird definirt als die 
Abweichung ihrer Pole. 


seiner Polarebene ist gleich 


§ 2. 


Bevor wir in der Betrachtung der Abbildung einer allgemeinen 
Mannigfaltigkeit C auf dem gegebenen Raum weitergehen, möge 
kurz die Bedeutung der Untersuchungen des vorigen Capitels für 
die Geometrie erörtert werden. 

Wir hatten gefunden, dass jede Reihe zwei unendlich ferne 
Objecte enthält. Und zwar waren diese bestimmt durch die 
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Wurzeln einer gewissen quadratischen Gleichung. Darauf fussend 
haben wir weiter schliessen können, dass alle unendlich fernen 
Objecte eines Feldes eine Reihe zweiten Grades bilden. 

Die Gleichung dieses Gebildes war homogen, durch die drei 
Coordinaten æ, æ, x, eines Objectes in einem Felde, gegeben 

fa, 2, 2) = 0, 
wo also f eine quadratische Form der Argumente bedeutet. 

Es sind nun drei Fälle möglich. Erstens kann die Form f 
so beschaffen sein, dass der obigen Gleichung stets durch reelle 
Werthsysteme (w,, &,, æ) genügt werden kann. Dann hat jede 
Reihe in dem betrachteten Felde zwei reelle unendlich ferne Objecte. 
Zweitens kann die Form f zerfallen in das Product zweier gleichen 
linearen Factoren. Dann hat jede Reihe thatsächlich nur ein 
unendlich fernes Object, welches aber allerdings betrachtet werden 
muss als ein Paar coincidirender Objecte. Endlich ist drittens 
möglich, dass der Gleichung f = O überhaupt nicht durch reelle 
Werthsysteme (z,,@,, ,) genügt werden kann. Dann hat keine 
Reihe des Feldes unendlich ferne (reelle) Objecte. Die Reihe ist 
dann ein im Endlichen in sich zurückkehrendes, geschlossenes, 
Gebilde. 

Es giebt also drei verschiedene Formen, in denen wir uns 
hinsichtlich der Maassverhältnisse, die allgemeinste Mannigfaltigkeit 
ersten Grades, die Reihe, vorstellen können. 

In der Euklidischen Geometrie wird die Annahme gemacht, 
dass die gerade Linie, also eine Mannigfaltigkeit ersten Grades nur 
einen unendlich fernen Punkt besitzt. Diese Annahme erhält ihre 
Berechtigung aus dem Umstande, dass wir mit ihr bei keiner 
Anwendung der Geometrie zu Ergebnissen gelangen, die der Er- 
fahrung widersprechen. 

Rein theoretisch muss aber zugegeben werden, dass, da wir 
niemals zu dem unendlich fernen Punkte der Geraden vordringen 
können, sondern immer nur endliche — wenn auch noch so grosse — 
Strecken kennen lernen, die beiden anderen Annahmen, die nach 
der allgemeinen Theorie möglich sind, gleiche Berechtigung mit der 
thatsächlich gemachten besitzen. 

Man hat daher auch unter den Voraussetzungen, dass die 
Gerade entweder zwei oder gar keine unendlich fernen Punkte 
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besitze, in sich consequente Geometrieen ausgebildet. Die eine, bei 
der man der Geraden zwei unendliche ferne Punkte zuspricht, hat 
man die hyperbolische Geometrie genannt, während die andere, in 
der die gerade Linie ohne reelle unendlich ferne Punkte auftritt, 
als elliptische Geometrie bezeichnet wird. In Uebereinstimmung mit 
dieser, im Anschluss an einen häufigen Gebrauch in der modernen 
Geometrie gewählten, Terminologie heisst die Euklidische Geometrie 
auch parabolische Geometrie. 

Wir werden im Folgenden eine Mannigfaltigkeit betrachten, 
für die eine der elliptischen Geometrie analoge Maassbestimmung 
Platz greift, weshalb wir uns hier auf einige kurze Bemerkungen 
über die hyperbolische Geometrie beschränken wollen. 

Da in dieser Geometrie die Gerade zwei unendlich ferne Punkte 
besitzt, so giebt es durch einen Punkt immer zwei Geraden, welche 
eine gegebene gerade Linie im Unendlichen schneiden, mit andern 
Worten: durch einen Punkt giebt es zwei Parallelen zu einer 
Geraden. Diese Parallelen schliessen einen Winkel mit einander 
ein, der wächst mit der Entfernung des Punktes von der gegebenen 
Geraden. Rückt der Punkt insbesondere in unendliche Entfernung 
von der Geraden, so wird der Winkel der Parallelen gleich æ. Zählt 
man die Winkel in umgekehrter Richtung, so ist dieser Parallel- 
winkel jetzt Null, wie auch offenbar ist, da zwei Geraden, die sich 
auf dem Fundamentalkegelschnitt schneiden den Winkel Null ein- 
schliessen. Der Winkel zwischen einer Geraden und einer ihrer 
Parallelen ist also auch Null. Leicht zu sehen ist auch nun, dass 
die Summe der Winkel in einem Dreiecke, dessen Ecken unendlich 
fern liegen, Null ist. In einem ganz im Endlichen gelegenen 
Dreieck des hyperbolischen Raumes ist die Winkelsumme kleiner 
als 27. 

Wir begnügen uns mit diesem Hinweise auf einige wichtige 
Punkte aus der hyperbolischen Geometrie und verweisen in Bezug 
auf nähere Auseinandersetzungen auf die Arbeiten der Herren Bat- 
taglini*) und F. Klein**). 


*) Battaglini, Sulla geometria imaginaria di Lobatschewsky. Giornale di 


matematiche t. V. 1867. 
**) F, Klein, Ueber die sogen. Nicht-Euklidische Geometrie. Mathematische 


Annalen. t. IV. 
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Wenden wir uns nun noch zu einer kurzen Betrachtung der 
Art und Weise, in der sich die parabolische Geometrie als Special- 
fall der allgemeinen Maassbestimmung in einer dreifachen Mannig- 
faltigkeit darstellt. In der parabolischen Geometrie fallen die beiden 
unendlich fernen Punkte der Geraden in einen einzigen zusammen. 
Das unendlich ferne Gebilde der Ebene wird also hier eine einzige 
doppelt zu zählende Gerade — die unendlich ferne Gerade — sein. 
Auf dieser Geraden liegt das imaginäre Punktepaar 
ty’ =, 
wie man sich leicht überzeugt, wenn man die Kreisgleichung in 
orthogonalen Coordinaten in der Form der Gleichung eines Kegel- 
schnittbüschels schreibt 
S+4iuvr = 0, 
wo 
S= a’+y? 
u == const. 
v = pæ+-qy—+1 


ist, und wenn man noch beachtet, dass für ein Parallelcoordinaten- 
system die unendlich ferne Gerade die Gleichung 


const. — 0 
hat. 

Dieses Punktepaar — die imaginären Kreispunkte — und die 
sie verbindende Doppelgerade sind also der unendlich ferne Kegel- 
schnitt der Euklidischen Ebene. 

Wir sehen nun sofort, dass die Maassbestimmung im ebenen 
Strahlenbüschel ganz den allgemeinen Gesetzen folgt, die für den 
Reihenbüschel gefunden wurden. Jeder Büschel besitzt zwei Funda- 
nentalstrahlen, nämlich die durch die Kreispunkte gehenden. Gehen 
vir also sofort zur Betrachtung der Maassbestimmung auf der 
geraden Linie über. Ist in homogenen Punktcoordinaten 

W ==0 
die Gleichung des unendlich fernen Gebildes der Ebene, und wir 
vollen den Maassunterschied der Punkte æ (æ, x,, @,) und y(Y,, Yas Ya) 
aner Geraden bestimmen, so sind in W an Stelle der Variabeln 
die Ausdrücke uz,—4y, zu substituiren, wodurch wir erhalten 
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Wa —21uWy + W=, 
wo die Bedeutung der Zeichen Wr, Wey, Wy klar ist. Daraus 
ergiebt sich 


4 44: Way +V Wa— Wi: Win 


u Way —y W}, — En Pi i 
wo 4 das Doppelverhältniss der Punkte x, y zu den beiden Schnitt- 


punkten ihrer Geraden mit W=0 ist. Es ist nun der Maass- 
unterschied ð von æ und y \ 


À 
d — Hlog i : 
Nun ist 
. t+ 1 
logt = 2iarccos ——, 
a 2yt 
und somit 
ô = 2 Hiarccos ———— 
22 Wyy 
oder auch 
W.W,-W;, 
ô = 2 Hiarecsin V ze Wyy— Wa ; 
VWa Wy 
Ist nun 


P = piZ, + Pi +H Pat, = 0 
die Gleichung der unendlich fernen Geraden, so wird hier 
v-p 
und wenn wir mit A die Discriminante von W bezeichnen, so ist 
Wrs Wy — Wa, = Af (e, y), 
und dies verschwindet, weil A = 0, wenn W ein vollständiges 


Quadrat. Setzen wir noch statt des verschwindenden Sinus den 
Bogen, so ist, nach Unterdrückung des Factors A 


. VFla, y) 
ô = 2 Hi ——— 
y Waz Wy 


P,P, 
Der Maassunterschied zweier Punkte einer Geraden ist also in der 
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Euklidischen Geometrie eine algebraische Function der Coordi- 
naten dieser Punkte, während die Abweichung zweier Strahlen 
eines Büschels, ihr Winkel, eine transcendente Function bleibt, 
wie in der allgemeinen Mannigfaltigkeit die Abweichung zweier 
Reihen eines Büschels. 

Die vollkommene Dualität, auch hinsichtlich der Maassver- 
hältnisse, zwischen Reihen und Büscheln, die wir in der Theorie der 
allgemeinen Mannigfaltigkeit dritten Grades fanden, hört also in 
der Euklidischen oder parabolischen Geometrie auf. 

Betreffs fernerer Ausführungen, die uns hier zu weit vom 
eigentlichen Gegenstand ablenken würden, sehe man Herrn Killings 
Werk und den oben erwähnten Aufsatz des Herrn F. Klein nach. 


83. 


Indem wir uns nun wieder zu allgemeineren Untersuchungen 
wenden, werden wir von der im $ 1 angegebenen Abbildung einer 
Mannigfaltigkeit C auf den gegebenen Raum der Erfahrung durch- 
gängig Gebrauch machen. Dabei möge aber ganz ausdrücklich 
hervorgehoben sein, dass wir mit der Mannigfaltigkeit C keinerlei 
geometrische Begriffe verbinden wollen. Namentlich möge immer 
festgehalten werden, dass die Objecte von C und die Punkte des 
Raumes in gar keine Beziehung stehen, als dass die letzteren die 
Bilder der ersteren — gewissermaassen Zeichen für die Objecte, 
niemals aber die Objecte selber — sind. 

Wir wollen hier in der Mannigfaltigkeit C diejenige Beziehung 
betrachten, welche der Bewegung im Erfahrungsraum entspricht. 
Dabei wird es vollkommen berechtigt sein, wenn wir unsere 
Grundvorstellungen bilden nach jenen, die wir in unserem Raume 
erworben haben. 

Nun lässt sich eine unendlich kleine Verschiebung eines 
starren Systems im Raume immer darstellen durch eine eindeutige 
Transformation der Coordinaten aller Systempunkte, die den 
Character hat, dass die Entfernung zweier Systempunkte durch die 
Coordinatentransformation nicht geändert wird*). 

Von dieser Bemerkung ausgehend denken wir uns nun die 


*) Siehe Kirchhoff, Mechanik. Vorlesung VIII. 
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Mannigfaltigkeit C erfüllt von zwei Systemen von Objecten, die in 
solcher Beziehung zu einander stehen, dass einem Object des einen 
Systems ein Object des anderen entspricht, und umgekehrt. Ist 
jedes Object durch seine vier homogenen Coordinaten, oder also 
durch seinen Bildpunkt gegeben, so wird, wenn die Objecte des 
einen Systems durch æ, die des anderen durch y bezeichnet werden, 
diese Beziehung ihren analytischen Ausdruck wieder nur in der 
folgenden linearen Transformation finden können 

y = WM) +(12)2,+(13)2,+ (19x, 

y, = (21), +@2)2, +23), +29, 

Y = BIr, + 82)r, +83) +89, 

y, = (41)2,+42)2,+(43)2,+(44)2,. 
Soll diese Transformation derjenigen entsprechen, welche im Raume 
Bewegung heisst, so muss sie so beschaffen sein, dass wenn die 
Objecte æ, & durch die Transformation in die Objecte y, n über- 
geführt werden, und wenn man durch das Functionszeichen ô den 
Maassunterschied bezeichnet, 
d(e, E) = 4, m 
ist. 

§ 4. 

Wenn nun O ein unendlich fernes Object vor der Transfor- 
mation ist, so muss es auch offenbar nach derselben, als Object O', 
unendlich fern sein. Denn, es sei irgend ein anderes Object X von 
der Transformation nicht unendlich fern, und werde auch durch 
dieselbe nicht in ein unendlich fernes übergeführt. Es heisse nach 
der Transformation X’. Dann ist, nach obigem, 

PETRS EE COAN; 
Von der linken Seite dieser Gleichung wissen wir, dass sie einen 
unendlich grossen Werth besitzt. Wir schliessen somit, dass auch 
die rechte unendlich gross sein muss. Demnach muss eins der 
Elemente O', X’ unendlich fern sein. Und da dies für X’ aus- 
drücklich als nicht zutreffend vorausgesetzt wird, so muss O' un- 
endlich fern sein. 

Bei einer linearen Transformation der Mannigfaltig- 
keit C, bei der Erhaltung der Maassunterschiede statt- 
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findet, gehen also unendlich ferne Objecte wieder in un- 
endlich ferne über. 

Wir können dies auch so ausdrücken, dass bei einer 
solchen Transformation das unendlich ferne Gebilde in 
sich selbst transformirt wird. 

Endlich kann dem Ergebniss, unter Berücksichtigung der Ab- 
bildung von C auf dem Punktraum auch die Form gegeben werden: 

Bei der räumlichen Abbildung einer linearen Trans- 
formation von C, welche die Maassunterschiede unverän- 
dert lässt, wird die Absolutfläche des Bildraumes in sich 
selbst transformirt. 


85. 

Es entsteht nun die Frage, welche Form der Gleichung des 
unendlich fernen Gebildes von C — oder was hier auf dasselbe 
hinauskommt der Absolutfläche des Bildraumes — für die fernere 
analytische Behandlung die einfachste ist. Wir wollen diese Frage 
in der eingehenden Weise besprechen, in der sie durch Sir R. 
Ball erörtert worden ist, und zwar wollen wir sie direct erledigen 
für den Bildraum, womit sie ja dann auch für die Mannigfaltigkeit 
C entschieden ist. 

Im Allgemeinen existiren immer vier Punkte im Raume, die 
durch eine lineare Transformation ungeändert bleiben. Man findet 
dieselben, wenn man setzt 


Ta a AT REI Er FE 
und den Parameter ọ aus der Gleichung vierten Grades bestimmt 
(dD)—-g, (12), (13), (14) 
O) (21)  @2)—ọ, (23), 24) | _ 0, 
31), (82),  (683)—e 64 
a, (a), (BB, S a 
welche Determinante wir für ọ = O mit A bezeichnen. 

Die vier Wurzeln von (g), die wir mit @,, 0,, 0,, 0, bezeich- 
nen, bestimmen nun die vier Doppelpunkte der beiden Punktsy- 
steme æ und y. Die Coordinaten dieser Doppelpunkte bezeichnen 
wir durch 
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' n" n IV aS 
Dy u, a i=1,2.3,4 


Diese Punkte sind die Ecken eines Tetraeders, dessen eine Seiten- 
ebene die Gleichung 


A =PdD 
hat, wo 
1%; Tas KET Gin 
EIT ART AET S 
1 ER 2), a ER 
ao, u, a a 


Bilden wir nun das Produkt der Determinanten X, und A, so 
wird, mit Hülfe bekannter Sätze 

X.A = 9,99, Y,» 
wo Y, die Bedeutung hat 


Beachtet man nun, dass 
A = f, Q s Qus 
so folgt Y, = ọ, X, und analoge Gleichungen für die anderen 
Grössen Y: 
Yy=qaX, %,=4ÄX,, yv=90%, Y, = 0X. 

Die Grössen Lı, &,, @,, «, können’ aus den Gleichungen 

X =0 i=1,2,34 
als lineare homogene Functionen der X; dargestellt werden. Die 
Gleichung der Absolutfläche des Bildraums wird dann auch als 
Function der X; erscheinen 

X, X, X, X)=0. 

Diese Gleichung soll nun unverändert bleiben, wenn wir jeden 


Punkt durch den ihm auf Grund der Verwandtschaftsgleichungen 
des $ 3 entsprechenden ersetzen. Es muss also auch sein 


ce U: I Y,)= 0, 
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mit anderen Worten: die Gleichung 
KA; X; X,, X,) =0 f 
muss bestehen bleiben, wenn ọ,X, an Stelle von X,, ..., X, 
an Stelle von X, tritt. Aus dieser Bedingung ist nun die be- 
sondere Form der quadratischen Function f abzuleiten. 
Sei demnach ganz allgemein 


f= 4,0" +, +24,0,+"—=0. 
Machen wir nun hier die angegebenen Substitutionen, so erhalten 
wir als Bedingungen dafür, dass die Fläche in sich übergeht, diese 
Kette von Gleichungen 
Agi: A, 
Hier sind nun zunächst einige Sonderfälle zu beachten. Sind alle 


Coefficienten A, mit Ausnahme eines, Aa, Null, so ist die Glei- 
chung der Absolutfläche 


u Ano An ET ER 490,8 In e 


1 


0, 
stellt also nur eine Ebene des oben erwähnten Tetraeders dar. 


Verschwindet von den Grössen A nur A;r nicht, so haben wir 
für f die Form X;X+ und die Gleichung 


XX=0 
giebt ein Ebenenpaar. 
Sind alle Coefficienten Null bis auf die beiden A, und Az, 
so wird wiederum die Fläche ein Ebenenpaar 
Aiki +AuXr ef 
mit der Bedingung 
e; = 7% 
Ebenso wird bei nur zwei nicht verschwindenden Coefficienten 
die Form möglich sein 
4,%72 AuK; Xr = 0, 
die durch obige Transformation in sich selbst übergeht, wenn 
e; = 00 
und ebenfalls ein Ebenenpaar darstellt. 
In gleicher Weise ist das Ebenenpaar 
ArX:Xı +4; X: X; = 0 


Ball, Mechanik. 38 
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mit der Bedingung 
0,0, = 0,0, 
eine mögliche Form des Gebildes f = 0. 
Endlich schliessen sich als ferner mögliche zweigliedrige Formen 
von f hier an 
Air Xi Kt An XXn = 0 
mit der Bedingung 
0,0, = 0,04» 
und 
Ai Xi Agn X; X = 0 
mit der Bedingung 
e; = 0,9: 
In ganz analoger Weise können wir die Reihe von Sonderfällen 
aufzählen, in denen f trinomische Form hat. Dann genügen die 
Grössen eg zwei simultanen Gleichungen; wie etwa für 
0i = E3 = Qa, 
f= 0 die Form hat 
A, Xit Ap X, +24, X, X, =Q. 

Alle diese Formen der Function zweiten Grades haben ja nun 
allerdings die Eigenschaft, ungeändert zu bleiben durch eine Trans- 
formation, die die Maassunterschiede ungeändert lässt. Die ein- 
fachste allgemeine unter ihnen ist aber jedenfalls *) 

Au, ATAA, X, en 0, 
die wir auch, wenn 
4.:4,=4 
so schreiben können 
(a) KL X, +4X, X, =0 
mit der Bedingung 
0,0, = 90,- 
In dieser Form wollen wir demnach die Gleichung der Absolutfläche 
annehmen. Aus ihr erkennen wir, dass für die angenommene 
Transformation nicht nur die Absolutfläche selber, sondern eine 
einfach unendliche Menge von Flächen zweiten Grades in sich 


*) Die anderen einfachen binomischen Formen führen wie wir sahen alle 
auf specielle Fälle einer Fläche zweiter Ordnung. 
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übergehen. In der That bleibt der Quotient 

X,X, 

ATAR 
unabhängig von seinem Werthe ungeändert, wenn die Trans- 
formation so beschaffen ist, dass 


Q, 0—0; 0, = O. 

Betrachten wir nun eine Reihe, auf deren Objecte eine solche 
Transformation angewandt ist. Seien P, Q zwei Objecte dieser 
Reihe, deren unendlich ferne Objecte wir durch X, Y bezeichnen. 
Durch die Transformation werden diese Objecte bezüglich über- 
geführt in P', Q', X’, Y', von denen die beiden letzteren unend- 
lich fern sein müssen, da unendlich ferne Objecte durch die Trans- 
formation auch wieder in solche übergeführt werden. Endlich lässt 
die Transformation bekanntlich die Doppelverhältnisse ungeändert, 
sodass wir also haben 

(PQXY)=(P'QR'X'Y'), 
woraus nach den Ergebnissen des Kapitels XXV folgt, dass der 
Maassunterschied der Objecte P, Q gleich dem der transformirten 
Objecte P', Q' ist. Es bleiben also in der That durch die ange- 
wandte Transformation alle Maassunterschiede ungeändert. 

Aus der vollkommenen Dualität, welche zwischen Reihen und 
Büscheln besteht, schliessen wir sofort, dass auch alle Ab- 
weichungen durch diese Transformation ungeändert bleiben. 


§ 6. 
Wir fanden als Bedingung, welche die Coefficienten einer 


linearen Transformation erfüllen müssen, damit diese die hier ver- 
langte Eigenschaft besitze, die Gleichung 


9,0, = 0 
sehen den vier Wurzeln der Gleichung (g). Dies ist aber nur 
ein Factor der allgemeineren Gleichung 


(9: — 89) a —8:8,I(9: 4 — 9:9) = O, 
welche für solche Bewegungstransformationen immer besteht. Von 
der Existenz dieser Gleichung überzeugt man sich leicht, wenn 


man die geometrische Beziehung der Absolutfläche, wie sie durch 
38* 
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Gleichung (2) gegeben ist, zu dem Coordinatentetraeder beachtet. 
Wir wollen die Gleichheit der Doppelverhältnisse, um die es sich 
hier handelt, noch rein geometrisch zeigen. 
Alle Flächen der Schaar 
X, X, +4X X, =0 
haben je zwei Erzeugende jeder Art gemein, nämlich 
A Ar TE S T E 
und 
2 E el eh E 
In der That, die Geraden X, = 0, X, =0 und X, = 0 liegen 
beide in der Ebene X, = O und schneiden also einander, gehören 
somit verschiedenen Systemen Erzeugender der Fläche an. Dasselbe 
gilt für die beiden anderen Geraden, die sich in der Ebene X, = 0 
schneiden. 
Das Tetraeder, welches diese vier Geraden bilden bleibt nun 
ungeändert bei der Transformation. Irgend ein Punkt der Geraden 
X, = 0, X, = 0, dessen Coordinaten sind 


O U 
geht über in einen Punkt 
0, OA 0, DAL, 
Fig. 58. Seien in Fig. 58: 1, 2, 3, 4 die 
Ecken des Fundamentaltetraeders. 


Die Transformation möge P in P', 
Q in Q' überführen. Jedem P auf 


24 entspricht ein P' und die Reihen 
der P und P’ sind projectiv. Ganz 
dasselbe gilt von den Reihen der Q 


und Q' auf 13. Dabei sind 2, 4 
und 1, 3 die Doppelpunkte der beiden 


Reihen 24 und 13. Schreiben wir 
die Punkte auf 24 in der Ordnung 
er c 
Durch 2 geht eine Erzeugende der Fläche, nämlich 23 (der Strahl 12 
ist keine Erzeugende); durch 4 ebenfalls eine Erzeugende 41 (die 


3 
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Gerade 43 ist wieder keine Erzeugende). Wir haben somit auf 
13 die folgende correspondirende Punktfolge 

D E aA 
Diesen acht Punkten kommen nun die beigefügten Coordinaten- 
werthe zu: 


2: a PRN 6 BEER N, | 3: OO, 1, 0 
4: Ore 0, 0, 1 1: 1; 0, 0, 0 
P: O T h A Q: Kore ORTTI RRO 
Pi DR AR Aa Ne 32 Sa Fa a e L, 


Das Doppelverhältniss des ersten Quadrupels ist dasjenige der 
Zahlen 


X 0,X 
0, 00, 4 4 4 
X,’ X, 
das der zweiten Gruppe dasjenige von 
X,  GL:. 
oo, 0, a ’ 0, a ) 
und die beiden Doppelverhältnisse sind wieder einander gleich wegen 
0103 = 03 0; 
Fig. 59. 
1 Q g 3 
| 
p 


pP 


Zu gleichem Resultate gelangt man mit Fig. 59. Wenn 14 
und 32 Erzeugende der Fläche sind, so wird der Punkt 4 (nicht 2) 
dem Punkte 1, und der Punkt 2 (nicht 4) dem Punkte 3 ent- 
sprechen, wonach die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

(1QQ'3) = (4PP'2) 
vollkommen klar wird. 
In der That, es ist immer gestattet, PQ als eine Erzeugende 
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der Fläche anzusehen. Dann muss P'Q' ebenfalls eine Erzeugende 
sein, da die Transformation ja die Fläche in sich selbst über- 
führt. Wir haben somit vier Erzeugende der einen Art, nämlich 
41, PQ, P'Q', 23, welche zwei Erzeugende der anderen Art 13 
und 24 schneiden, woraus sich dann sofort aus bekannten Sätzen 
die Gleichung 
(1QQ'3) = (4PP'2) 

ergiebt. Die Strahlen 12, 34 sind keine Erzeugenden, sondern con- 
jugirte Polaren der Absolutfläche. 

Wir erkennen auch klar, warum die Absolutfläche als Element 
einer ganzen Schaar von Flächen erscheint. Denn ist PQ Erzeu- 
gende irgend einer dem Tetraeder umgeschriebenen Fläche, dann 
wird, da P und Q bezw. in P' und Q' übergeführt werden, und 
wegen des Bestehens der Gleichheit der Doppelverhältnisse, auch 
P'Q' eine Erzeugende derselben Fläche sein, d. h. mit andern 
Worten auch diese neue Fläche der Schaar wird durch die Trans- 
formation in sich selbst übergehen. 


E 
Wir wollen nun den Maassunterschied des transformirten 
Objects gegen das ursprüngliche berechnen. Zu dem Ende substi- 
tuiren wir an die Stelle der Coordinaten æ; in die Gleichung der 
Absolutfläche die Werthe z,+uy, wonach sich unter Berücksich- 
tigung der Relationen 
Y, = 0; X; 
ergiebt 
(X, +0, UX, (X; +0 uX, )+4(X; +0 uX X, +e uX) =0 
oder 
0 = u?’ (e 0, X, X, +10,0, X, X,) 
+u(e, X, X,+9X, X, +10; X, X,+/qÄX, a) 
+X,X,+4X,X.. 
Ka nad) 
Beachten wir nun, dass 
0,0 = 9; 


AR, X: L,= 9: 
so schreibt sich die letzte Gleichung übersichtlicher so 


CHAM EME METTET Oa) aa — 0. 


und setzen 
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Ist d der Maassunterschied, so können wir nun, nach früheren 
Formeln, sofort schreiben 


il 0,+0,+%9(e,—+0,) 


cos = ——— 
2V0, e, 1+9 
__ ! X X (@te)+AX, X. (e+e), 
2V0, X, X, +1X,X, 


Genügt die Transformation noch der besonderen Bedingung 
0i t8, = 9,9; 
so ist 
2 0:0; 
2Vee, 
d. h. bei einer solchen Transformation oder Bewegung wird jedes 


Object um denselben Maassunterschied aus seiner Anfangsposition 
entfernt. Da in diesem Falle 


cos = 


+9, = 0, +0, 
i 0103 = 0504 

so muss sein 

& =e, und g—g 
oder 

& = 0, md g = o, 
Die biquadratische Gleichung für ọ wird sich also jetzt als Product 
zweier rein quadratischen darstellen. 

Setzen wir X, = 0, betrachten also Bewegungen in dem Felde 

X,. Dann ist 


cosd = EU, 
2V0, 
wo unter dem Wurzelzeichen .ọ,ọ, geschrieben wurde, da 
0,0, = 010%: 


In dem Felde X, wird also jedes Object um denselben Maassunter- 
schied aus der Anfangsposition entfernt. Man findet denselben 
leicht, denn es ist 


ed + ei) — eyt l 
0, 9; 
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iö—=lo y2 
PE 


1 
ô = 57 (10g, —loge,). 


also 


oder 


Der Maassunterschied, um welchen jedes Object des Feldes X 
bewegt wird, hat den gleichen Werth. 

Diese Sonderergebnisse sind vollkommen in Uebereinstimmung 
mit dem allgemeinen. Der Ort aller auf X, oder X, bewegten 
Elemente ist eben eine Fläche der Form 

XXX, X, = 0, 
nämlich für den speciellen Werth A = Q. 
Wenn X, =0, X,=0, so wird cosd unbestimmt, wie zu 


erwarten, da alle so bestimmten Objecte unendlich ferne sind. 
Id E 0 


2 


1 
ô = Era (loge, —logo,) 
und für X, =0, X, ist 
1 
ô = 57 (logge, —1loge,). 
Das Verhältniss dieser beiden Werthe, also die Grösse 


_logę,— loge, 

logo, — logo, 

bezeichnet Herr Ball als den Parameter der Transformation oder 
der Bewegung. 


p = 


.§ 8. 

Wir wenden uns zu einer speciellen Transformation, durch 
die eine quadratische Function in sich selber übergeführt wird, 
nämlich zu der orthogonalen, welche durch die zusammengehörigen 
Gleichungssysteme characterisirt wird: 


y, = (11), + (12), + (13), + (14), 
y, = 1), + (22), +(28)2,+(24)a,, 
y, = 81)&,+(32)2,+(3)2,+(@Nz,, 
y, = (41)æ,+(42)a, + (43), + (44), ; 
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a, = 11)y,+@1)y,+@D)y,+@4Dy, 

æ, = (12)y,+(22)y, +(@2)y,+-(42)y, 

æ, = (13)y, +@3)y, +(33)y + NY 

s, = (18y, +A y, +84)y + (44y, - 
Aus dem ersten System folgt die Gleichung (g) für ọ in der uns 
schon bekannten Form 


kae Ee (12), (13), (14) 
(21) I (23), (24) 


0 
| (41), (42, (43), (44)—e 
aus dem zweiten ergiebt sich für ọ die Gleichung 
BR NEN (31), (41) 
(12), 2), (32), (42) 
(13), (23), )——, (43) 
(14), (24), G4), -4 


Vertauschen wir hier Reihen und Colonnen der Determinante 
links, so kommt 


Taa > re (13), (14) 
(21), (22) — < h (23), (24) Ki 
(31), a BI, (A 
(41), (42), (43), (44) — = 


Aus der Vergleichung dieser Form mit der ursprünglichen Glei- 
chung (g) ergiebt sich, dass für die orthogonale Transformation die 


Gleichung für ọ ungeändert bleiben muss, wenn > an Stelle von 


ọ tritt. Sie muss daher hier eine reciproke Gleichung sein, die also 
die Form haben wird 
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o'+4A0o’+6Bo’+4Ao-+1 = 0. 

Ihre Wurzeln stellen sich so dar 

OUER a=, 0, = Ê, u= 
Die orthogonale Transformation erfüllt also die fundamentale 
Bedingung 
0—00, = 0. 
In der That geht durch diese Transformation eine Fläche zweiter 
Ordnung in sich selbst über, denn es ist bekanntlich 


a na Fe u 7 Fe u Fe u Fe u FR 


89. 
Nicht nur die letztere Gleichung, sondern auch die bilineare 
LYH 2Y Ht Y HY, = 0 
geht durch die orthogonale Transformation in sich über; oder, mit 
anderen Worten, die Fläche 


a [11e +(2)2,+(13)2,+(14)e,] 
+a, [21)2,+(22)2,+(23)2,—+ (24), ] 
+2, [8x +(@2)2,+(@83)2,+(34) &,] 
+a, [41)2,+(42)2,+(43)2, + (44),] = 0 
geht durch die orthogonale Transformation in sich selbst über. 
Die letzte Gleichung wollen wir so schreiben 
(11)2!+(22)23+(83)23+(44).} 
+ [0Y +], 2, +3) +BD]e,. +UN+A)]z, e, 
+ [(23)+(32)] x, v, + [(24)+ (42)] z, v, + [84+ (43)]2,, = 0, 
und ihre linke Seite durch U bezeichnen. Wird dann noch 
= a Heta ta; 
(4A) U—hQ =0 
die Gleichung einer Flächenschaar, welche durch orthogonale Trans- 
formation in sich selbst übergeht. 
Suchen wir jetzt wieder den Maassunterschied, um welchen 


ein ‚Object durch die orthogonale Transformation aus seiner An- 
fangsposition entfernt wird, so haben wir an Stelle der Coordinaten 


gesetzt, so ist 
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die Grössen z,+4y, in Q = 0 einzusetzen, wodurch sich ergiebt 
R+21U+4 R =Q. 
Der Maassunterschied ô ergiebt sich hieraus durch die Formel 
U 
cosd — m; 
Der Ort aller Objecte, die um gleiche Maassunterschiede ð aus ihren 
Anfangslagen entfernt werden, wird also im Bildraume durch die 


Fläche 
U— R2cosd = 0 


abgebildet. 
$ 10. 
Die Flächen U und Q haben nun wieder vier Erzeugende ge- 
meinsam, wie sich leicht so einsehen lässt. Die Wurzeln der 
Gleichung für ọ seien 


ce ri 

g; gi 0, Fu 
Sie entsprechen den vier Ecken eines Fig. 60. 
Tetraeders, Fig. 60. Man erkennt so- € 


fort, dass die Strahlen, welche die 


Punkte Ir und 0’, beziehungsweise 


die Punkte T o"' verbinden, hier / 


. jene beiden conjugirten Polaren sind, n 
die wir oben fanden. 

Sind nun @, @,, @,, &, und Bis Ps, Az, Pa die Coordinaten 
der Ecken ọ' und ọ”, so wird, wenn wir @,-+-4ß, an Stelle der 
Coordinaten in 2 substituiren, dieses übergehen in 

i 2 A(x, bi Ha, ba Ha pHa p). 

‘Nun ist 
y = Alr +12)2,+(13)2,+(14)2, 
= (11)(@, +48, )+(12)(a, +48) + (13)(a, +48) + A4) a, +p.) 
= ọ@,+10'P,, 
und analoge Ausdrücke folgen für die anderen y. Erinnert man 
sich nun, dass 
U = w YH t YH Y HELY 
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so folgt 

U = (a, +å) 0a, + ho'p) +a thp) Ca Hie b) 

und da œ und ß auf Q liegen, so folgt endlich 

VIEH Kat Pa +0, pHa, p). 
Da nun aber die Gerade «f eine Erzeugende von 2 ist, so muss 
der letzte Factor verschwinden, wodurch der Beweis erbracht ist, 
dass «8 auch eine Erzeugende von U ist. 

Ganz ebenso ist der Beweis zu führen, dass auch die drei an- 
deren hier in Betracht kommenden Erzeugenden beiden Flächen 
gemeinsam sind. 

STi 


Sind (2,,2,,2,,2,) und (=, 23 2, 2) zwei Objecte, so wird 
sich zur Bestimmung des Maassunterschiedes derselben mit Hülfe 
des oft benutzten Verfahrens die Gleichung ergeben 

aa +0,00, + 2,0, + 0, T, 
Vatatataya tt te 
Tritt nun eine Bewegung ein, nach Verlauf welcher die Objecte 
die Coordinaten Y,, Ya, Yz, Yı und Yi, Yrs Yrs Y, haben, so wird 
der Maassunterschied 

Yet o 
Vyi tyty Hy Vy +y Hyi Hye 
Die Nenner der Ausdrücke für cosd und cosr sind nun offenbar 
einander gleich. Beachtet man aber noch die Transformations- 
gleichungen, durch welche die æ mit den y verbunden sind, so 
überzeugt man sich auch durch ‘eine einfache Rechnung von der 
Gleichheit der Zähler. Damit ist dann wieder analytisch der Nach- 
weis erbracht, dass die orthogonale Transformation die Maassunter- 
schiede nicht ändert, was übrigens auch mit Hülfe der Theorie der 
Emananten leicht gezeigt werden kann. Denn man sieht leicht 
ein, dass 


cos = 


cosT = 


x — +. 


K PN 
VU). Ue) 


wo die Bezeichnungen U(æ), U(«') verständlich sein werden. 


cos = 
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$ 12. 


Ist die Transformation oder Bewegung insbesondere so be- 
schaffen, dass 


(11) = (22) = (33) = (44) 
(Gik)+(ki) = 0, 


so ist der Maassunterschied zu bestimmen aus der Gleichung 


und allgemein 


cos = const., 


da jetzt U und Q offenbar nur um einen constanten Factor ver- 
schieden sein werden, und allgemein ; 


U 
cos = r N 


Bei dieser Bewegung werden also alle Objecte um den gleichen 
Betrag von der Anfangslage aus fortgeführt. Wir wollen eine solche 
Bewegung nach dem Vorgange Cliffords und im Anschluss an die 
englischen Mathematiker als Vectorbewegung oder kurz als 
Vector bezeichnen. 


&13. 
Im Falle des Vectors werden, da 
(11) = (22) = (33) = (44) 
(ik)+(ki) = 0 
die Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficienten der ortho- 
gonalen Transformation folgende Form annehmen: 
+ ANA — ADAH)+(3)23)+(14)(24) = 0 
+(11)(13)—(12)(23)— (13)(11)+(14)(84) = 0 
+ (1DAH— (12)24H)— (1384—4411) = 0 
+(12)(13)+(11)(23)—(23)(11)+(24)(84) = 0 
+(12)(14)+(11)(24)— (23)(34)— A1) = 0 
+3 AA+ (23) 24)+ (11) 84) — (11)@84) = 
AN’ +2)’ +3)’ +1’ = 1 
(12) +-(11)’+Q23)’+2N’—=1 
(13}+23}+(11) (34 = 1 
G14448411. 
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Wir setzen nun 
AD) =a, MP, (13)=y, (14) =ð, 
womit die geschriebenen Gleichungen so lauten 
(D +r7(23)-+0(24) = 0 
(I) —B$(23)-+0(34) = 0 
(ID —pE4—r84)=0 
(IV) +py+(24)(84) = 0 
(V) +Bd— (23)(34) = 0 
(VD +yô+(23)(24) = 0 
a +p u A = 1 
P’+a’+(23)’+(24)”’ = 1 
y” + (23 +a’ (84) = 1 
d —+(24) (384+ a = 1. 
Durch Multiplication von IV und V folgt 
By) = —(23)(24) (84)? 


und hieraus durch Division mit VI 


(VID 


p’ = (84? 
p= EA). 
Ist nun 
P= +64), 
so nennen wir den Vector einen Vector erster Art. Es ist 
dann noch 
y = —(24) 


und die Gleichungen (VII) sind jetzt alle 
a’ +p’ +r = 1. 
Die orthogonale Substitution für den Vector erster Art hat also 


das Schema 
+a, +b, +y, +9 


=A, +g, +9, EER A 
—y, —ô, +e, +P 
46, HH = ta 
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mit der Bedingungsgleichung 
+p’ Hy’? = io 
Die Bewegung wird als Vector zweiter Art definirt, wenn 


i B = — (84). 

Dann ist 
ð = — (23) 
y = +) 


und das Schema der zugehörigen orthogonalen Substitution ist 
r ra ii a Ea a 
af +4, m, m 


mit der Bedingung 
a’ +p’ Hy’ +0’ — 18 


$ 14. 


Es möge nun ein Object aus der Position æ, £, @,, 2, in 
diejenige %,, Yz, Yz, Yı durch einen Vector erster Art übergeführt 
werden. Dann ist also 


Y, = +aa tpa, +Yy2, ro, 


Jy = — Pa, Has, +da, — yt, 
Y F — 70, — 98, Har, +per, 
Yı, = da tr, — pa HaT. 


Ist x der Maassunterschied zwischen æ und y, so ist 
COST = Y, H2 Ya H2 Y FLY, = Q. 

„Der erste oder Leitcoefficient eines Vectors ist gleich 
dem Cosinus des Maassunterschieds, um welchen der 
Vector ein Object aus der Anfangslage entfernt.“ 

Ganz dasselbe Resultat ergiebt sich für den Vector zweiter 
Art, weshalb wir es sofort allgemein ausgesprochen haben. Man 
findet noch 

sin’r = ß’+y’—+6? 
wegen 
a’ +p’ +y’ +e = 1 
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$ 15. 


Alle Vectoren, welchen dieselben Werthe von ß, y, ô zuge- 
hören, nennen wir parallele Vectoren*). Für Parallelvectoren 
gilt nun folgender Satz, den man Clifford verdankt: 

Jedes System paralleler Vectoren erster Art schneidet 
zwei Erzeugende des einen Systems des Absolutgebildes, 
und jedesSystem paralleler Vectoren zweiter Art schneidet 
zwei Erzeugende des anderen Systems dieses Gebildes. 

Eine Erzeugende des Absolutgebildes, welche durch zwei Reihen 
bei einer Vectorbewegung erster Art getroffen wird, ist bestimmt 
durch die beiden Bildpunkte 


te, —ß, ai sg 

+ê, Ha); =at AH 
und durch die Bildpunkte 

+0 — Po “Re = 

+p, nai" +6, = fon 
wenn die Vectorbewegung von der zweiten Art ist. Zum Beweise 
des Clifford’schen Satzes braucht man nur zu zeigen, dass diese 
vier Punkte in einer Ebene liegen, denn alsdann schneiden sich 


die beiden Erzeugenden, gehören also verschiedenen Systemen an. 
Die Bedingung, dass die vier Punkte coplanar sind, ist 


e =e =n t | 
_|B a, 4, Y 
u re re 
IB; a; d» TAUS 


Quadriren wir diese Determinante, so kommt 


oO 


*) Diese Coefficienten B, y, ò können wir als die Richtungscoefficienten 
des Vectors bezeichnen. Es giebt immer eine Schaar von Reihen, welche 
durch den Vector in sich selbst verschoben werden. Diese Reihen haben 
gleiche Richtung mit dem Vector, und sind einander in obigem Sinn 
parallel. Der Vector kann also zunächst unter dem Bilde einer Reihe, also 
im Bildraume unter demjenigen einer Geraden vorgestellt werden. Durch 
diese Vorstellung wird dann der verbale Ausdruck des Satzes im Texte er- 
leichtert. 
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| O 0 [cl [el 

0, O + Bu) R] 
AAA M E i 
[e a'], [8 8,), 0, 0 


woraus ersichtlich, dass die ursprüngliche Determinante einfach 
gleich 


[e'a], [Ba] 
[poe], [B8] 
ist. Dieselbe giebt, entwickelt, 
(a'a, + BB HYY + NEB Ha'a, — dd, — yy) 
Ca' Ba Bay, H8) Ba — a'a Hey — ydo) 
= (e'a, +86)’ — Or +) Ce air, — rd)? 
= RER HENRI 
= IH FIR HN) — I) 
= (HP) HR) - HIHI). 
Aber wegen 


a’ +B’ +y’ = 0, 
reducirt sich der letzte Ausdruck so: 
| HH H) 
und dies ist Null, da der Punkt (a), —ß,, —y,, —6,) auf der 
Absolutfläche liegt”). 


*) Bildet man die Determinante O in der Annahme, dass beide Vectoren 
gleichartig sind, also 
a, —ß —y —8 
p, g — ð, Y 
Goad Bo m it 9 De 
Bo» ah, — ùo, Yo 
so findet man zunächst auch 
— |[eao] [Ba] 
(Boa), [BBoJ I’ 
was sich aber jetzt wegen 


[xao] = [B] [Boa] = — [Ba] 
[a'a] [Ba], 


reducirt auf 


also nicht verschwindet. 
Ball, Mechanik. 39 
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$ 16. 


Der Maassunterschied, der zu einer Vectorbewegung gehört, 
ist also durch den Leitcoefficienten mit Hülfe der Gleichung 
cost = Q 
bestimmt. Wir können, wieschon angedeutet, sagen, dass die drei anderen 
Coefficienten $, y, ô die Richtung des Vectors bestimmen, wenn wir 
diesen Begriff der Euklidischen Geometrie hierher übertragen wollen. 
Wir wollen nun noch die wichtige Zusammensetzung der 
Vectoren erörtern. Es möge also ein Object æ durch einen Vector 
nach der Position y und von da durch einen zweiten Vector nach 
z übergeführt werden. Wir setzen zunächst beide Vectoren als 
gleichartig voraus. Der erste sei gegeben durch 


Yı = Haa t pT, EYDF da, 


y, = infa tan, +00, = ya 
A ra — L aa +02, E 
Yy F —d2, kyt — petai 


und der zweiten durch 
z = Hayt p' YH Y HOY, 
Some Ay 
Z = — y h y Hl yH PY, 
z, = S'Y HY Ya — P Y Ha Y. 
Substituiren wir hier für die y, ihre Werthe in Function der æ, s0 
ergiebt sich folgende Darstellung der z;: 
zı = ( «BP — yy — 88) r+ (aB Ba'y’ — òy’) ra + (ay'— Bd’ + ya’ òp’) T3 
+ (a'y — y'a) ta 
2 = (— aß — Ba'’— yò' òy’) 11+ (aa —BP'— yy'— dè’) r+ (ad' By — yB' õa’) 13 
H ay Hpo qa Pd 
z3 = (—ay' + Bè'— ya'— BP) + (— ad — By'HYB’— da’), + (aa’ —BB'—yr'— 88) T3 
+ (aß’+ Ba’+y8’— òy) T4 
z4 = (ad — Py' + yp'— da’ jst (ay' — P'+ ya' 8p") £ + (—aß'--Ba'—yð' +87) t3 
Fad AB ri Tho) 
Zu dieser Position gelangt also das Object, wenn auf den Vector 
@, ß, y, Ò der Vector «', 8, y', d folgt. Für die umgekehrte 
Reihenfolge beider Vectoren erhalten wir 


www.rcin.org.pl 


Kap. XXVI. Die räumliche Abbildung etc. 611 


zı =( BY 8) (aB + Betr) + lay H BiH re — DEZ 

+(ad'— By +H Pte) 

o = (—aR'— Ba’ yè'— dy) rı (aa — BB'— 88) +H (ad — BY + y'a) 2; 

+ ay’ — Bò'— ya'+ òk’) z4 

z3 = (ar HN) rı (— Hr Ba) + (aa BR — yy —dd') t3 

+ + BYE) 

z4 = (tr —8h') + (aß Barry) 

+(aa— BB'— yy x. 

Hier haben wir nun zunächst das sehr wichtige Ergebniss, 

dass bei der Zusammensetzung zweier oder mehrerer 

gleichartiger Vectoren die Reihenfolge, in der man die 
Vectoren anwendet, nicht gleichgültig ist. 

Denn wir sehen, dass, wenn wir auf das Object æ erst den 
Vector @ und dann den Vector @' anwenden, die erreichte Position 
verschieden ist von derjenigen, die erlangt wird, wenn erst der 
Vector «' und dann der Vector @ angewandt wird. 

Immer aber setzen sich zwei gleichartige Vectoren 
zusammen zu einem einzigen, der mit ihnen gleichartig ist. 

Wir wenden uns zur Zusammensetzug zweier ungleichartiger 
Vectoren, und betrachten zunächst den Fall, dass dem Vector æ, 
B, y, ô der Vector «', ', y', ð folgt. Dann ergiebt sich 
za =( a Br) ++ Ba't 78 — dy) r+ (ar — pH ya Hdp) T3 

+ (ad By — yH òa’) r4 
2 = (a Ba'+ yò'— òy) rı + (aa'— BEN) 1a +(—að'—By' —yp' Ha’) £3 
+(ay Bra èp’) t4 
z3 = (— ay'— Bi ya'+ òR’) r+ (a — By — PB’ — da’) ry + (aa BB'— yy'— dÈ’) 13 
+ a HB yò — òy’) z4 
z4 = (— aò By'— yp'— da) rı +(— ay — d'H ya'—òR') 1a +(aB'—Ba'—yð'—y') z3 
+ (aa'+B8' Hr) x. 
Geht der Vector «', 6', y', d dem Vector œ, 8, y, d voran, so ge- 
stalten sich die Formeln so 
z =( aa'—pB'— yy — èd) rt (a'H Ba't yd — y) r2 + (ay'— Bd’ ya'+ òp’) £ 
+(ad By — yP’ 8a’) r4 
2 = (— aß'— Ba'y’ — dy) rH (aa — PR +88) ty +(—aò'—py'— y'a) t 
+(ay' — Bi ya'— èp’) t4 
2 = (— ay — Bd’ ya' òp’) r+ (ad — By — yB'— da’) ra + (aa BB'— yy'— 88’)2; 
+(— aß HB’ — òy’) t4 
us is ad’ + By yp'— da) rı (— ay —Rò'Hya'—ÂR') z2 + (aB'— Ba’ —yò'— iy’) r3 
s : +(aa' BB yy — x: 


r 
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Wir haben also das interessante Ergebniss, dass bei 
Zusammensetzung zweier ungleichartiger Vectoren das 
Resultat der Zusammensetzung unabhängig ist von der 
Reihenfolge der Vectoren. Das Resultat ist aber nicht 
wieder ein Vector. 


8 17. 


Das eben gefundene Gesetz der Vertauschbarkeit ungleich- 
artiger Vectoren bei der Composition kann auch geometrisch er- 
wiesen werden. 

Seien, Fig. 61, AB, A'B' 
ein Paar Vectoren erster Art, 
und CD, C'D' ein Paar Vec- 
toren zweiter Art. Der Vector 
erster Art möge P nach Q, 
und dann der Vector zweiter 
Art Q nach P' bringen. Wir 
werden nun zu zeigen haben, 
dass ebenfalls P’ erreicht wor- 
den wäre, wenn P zuerst nach 
R gelangte, sodass PR = Q P', 
und dann R, durch den Vector 
RB'B, durch einen Maass- 
unterschied, dem die Distanz 
PQ entspricht weitergeführt worden wäre. 

Zu diesem Zwecke ziehen wir die Transversale PRCC’ durch 
P, und nehmen R so, dass 


(PRCC') = (QP'D D’). 


Fig. 61. 


Dann werden 
PORRE GD :C0 
auf einem Hyperboloid liegen. Daher muss RP' die AL und 
A'M schneiden und somit auch sein 
(PQAA)={RP'BB'), 
woraus endlich folgt 
PEREP 
PR=.QP'. 


www.rcin.org.pl 


Kap. XXVI. Die räumliche Abbildung etc. 613 


$ 18. 


Wenn auf einen Vector erster Art (@,ß,y,d) ein solcher 
zweiter Art («', 6',y',d') folgt, so stellt diese Verbindung eine 
Bewegung vom allgemeinsten Typus dar, die die englischen Mathe- 
matiker als Motor bezeichnen. 

Wir wollen nun zeigen, wie der Motor in eindeutiger Weise 
bestimmt worden als eine lineare Transformation, bei der die 
Maassunterschiede sich nicht ändern. 

In der That, durch Vergleichung der Coefficienten erhalten wir 

aaa Sat 3 Denazi; 
(21) = —aß' — Ba'+yd’ —dy' 
(31) = —ay'— Pd’ —ya' +ò p' 
(41) = —að'+py'—yp'-— ôa. 
Multipliciren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit «, — ĝ', 
—y', —0’ und addiren, so kommt 
(11)æ'— (21)p'—(81)y'— (41) = u 
mit Rücksicht auf 
a’ Hp Hy HH? a 1 
In analoger Weise erhält man das ganze Gleichungssystem 
(11) — (21) — B1)y'— (41)0’ = u 
— (21) (IB +1) —81)0" = f 
— DE -AME (1) +(21)d! = 
— (41)e' + (31) 8" — (21)y'— (11) = ô 
(22)@'’+(12)8’—(42)y'—+(32)0' = a 
(12)a'—(22)8' —(82)y'— (42)0' = £ 
(42)a' — (32)8’—+(22)y'+(12)0’ = y 
— (32)@’ — (42)8'— (12)y'+(22)0’ = ð 
(33)@'+(43)8' + (13)y'— (23)0’ = a 
(43)@' +(33)P' — (23)y' —(13)0' = 8 
— (13) — 23)8 — 83)y'—(43)0' = y 
(23)@'+(13)8' —(43)y'+(33)0' = ð 
(44)a' — (34)8'+(2Hy'+(14)0' = a 
(34)«@' +(44)8'+(14)y’— (24) = 8 
— 24a — (14) + My — HN = y * 
(14)«@' —(24)8' — (34)y' — (44) = ô 
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wodurch «œ, $, y, d und «', ß', y', dð immer bestimmt werden 
können. | 

Es möge noch angemerkt sein, dass der Vector als Function 
des Maassunterschiedes v und der Richtungscosinus «a, ß, y sich 
so darstellt 


COST, asinrt, Bsinr, ysinr 
— sint, COST, ysint, —fsinr 
— sint, —ysinr, cost, asint 
— ysinr, sint, — asint, cosT 


mit 
e+p’ +y? en d: 


$ 19. 


Die Abweichung zweier Vectoren lässt sich nun auch noch 
leicht bestimmen. Das Object (1,0,0,0) möge durch den ersten 
Vector bewegt werden. Es gelangt nach 


cost, —asinz, —fsint, —ysinr. 


Wäre es durch den zweiten Vector aus der Anfangslage entfernt 
worden, so würde es die Stellung 


cost', —a«a'sint', —ĝp'sint', —y'sint' 
erreicht haben. Ist nun g der Maassunterschied zwischen diesen 
beiden Lagen, so hat man 
coso = cosrcosr' + sinrsinz (ee +PBP'—+Yr'). 


Ist aber w die Abweichung der beiden Vectoren, so hat man 
offenbar 
cosp = cosrcosr' +sinrsinr'coso, 
wonach also 
cosw = aa'+ p p'+yy'. 

Es war nicht nöthig, dass das anfänglich gegebene Object als 
(1,0, 0, 0) specialisirt wurde. Nehmen wir an, seine Coordinaten 
seien 2), Zy y 2. Dann ist 


www.rcin.org.pl 


Kap. XXVI. Die räumliche Abbildung ete. 615 


coso = 
(cosr.æ asin t.s, + sinr.2,+ysinr.z,) 
(cost'.æ +a'sint æ, +p' sint .æ + y'sint. a) 
+(— asint. æ H cost. æ, Hysin t.v, —psint. a) 
(—a'sint.a + cost.s, +y'sint.s,— p'sint.a,) 
+(— Bsinr.2, — ysin t.s, + CostT.% +H asint. 2) 
(— B'sinr'.a —y' sint. g, + cost .a, H a'sint. a) 
+(— ysinr.2,+ßsinr.2, — esinz.2,—+-cosr.,) 
(—y'sinr. æ + p'sin t. æ, — a'sin t. æ H cost. w) 
= COS TCOS TSIN TSİN T'COSW, 


woraus wieder für cosw die obige Formel folgt. 

Hiermit möge dieser Abriss einer Theorie der Bewegung in 
einer allgemeinen Mannigfaltigkeit dritten Grades abgeschlossen 
sein, indem wir für weitere Untersuchungen auf die angegebenen 
Schriften verweisen. 
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Transactions of the Royal Irish Academy, vol. XXVIII. 

Kleinere Abhandlungen: 

Preliminary Note on the Plane Representation of Certain Problems in the 
dynamics of a Rigid Body. 

On Homographie Screw Systems. 

Beide in den Proceedings of the Royal Irish Academy. 18831. 
Contributions to the theory of Serews in den Proceedings of the R. I. A. 1883. 
On a Plane Representation of certain dynamical Problems in den Proceedings 

of the R. I. A. 1884. 

Mehrere kürzere Mittheilungen findet man auch in den 
Reports of the British Association des letzten Jahrzehnts. 

Hervorgehoben möge von diesen sein 
A dynamical Parable. British Association Report. 1887. (Manchester). 

Sir Robert Ball hat hier in der Eröffnungsrede, die er als Präsident der 
mathematisch-physikalischen Section hielt, seine ganze Theorie in nicht-mathe- 
matischer Form in meisterhafter Weise skizzirt. 

In den Jahren 1887, 1888 und 1889 sind die grossen Abhandlungen er- 
schienen 
Dynamics and modern Geometry. Transactions R. I. A. 1887. 

On the Plane Sections of the Cylindroid. Ibid. 1888. 

Eight Memoir on the Theory of Screws, showing how plane Geometry illustrates 
general Problems in the Dynamics of a rigid Body with three Degrees 
of Freedom. Ibid. 1889. 

Von den Arbeiten anderer Mathematiker sind hier anzuführen 
Plücker, On a new geometry of space. Philosophical Transactions 1865. 

— Fundamental views regarding mechanics. Ibid. 1866. 
— Neue Geometrie des Raumes. Leipzig, Teubner 1868. Hier kommt P. 
in Nr. 25 und No. 39 auf die Mechanik zu sprechen. 

Sylivester, Sur l’involution des lignes droites dans l’espace etc. und 

Note sur l’involution des six lignes dans l'espace. 

Beides in Compt. rend. 1861. 

Schell entwickelt a. a. O. Band I ausführlich die Theorie der Streckensysteme, 
mit Hülfe deren dann der Zusammenhang der Theorie der Complexe mit 
der Mechanik in einfacher Weise erkannt wird. Hierher gehört auch der 
Aufsatz von 

F. Klein, Notiz betr. den Zusammenhang der Liniengeometrie mit der Mechanik 
starrer Körper. Mathem. Annalen Band IV. 

Fiedler, Ueber Geometrie und Geomechanik. Vierteljahrsschrift der natur- 
forsch. Gesellschaft in Zürich. 1876. 

Dieser Aufsatz enthält die erste ausführliche Würdigung der Ball’schen 
Theorie. 
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Mannheim, Cours de géométrie descriptive. Paris, Gauthier-Villars 1880. 
In diesem Werke findet sich eine Reihe von Vorlesungen über kinemati- 
sche Geometrie, in denen der Verfasser zum Theil seine werthvollen Unter- 
suchungen aus den Mémoires des savants étrangers t. XX u. XXII repro- 
ducirt. 

Die kinematische Geometrie ist neuerdings auch bearbeitet worden von 
| Schoenflies, Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung. Leip- 
r zig, Teubner 1886. 

Von Lehrbüchern sind hier noch zu erwähnen 

Chelini, Elementi di meccanica razionale. Bologna 1861. Dies ausgezeich- 
nete, leider vergriffene, Werk gründet sich auf Poinsot’s Arbeiten und 
macht durchgehends Gebrauch von der durch Moebius eingeführten geome- 
trischen Addition der Strecken und Flächentbeile. 

Routh, A Treatise on the dynamies of rigid body. 2 Bde. London 1883, 84. 

Clifford, Kinematie. London. Clifford macht von eigenthümlichen Methoden 
Gebrauch, die ihre Grundlage in der Theorie der Quaternionen finden. 

Verwandt mit diesen Werken ist endlich 
Grassmann, Die lineale Ausdehnungslehre. Leipzig 1862. 


Kap. XXV und XXVL 


Lobatschewsky's erste Schrift ist im Kasan’schen Boten von 1829 enthalten. 
Fernere Publicationen L’s. finden sich in den Schriften der Universität 
Kasan 1836—38, Crelles Journal Bd. XVII (1837). Als selbstständige 
Schriften erschienen Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallel- 
linien. Berlin 1840. 

—  Pangeometrie. Kasan 1855, welches Werk in italienischer Uebersetzung 
sich auch im Bd. V des Giornale di matematiche (1867) findet. 

Bolyai’s Hauptwerk erschien zu Marós Vasarhely 1832. Siehe hierzu 

Frischauf, Elemente der absoluten Geometrie. Leipzig, Teubner 1876. 

Gauss’ Briefwechsel mit Schumacher ist bereits im Text erwähnt. 

Neuen Anstoss erhielten die Untersuchungen über Nicht-Euklidische 
Geometrie durch Riemann’s Habilitationsschrift „Ueber die Hypothesen der 
Geometrie“, die allerdings erst 1867 erschien, siehe 
Riemann, Gesammelte mathematische Werke. Leipzig, Teubner 1876. Bald 

nach dem ersten Erscheinen der R.'schen Schrift publicirte 

Helmholtz, Ueber die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 
Goettinger Nachrichten 1868. 

Von anderer Seite her, von der Theorie der projectiven Maassbestimmung 
aus, war Cayley zu wichtigen Resultaten auf diesem Gebiete gelangt. 
Cayley, Sixth memoir on quantics. Phil. Transact. 1859. 

Im Jahre 1868 gab 
Beltrami, Saggio di interpretazione della geometrica non-euclidea im Gior- 

nale di matematiche t. VI, woselbst gleichzeitig auch eine italienische 
Uebersetzung von Bolyai's Hauptwerk erschien. 
Eine zusammenhängende Darstellung der Nicht-Euklidischen Geometrie gab 
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F. Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. Math. Anal. 
Bnd. IV. 

Sir Ball publieirte 

Om the motion of a rigid body in elliptic space. Transactions of the R. I. A. 
wol. XXVIII. 

Notes on the Kinematics and Dynamics of a rigid system in elliptic space. Pro- 
ceed. R. I. A. 1884. 

On the non-Euclidian geometry. Hermathena vol. III. 

On the theory of the Content. Transact. R. I. A. vol. XXIX. 

Auch über diesen Gegenstand finden sich Mittheilungen Sir Ball’s in der 
British Association Reports der letzten Jahre. 

Auf einem ganz allgemeinen Standpunkt steht 
Killing, Die nicht-Euklidischen Raumformen in analytischer Behandlung. 

Leipzig, Teubner 1885. 
Ueber die Mechanik im nicht-Euklidischen Raume erwähne ich 
Lindemann, Mechanik bei projectiver Maassbestimmung. Math. Annal. Bnd. VII. 
Heath, On the Dynamics of a rigid body in elliptic space. Phil. Trans. 
1884, II. 

Homersham Cox, Homogeneous coordinates in imaginary geometry and 
their application to systems of forces. Quarterly Journal, vol. 18. 

Clifford hat sich mehrfach eingehend mit dem Gegenstand beschäftigt (Pre- 
liminary sketsch of biquaternious, Theory of distance u. s. w.). Seine Ar- 
beiten finden sich in 

Clifford, Mathematical papers. Edited by R. Tucker, London. Siehe auch 
noch 

Clifford, Lectures and Essays. Ibid. 

Noch mögen angeführt sein die Aufsätze von Killing und Newcomb in 
Borchardt’s Journal (83, 86, 89). 


Dies Verzeichniss von Schriften über den in diesem Werke behandelten 
Gegenstand macht natürlich keinen Anspruch auf Vollständigkeit. Die Be- 
schränkung, welche wir uns bei Aufstellung desselben auferlegten, ist an der 
Spitze des Verzeichnisses klar ausgesprochen. Namentlich über Sir Ball’s 
Theorie ist in den englischen mathematischen Journalen schon eine zahlreiche 
Literatur vorhanden. Das gleiche gilt, wie schon im Texte ausgesprochen, 
auch von der nicht-Euklidischen Geometrie. Hier konnten nur einige wenige 
Arbeiten angeführt werden, die uns in irgend welcher Hinsicht von besonders 
markanter Bedeutung zu sein schienen. 
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Verbesserungen. 


Seite 4 Zeile 20 von oben ist „wahren“ statt „mittleren“ und „mittlere“ statt 
„wahre“ zu setzen, wie auch aus dem Vordersatze schon 
ersichtlich ist. 


- 11 - 7 von oben lies „Entwicklungs-“ statt „Entwick-“. 

- 41 - 9 von oben ist nach „einem“ einzuschalten: „geometrisch oder 
kinematisch individuell characterisirten‘“. 

- 4l: - 14 von oben ist nach „Coordinaten“ einzuschalten: „wenn das 


System also ein freies ist“. 
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